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2 Seznam pouzitého oznaceni

SEZNAM POUZITEHO OZNACENI

a;  koeficienty mnohoclenu ve jmenovateli obrazu, konstanty

a konstanta

b; koeficienty mnohoclenu v Citateli obrazu

b konstanta

c konstanta

d dopravni zpozdéni u diskrétnich systémua (Clenll), operator zpozdéni,
konstanta

e zaklad ptirozenych logaritmi

f konstanta, funkce
i=+-1 imagindrni jednotka
k relativni diskrétni Cas [-]
kT  diskrétni Cas [Cas]
L operator piimé L-transformace (Laplaceovy transformace)
L'  operator zpétné (inverzni) L-transformace (Laplaceovy transformace)
m stupent mnohoclenu v Citateli obrazu
M mnohoclen v ¢itateli obrazu (kofeny = nuly)
n stupenn mnohoclenu ve jmenovateli obrazu, stupen derivace (diference)
N mnohoclen ve jmenovateli obrazu (kotfeny = poly)

=a+]jo komplexni proménni, nezdvisle proménnd u obrazu
. v . v -1
v L-transformaci (Laplaceové transformaci) [Cas |

S; kofeny mnoho¢lenu s komplexni proménnou s [Sas ']

t (spojity) Cas [Cas]

T vzorkovaci perioda [Cas]

X realna funkce, original

x,  original periodicke funkce

X  komplexni funkce, obraz

X,  obraz periodické funkce

z=¢" nezavisle proménné u obrazu v Z-transformaci [-]

z; kofeny mnohoclenu s komplexni proménnou z [-]
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Z operator piimé Z-transformace

Z"'  operator zpétné (inverzni) Z-transformace

r ;o 7 w r v -1
a=Res  realna ¢ast komplexni proménné s [Cas ]

1 4 r b4 -
a; = T konstanta, i = 1, 2 (realné s; = — o;) [¢as ']

At)  (spojity) Diractiv jednotkovy impuls

AkT) diskrétni Diraciiv jednotkovy impuls

A ptirastek, operator dopfedné diference

\Y% operator nabla, operator zpétné diference

n(t) (spojity) Heavisidetv jednotkovy skok

n(kT) diskrétni Heavisidetiv jednotkovy skok

w=2nf  Ghlovy kmitoget (dhlové frekvence) [as ']
w=Ims  imaginarni ¢ast komplexni proménné s [Gas ']
o, modul komplexni proménné z

®  argument komplexni proménné z

Pro oznadeni operdtoru L — transformace, resp. Z — Transformace, se
Casto pouziva symbolu -/ resp. 2



4 Uvod

1 UVOD

L-transformace (Laplaceova transformace) a Z-transformace ptedstavuji
velmi u¢inny néstroj pii popisu, analyze a syntéze spojitych a diskrétnich
linearnich systéma fizeni.

Uelem obou transformaci je prevést slozity problém z prostoru
originali do prostoru obrazli, kde se tento transformovany problém vyftesi
velmi snadno a pak se pfevede zpét do prostoru origindli v souladu
sobr. 1.1.

\

PROBLEMU TRANSFORMACE PROBLEMU
v | v
NESNADNE | SNADNE
RESENI ! RESENI
v | v

ORIGINAL |e—  ZFFTNA | OBRAZ
VYSLEDKU TRANSFORMACE VYSLEDKU
\

< O
prostor originall \ prostor obrazil

Obr. 1. 1. Obecné schéma tesSeni problémi pomoci transformace

Prostor originalli v naSem pfipad¢ bude Casova oblast a prostor obrazl
bude oblast komplexni proménné. Za slozité problémy v Casové oblasti
budeme povazovat matematické operace, jako jsou napt. derivovani, resp.
diferencovani a integrovadni, resp. sumovani. Témto operacim v oblasti
komplexni proménné odpovidaji jednoduché algebraické operace néasobeni
a dcleni komplexnimi proménnymi. Stejné¢ tak feSeni linedrnich
diferencidlnich, resp. diferen¢nich rovnic v ¢asové oblasti odpovidéa v oblasti
komplexni proménné fesSeni algebraickych rovnic.

Cilem ucebniho textu je poskytnout posluchacim technickych fakult
ptehledny souhrn zékladnich pojmi, vlastnosti a korespondenci z obou
transformaci. Teoretické zaklady a dal$i podrobnosti lze najit v literatute
uvedené v kapitole 5.
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2 L-TRANSFORMACE

2.1 Zakladni vlastnosti

L-transformace (Laplaceova transformace) je definovana vztahy

X(s)=Lix(0)f = [x()e™ dt 2.1)
0
1 c+ joo
x()=L"{X(s)}=— [X(s)e"ds (2.2)
2 ars Joo
kde s= a+jo je komplexni proménnd (o= Re s, @ =1Im s),
t — redlnd proménna (v naSem piipadé cas),
x(%) — original (L-original) — redln4 funkce definovana v oblasti
pro ¢ € (0, ),
X(s) — obraz (L-obraz) — komplexni funkce definovana v oblasti

komplexni proménné,
j=+-1 — imaginarni jednotka,

L — operator primé L-transformace,
L' — operator zpétné (inverzni) L-transformace,
c — realnd konstanta zvolend tak, aby v poloroviné¢ Re s > ¢

funkce X(s) neméla zadné singularni body.

Ze vztahu (2.1) vyplyva, Ze L-transformace zobrazuje funkci realné
proménné x(f) na komplexni funkci komplexni proménné X(s). Hodnota
origindlu x(f) pro ¢ > 0 predstavuje ve fyzikdlnich interpretacich zpravidla
velikost urcité fyzikdlni veli€iny v ¢asovém okamziku z. Z tohoto divodu
v téchto piipadech fyzikalni rozmér komplexni proménné s je &as .
Imaginarni ¢ast komplexni proménné, tj. @ = Im s ma fyzikélni interpretaci
thlového kmitodtu s rozmérem ¢Gas . ProtoZe &as ¢ se méni spojité, hovoiime
o spojité transformaci a je zieymé, Ze L-transformace bude vhodna
piredevS§im pro spojité systémy, jejichz vlastnosti se daji vyjadfit pomoci
linedrnich diferencidlnich, integralnich a integrodiferencidlnich rovnic
s konstantnimi koeficienty.

Aby Casova funkce x(¢) byla originalem (pfedmétem), musi byt:
a) nulova pro zaporny cas, tj.:

>0,
o s
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b) exponencialniho fadu, tj. musi vyhovovat nerovnosti

x(t) <M e, }

(2.4)
M>0,a,c (—OO,OO),t€<0,OO);

¢) po Castech spojita.
Posledni dvé podminky vétSina asovych funkci pouzivanych v technice

splituje. Druhé podmince nevyhovuje napt. funkce x(t) =e"

Prvni podminku lze splnit vZdy vynasobenim dané casové funkce
Heavisideovym jednotkovym skokem, definovanym vztahem

1 t=0
n0)={0 <0 (2.5)

Protoze v podstat¢ kazdd spojitd funkce  x(f) pred pouzitim
L-transformace musi byt vynasobena Heavisideovym jednotkovym skokem,
proto zapis x(¢)7n(t) se vétSinou zjednodusuje a symbol 7(¢) se vynechava.

Origindl zna¢ime malym pismenem a jeho obraz stejnym velkym
pismenem. Vztah mezi originadlem a jeho obrazem se nazyva korespondence
a zapisuje se ve tvaru

x(t)= X(s) (2.6)

Korespondence mezi origindlem a obrazem v L-transformaci je
jednoznacna, povazujeme-li za ekvivalentni takové Casové funkce, jejichz
funkéni hodnoty se liSi o koneCnou hodnotu pouze v konecném poctu
1zolovanych bodt.

Pii L-transformaci po¢ate¢ni hodnotu x(0) v ptipadé€, Ze funkce x(7)
neni v bod¢ =0 spojita, je tfeba chapat jako pravostrannou limitu

x(0)=x(0,)= 1i1;n x(z). (2.7)
Totéz se tykd 1 derivaci funkce x(#), a proto je tieba hodnoty
d x(0) y -
x(O), a0 povazovat za limity zprava.
Priklad 2.1

Pomoci definicniho vzorce pfimé L-transformace (2.1) urime obrazy
casovych funkci (originali):

a)n(t—T,, b)t, ¢)e ™, d)sinwt, e) &?)(a, , T, jsou konstanty).



L-transformace
Reseni:
a)  Lin(t-T,);=[nl-T,)

0

e 'dt = Te_‘”dt = { !
Ty

0
_ _e—st:| —

Vidime, ze zpozdéni origindlu o dobu 7, odpovid4d ndsobeni obrazu
Lir}

77(t —Ta;)é le_r"s

le—TdS
S

b)

s
cr1 s ’ =T
exponencialni funkci .

(2.8)
S N U | S T D P
el L e

_e_St:|oo — L
g2 . g2
t= 1 29
> 2.9)
Pfi integrovani byla pouzita metoda integrace per partes.
b b
ju\'zdtz[uv][;—juvdt, (2.10)
kde u=t v=e™.
c) L{e*‘”}: je*“’ e dt = je*(”“)t dt
0 0

:{_ 1 e(s+a)tj| _ 1
s+a 0
el o 1

s+a
s+a
d)  Lisin a)t}:of
0

@.11)
(sinet)e dt = TL (ej“” —e )e’s’ dt=
02]

:L|:]‘)e—(s—ja))tdt_oj‘je—(sﬁ—jw)tdt:| _
2jL% 0
:L' B 1' o bion | 1' o Grion | |
2] s—]o o LStJo 0
11 1)
21\s—jo s+ jo

s+ @’

sin wt =

2

2
ST+

(2.12)
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Byl pouzit Eulertv vztah
sina)t:%(ej“’t—e_j“”). (2.13)
J

e) Symbol &) oznacuje tzv. Diraciiv jednotkovy impuls, ktery mtze byt
definovan napft. vztahy

[(0)x(r)dr = x(0)

o (2.14)
5(¢t)=0proz#0

L{s()} = [8(c)e dr=e° =1

0

5(r)=1 (2.15)

Priklad 2.2
Pomoci definicniho vzorce piimé L-transformace uréime obrazy
matematickych operaci: a) alxl(t)i azxz(t), kde a,, a, jsou libovolné
dx(¢)

t
konstanty, mohou byt i komplexni, b) T c) [x(z)dz.
0

ResSeni:

a) Liayx, (6)% a,x, (1)} = a3, () £ ax, (1)) =

O = 8

= alg_fx1 (t)e'de + asz(t)e”dt =a X,(s)*a,X,(s).

0 0

alxl(l‘)iaz)(fz(l‘)ﬁCl]X](S)iazXz(S) (216)

Odvozena korespondence (2.16) vyjadiuje linearitu L-transformace.

b) L{dx(t)} = T das) e de =[x(r)e | + st(t)e”dt =

dt o dt
= sX(s)—x(0).

dx(z)
d¢

25X (s)- x(0) (2.17)
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Pii integrovani byla pouZita metoda integrace per partes (2.10), kde
e . dx(?)
st

u=e’, v=—-==,

d¢

Podobné by bylo moZzné urcit 1 obraz derivace n-tého fadu

d" x(t) . X (5)=5"x(0)— 572 dx(0)  d"'x(0)

=S

d¢” R (2.18)

Budou-li poc¢atecni podminky nulové, pak plati velmi jednoduchd, ale
dualezita korespondence

d” x(¢)

T =9Xs) (2.19)

Vidime, ze derivaci n-tého tadu origindlu v Casové oblasti odpovida
v oblasti komplexni proménné ndsobeni obrazu n-tou mocninou komplexni
promeénne s.

o0

c) L{ix(r)dr}: | ix(r)dr}e_‘"dt:

jx(r)dr = lX(S) (2.20)

Byla pouzita metoda integrace per partes (2.10), kde

t
MZIX(T)dT, v=e .
0

Vidime, Ze integraci origindlu v cCasové oblasti odpovidd v oblasti
komplexni proménné déleni obrazu komplexni proménnou s.

V ptikladech 2.1 a 2.2 byly odvozeny pomoci definicniho vzorce piimé
L-transformace (2.1) obrazy nékterych jednoduchych c¢asovych funkci
a matematickych operaci. Pouzivani definicniho vzorce zpétné
L-transformace (2.2) je vétSinou velmi zdlouhavé a pracné, vyzaduje dobrou
znalost teorie funkci komplexni proménné. Pii praktickém pouzivani
L-transformace se s definicnimi vzorci (2.1) a (2.2) vétSinou nepracuje.
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S vyhodou se vyuZziva slovnik L-transformace, ve kterém jsou uvedeny
zakladni korespondence, viz tab. 2 a 3.

Piiklad 2.3
Na zéklad¢ korespondence [viz (2.11)]
o | (2.21)
s+a

a vlastnosti L-transformace z tab. 1 odvodime nékter¢ dalsi korespondence.
Reseni:
a) Pro a =0 (vlastnost 14 v tab. 1) z korespondence (2.21) dostaneme

el =12=.

n(t)= % (2.22)

b) Na zaklad¢ linearity (vlastnost 3 v tab. 1) a korespondenci (2.21) a (2.22)
muzeme psat

ar A ] B 1 __a
1(t)-e s s+a s(s+a)
1_ —at 2~ a
© s(s+a) (2.23)

c¢) Derivaci korespondence (2.21) podle parametru a (vlastnost 15 v tab. 1)

dostaneme
da ,cas df 1 )1
da(e )_ ‘e da(s+aj (s+a)2

1
t —at ﬁ
e e (2.24)

d) Z korespondence (2.24) pro a = 0 (vlastnost 14 v tab. 1) obdrzime [viz
(2.9)]

t=— (2.25)

e) Na zéklad¢ integrace v Casové oblasti (vlastnost 11 v tab. 1) milizeme
z korespondence (2.25) ziskat novou korespondenci
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f) Z korespondence (2.26) pomoci vlastnosti 5 v tab. 1 obdrzime

g) Z korespondence (2.21) pro a ==+ jo dostaneme

[

A

. 1

—at ~

27 T (s5+a)

3

tjot 1
sFjw

>

€

Z Eulerovych vztahti [viz také (2.13)]

sin wt = L_(ej“”—
2]

e—ja)t) ,

CoS @t = %(eiwt n e—ja»)

ziskame dalsi dvé dilezité korespondence [srovnej s (2.12)]:

: 1 1 1 0]
sin wt= — — ==
2iI\s—jJjo s+jw) s+
sinwt =
s o
1 1 1 S
COSs W= — —t— =
2\s—jo s+jw) s+
coswt =
s+

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

h) Z obou poslednich korespondenci (2.28) a (2.29) na zaklad¢ vlastnosti 5
v tab. 1 dostaneme ptimo dalsi dvé dilezité korespondence

—at - n 0
€ Slnwt = > 2
(s+a) +o
wr . s+a
€ cosat =

(s+a) +?

(2.30)

(2.31)
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Piiklad 2.4
Ur¢ime obraz periodické funkce
xp(t):x(t)+ x(t—a)+x(t—2a)+..., (2.32)

kde a je perioda a ¢asova funkce x(7) je definovana vztahem

()= {x(t) te <O,a), (2.33)

0 t2a.

ReSeni:
Obraz X (s) periodické funkce (2.32) ma tvar (vlastnosti 3, 7 v tab. 1)
X,(s)=X(s)+ X(s)e ™+ X(s)e > +..=

= X(s)l+e“+e @+, )= X(s)l%as,
—e
kde X(s)=L{x(?)}.
x(t)+ x(t—a)+ x(t—2a)+...£X(S)1 l_as (2.34)
—e
Byl pouzit vztah pro soucet nekone¢né geometricke rady
Sgt=——, <1, (2.35)
k=0 -4
kde g=¢.
Priklad 2.5

Na zékladé vysledku z prikladu 2.4 ur¢ime obraz X,(s) periodické
funkce x,(z) naobr. 2.1.

Xt A
3A+

2At— —

Obr. 2.1. Periodicka funkce z ptikladu 2.5
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ReSeni:
V souladu s obr. 2.1 miizeme psat
x(t)= Al =5t = 2)]= At — (¢ = 2)n(z = 2) - 2n(t - 2)].

Na zéklad¢ vlastnosti 3, 7 v tab. 1 a korespondenci 5, 6 v tab. 2 mizeme
snadno urcit obraz funkce x(7)

XE) =Ll =) S fe-2e |-

Z dtive odvozeného vztahu (2.34) obrdzime hledany obraz periodické
funkce

CAl-(1+2s)e™
)= A2

Snadno milzeme srovnanim s tab. 1 a 2 zjistit, Ze vSechny odvozené
korespondence jsou spravné. Podobnym zpusobem Ize =ziskat 1 dalsi
korespondence. Vidime, Ze pii praktickém pouZzivani L-transformace vétSinou
vystaéime se znalosti jejich zakladnich vlastnosti a néckolika dilezitych
korespondenci.

2.2 Urcovani originalua z obrazi

Slovniku L-transformace miizeme pouzit piimo, pokud v ném najdeme
origindly nebo obrazy v odpovidajicim tvaru. VétSinou vystaime
s jednoduchymi Upravami. PotiZze vznikaji pifi zpétné transformaci, protoze
obrazy jsou sloZité a je nutné je rozlozit na jednodussi vyrazy, které jiz ve
slovniku L-transformace najdeme. NejCastéji pouzivame rozklad na parcialni
zlomky a metodu rezidui.

V praktickych pfipadech mé& obraz nejCastéji tvar ryzi racionalni
lomené funkce

M(S):bmSm+...+b1S+b0
N(s) a,s"+...+as+ag

X(s)= n>m. (2.36)
Pokud stupeni jmenovatele n neni vétsi nez stupen Citatele m, je tieba
provést Upravu obrazu vydélenim Citatele yjmenovatelem.

Obraz ve tvaru racionalni lomené funkce (2.36) mizeme zjednodusit
rozloZzenim na parcialni (Castecné) zlomky, pro které jiz ze slovniku
L-transformace snadno najdeme odpovidajici korespondence.
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Pro mnohoclen ve jmenovateli plati
N(s)z a,s" +...+as+ay= an(s—sl)(s—sz)...(s—sn), (2.37)

kde s, 55, ..., 5, jsou keFeny mnohoclenu N(s) a soucasné poly (singuldrni
body) obrazu X(s).

Poly s; mohou byt jednoduché nebo nasobné. Uvazujme nejdiive
jednoduché poly, které mohou byt redlné nebo komplexni. Pokud jsou
komplexni, pak musi vystupovat vzdy v komplexné¢ sdruzenych dvojicich,
napf.

Si:a—'_jﬂa Siv1 :a_jﬂ' (238)
Pro komplexné sdruzenou dvojici (2.38) plati
(s—sNs—s,)=5"-2as+a’+ > =s"+cs+d. (2.39)

Dvojice ryze imaginarnich poli
s; =P, S =1 (2.40)
je specialnim piipadem (2.38), resp. (2.39) pro ¢ =c=0.
Nyni uvazujme nasobné p6ly. Pro r-ndsobny redlny pol s; 1ze psat
(s—s,). (2.41)

Podobné miizeme 1 pro r-nasobnou komplexné sdruzenou dvojici pola s;
a s,.,vsouladu s (2.39) psat

(s—s,)(s—s,,) :(s2 +cs+d)r. (2.42)

Obraz X(s) ryzi racionalni lomené funkce (2.36) pro uvedené typy poli
muiZeme tedy zapsat ve tvaru (za ptedpokladu, Ze a,=1)

()= M) M(s) )
N(s) (s—a)(s—b)r(s2+cs+d S2+€S+f)
kde (s—a) odpovida jednoduchému realnému polu a,

(s—b)  odpovida r-ndsobnému redlnému polu b,
(s’ +cs+d) odpovida jednoduché komplexné sdruzené dvojici pola

%(—ci\/cz —4d), (2.44)
(s*+es+ f)? odpovida g-nasobné komplexné sdruzené dvojici pola

e yer-ar) (245)

Obraz X(s) vyjadieny vztahem (2.43) muize byt zapsan v rozloZeném
tvaru
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A B B B,
X(S): + 1 + 2 2++—r+
s—a s—b (s—b) (s—b)
Cs+D Es+ F E)s+ F, E;s+F,
. +— +— s+t — o
s"+cs+d sTHes+f (sT+es+f) (s"+es+f)
kde konstanty 4, By, B,, ..., B, C, D, E\, By, ..., E, F\, F,, ..., F, se urci napt.

dosazovaci metodou, metodou neurcitych koeficienti nebo se original urci
pomoci rezidui. Nékdy je vhodné tyto metody kombinovat.

(2.46)

Uvedeny postup se nazyva rozklad na parcialni zlomky.

Piiklad 2.6

Urcime original x(¢) k obrazu

3 2
X(S):S +5 +9s—-2 ‘

2.47
s +s52 =25 ( )

ReSeni:
Obraz (2.47) neni ryzi racioalni lomenou funkci, a proto ho musime
upravit vyd€lenim cCitatele jmenovatelem:

11s-2
S 457495 =2):sP +57—25)=1+————.
< TEREER LR
— 5 =" +2s
11s -2
Obraz (2.47) nyni miizeme zapsat ve tvaru
X(s)=X,(s)+ X, (s)=14 572 (2.48)
s” 4857 —=2s
kde
Xz(s)— 11s -2 I1s-2 (2.49)

TS 4s 25 s(s—1)s+2)
je jiZ ryzi raciondlni lomenou funkci, a proto v souladu s (2.46) plati
11s -2 A A4, A,

=—+—= . 2.50
s(s —1)s+2) s+s—1+s+2 (250)

a) Dosazovaci metoda
Rovnici (2.50) vynasobime jmenovatelem levé strany a dostaneme
11s =2 = A/(s —1)s +2)+ As(s +2)+ As(s —1). (2.51)
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Tato rovnice musi platit pro libovolnou hodnotu komplexni proménné s.
Zvolime tedy 3 rizné hodnoty komplexni proménné s a dostaneme 3 rovnice
pro 3 neznamé¢ konstanty A,, A, a A;. Je ztejmé, Ze je vhodné volit poly
obrazu X,(s), tj.:

s=5=0=>-2=A4(-1)2)= 4=,
s=s5,=1=9=4,1)3)= 4, =3, (2.52)
s=5,=-2=24=A,(-2)-3)= 4, = 4.

Rozklad obrazu (2.47) ma v souladu s (2.48) a (2.50) tvar

1 3 4
X(s)=1+—+—- : 2.53
(S) " S ’ s—1 s+2 ( )
Z tab. 2 jiz snadno ur¢ime original
x(t)=0(t)+n(t)+3e —4e™ = (2.54)

=05(t)+1+3e —4e™,
Nesmime zapominat, Ze se jedna o original, a tedy plati pouze pro 7> 0.

b) Metoda neurcitych koeficienti

Vztah (2.51) upravime podle mocnin komplexni proménné s, tj.
1ls—2=(A4,+ A, + A,)s> + (4, +24, — 4,)s — 2 4,.

ProtoZe koeficienty u stejnych mocnin komplexni proménné s musi byt
stejné, lze proto psat:

0=4,+4, +4,,
11=4,+24, - 4,,
—-2=-24,.

Z této soustavy 3 linedrnich algebraickych rovnic snadno ziskame 3
neznamé konstanty: A4, =1, 4, =3 a A4; = — 4. Dalsi postup je shodny
s pfipadem a.

¢) Metoda rezidui

Pouzijeme vztah pro L-transformaci v fadku 22 v tab. 1 pro ryzi
raciondlni lomenou funkci (2.49)

| d”‘l[ . S,]
S0=Tg iyt gl e

kde i=1,2,3; 5,=0, s,=1 a s;=-2, vSechny poly jsou jednonéasobné, t;.
rn=r,=r;=1m=r +r,+r;=3), potom
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0=t =0 L e i -0 e

l11s—-2
li 2
’ YLn—lZ{(S ’ )S(S — 1)(s +2

)e‘”} =1+3e'—4e™,

Na zaklad¢ (2.48) dostaneme vysledny original.
x(t) =X, () + LH{X, ()} = 5(¢) +1+3e' —4e 7.
Priklad 2. 7
Najdeme original x(¢) k obrazu

25  +7s% +4s+1
X(s)=
(S) Sz(S+1)2

(2.55)

ReSeni:
Obraz (2.55) je ryze racionalni lomenou funkci, a proto v souladu
s (2.46) muzeme psat

3 2
20475 b Ashl_A A B B (2.56)
P (S-l-l) s S s+1 (S—I—l)

a) Dosazovaci metoda
Rovnici (2.56) vyndsobime jmenovatelem levé strany a dostaneme
25 + 75 +4s+1=As(s +1F + A, (s +1] + Bs* (s +1)+ B,s>.  (2.57)

Rovnice (2.57) plati pro libovolné s, a proto musi platit i pro poly obrazu
X(s), tj.:

s=51=0 = 1=4,,
s=s,=—1 = 2=20B,.

Jako dal$i hodnoty komplexni proménné s zvolime
s=1 = 14=44+44,+2B,+ B,

a po uvazovani jiz uréenych hodnot konstant 4,, B, a po upraveé dostaneme

24, + B, =4.

Dale zvolime
s=-2 = 5=-24+A4,—-4B,+4B,

a podobné jako v pfedchozim pfipadé budeme uvazovat jiz urCené konstanty
A, a B,, po Gpravé obdrzime



18 L-transformace

A +2B =2.
Resenim jednoduché soustavy rovnic
24, +B, =4,
A +2B =2
dostaneme 4, =2 a B, =0.
Rozklad obrazu (2.55) na parcidlni zlomky bude mit tedy tvar
2 1 2
X(s)= PRl Ga
Pomoci slovniku L-transformace tab. 2 jiz snadno ziskdme hledany
original
x(t)=2n(t)+t+2te" =2+¢+2te™, t>0. (2.58)
b) Metoda neurcitych koeficienti

Vztah (2.57) upravime podle mocnin komplexni proménné s
a dostaneme

25° +7s> +4s+1=(4 +B,)s’ + (24, + A, + B, + B, )s” + (4, + 24, )s + A,.

Koeficienty u stejnych mocnin komplexni proménné s musi byt stejné,
a proto plati

2=A4 +B,
7=24,+ A4, + B, + B,,
4=A4 +24,,

1=4,.

Z této soustavy rovnic snadno jiz ur¢ime hledané hodnoty koeficientt:
A,=1,4,=2,B,=0 a B, =2 (potadi koeficientl je uvedeno tak, jak byly
pocitany). Dals$i postup je shodny s ptipadem a.

¢) Metoda rezidui

Z tab. 1 pouzijeme vztah z fadku 22
1. 4! ., o
=2 oy o5 x()e"),
kde i=1,2;5,=0,r,=2;8,=—1,r,=2(n=r, +r,=4).

Po dosazeni (2.55) postupné dostaneme:
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d|2s+7s* +4s+1 . od |28 +7s +4s5+1
— 5 e’ |+ lim — 5 e
(S+1)

s—>—1dS
|6 +14s+4 , 25+ +4s+1 , 287 +7s P +4s+1 .
=lim -2 te” |+

e e+
(s+1)2 (S+1)3 (s+1)2

. |65 +14s+4 , 25 +Ts" +4s+1 , 2587 +7s° +4s+1 .,
+ lim e -2 e’ + te

S

s—0

2 3 2
S S A

s——1
—(4-2+1)+(-4e +4e+2re )=
=2+t+2te”.

Vidime, Ze 1 v tomto ptipad¢ jsme obdrzeli shodny vysledek s (2.58).

Priklad 2.8
Ur¢ime original x(f) obrazu
35> +22s+13
Xl(s)= : 2.59
( ) S(S2+6S+13) ( )

ReSeni:
Snadno zjistime, ze dvojélen ve jmenovateli obrazu (2.59) ma

komplexné sdruzené koteny, a proto jeho rozklad na ¢astecné zlomky bude
mit tvar

3sz+22s+13_é Bs+C

S(S2+6S+13)_ s +m' (2.60)
a) Dosazovaci metoda
Rovnici (2.60) vyndsobime jmenovatelem levé strany a obdrzime
357 +225+13 = A(s® + 65 +13)+(Bs + C)s. (2.61)

Protoze tato rovnice plati pro libovolné s, zvolime 3 rizné hodnoty
a dostaneme:

s=85=0 = 13=134 =A=],
s=1 = 38=204+B+C = B+C=18,
s=—1 > -6=84+B-C = B-C=-14.
Obdrzeli jsme soustavu linearnich rovnic
B+C=18,
B-C=-14,



20 L-transformace

jejizteSenije B=2 a C=16.
V souladu s (2.59) a (2.60) miizeme tedy psat

X(S):l-i- 22S+16 -
s s +65+13
Abychom mohli pouZit slovnik L-transformace, musime posledni vyraz
upravit na tvary v fadcich 34 a 35 v tab. 2, tj.
. 2.
X(S):l 2s+3)+2-5 1 2(s+3) 5

=+ + .
s (s+3)+22 s (s+3f+27 (s+3)+2°

Nyni jiz snadno ur¢ime original
x(t)=n(t)+2e™ cos2t+5e sin2t =

~ N . (2.62)
=1+2e 7 cos2t+5e " sin2t, t=>0.

b) Metoda neurcitych koeficienti

Vztah (2.61) upravime podle mocnin komplexni proménné s
a dostaneme

357 +225+13=(A4+B)s*> +(64+C)s +134.

Koeficienty u stejnych mocnin musi byt stejné, a proto lze psat

3=A4+B,
22=6A4A+C,
13=13A4.

Z téchto rovnic snadno obdrzime A=1, B=2 a C=16.
Dalsi postup je stejny jako v piipad¢ a.

Pouziti metody rezidui pti1 komplexnich kofenech je znacné€ pracnéjsi,
a proto ji nebudeme uvadét.

2.3  DalSi feSené priklady

V ramci nasledujicich ptikladi jsou odvozeny dalsi vztahy a dilezité
korespondence.
Priklad 2.9

Odvodime vztahy pro pocatecni a koncovou hodnotu originalu na
zéaklad¢ jeho obrazu (vlastnost 20 a 21 v tab. 1).
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ReSeni:
a) Pocate¢ni hodnota
Originél x(f) rozvineme v MacLaurinovou fadu

x(t)=x(0)+ xg?)t + xg))tz = xg?)ﬁ +..

a pouzijeme L-transformaci

o)) 50 0)_¥(0)

Po vynésobeni levé i pravé strany komplexni proménnou s je ziejmé, ze
plati (pokud tato limita existuje)

x(0)=limsX(s) (2.63)

§—>0

b) Koncova hodnota

Pro obraz derivace x(t) plati [viz (2.17)]:
L{()} = [#(e)e ™ d1 = sX(s)-x(0),

IYL Ix e d¢ = lim[sX (s)—x(0)],

s—0

#(t)d = Tim X (s) — x(0),

s—0

x(00)—x(0)= 11_1)13 sX (s)-x(0).

Dostaneme tedy (pokud tato limita existuje)

x(00) = limsX (s) (2.64)

s—0

O'—o8

Priklad 2.10

Odvodime obrazy origindlu nasobeného exponencialni funkci
a zpozdéného originalu (vlastnost 5 a 7 v tab. 1).

Reseni:

a) Nasobeni exponencialni funkci

L{ei‘" x(t)}: jx(t)e_(““)’dt = [x(t)e™dt = X(u)= X(sta).
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Byla pouzita substituce u =s + a.

b) Zpozdéni origindlu x(t—a), a=>0

x(t—a)ze™ X(s) (2.66)

Byla pouzita substituce u=1¢—a.

Priklad 2.11

Odvodime obraz Diracova jednotkového impulsu &¢) na zdklad¢ vztaht
(porovnej s ptikladem 2. 1e)

5(t)= lim 5(t,¢),
o.)=_lnle)-nl1=e)].
Refeni:

Lfo(ee)}= [ o) nle— o)l "ai=

—i-e ).

&S

L{S(e) = HmL{S(t, &)} = lim =S = 1im 5 —lime ™ =1.
>0 >0 &S e—>0 g >0
8(t)=1 (2.67)

Bylo pouZito L Hospitalovo pravidlo o limité vyrazu %, t].
limM = lim&. (2.68)
x—a g(x) e g'(x)
Priklad 2.12

Ur¢ime obraz konvoluce (konvolutorniho soucinu, konvolutorniho
integralu)
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t

x(1)*x,(t) =[x, (e =7, (r)d .

0
ReSeni:
Pro konvoluci lze psat:

L{jxl (t=7)x,(z)d r} = L{Txl (t—7)x,(z)d r} =

0 0

(Horni mez mohla byt zastoupena oo, protoze x,(t—7)=0 pro 7 >1¢.)

0

:]:Exl(t_f)xz(r)df}estdtzzxz(f)df Fx,(1—e)edi -

0

jxl(t —T)xz(f)df = j.xz(t —T)xl(r)dr = XI(S)XZ(S): X, (S)XI(S) (2.69)

Soucasné jsme ukazali, Ze konvoluce je komutativni, tj. plati

x,(¢)*x,(¢)= jxl (t—7)x,(r)dz = sz (t—7)x,(r)dz =x,(¢t)*x,(t). (2.70)

0 0
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3 Z-TRANSFORMACE

3.1 Zakladni vlastnosti

Z-transformace je definovana vztahy

X(2)=Z{x(kT)} = > x(kT )z 3.1

k=0

x<kr>=z-l{x<z>}=2imrx<z>zk-ldz (3.2)

kde z je komplexni proménna,
kT — diskrétni redlnd proménna (v naSem piipad¢ diskrétni
cas),
x(kT) — diskrétni original (Z-original) — realn4 funkce definovana
v Casove oblasti pro £k=0,1, 2, ...,
X(z) — diskrétni obraz (Z-obraz) — komplexni funkce definovana
v oblasti komplexni proménné,
Z — operator primé Z-transformace,
zZ! — operator zpétné (inverzni) Z-transformace,
— vzorkovaci perioda,
r — polomér kruznice, uvniti které lezi vSechny singularni
body funkce X(z).

Upftesiiujici slovo diskrétni muizeme, pokud nedojde k omyluy,
vynechavat.

Diskrétni casovou funkci x(k7) ziskame ze spojité Casové funkce x(7)
zastoupenim spojitého Casu ¢ diskrétnim ¢asem k7 (obr. 3.1), t;.

t=t=kT; k=0,1,2,.. (3.3)

Tato diskretizace v Case se nazyva vzorkovani na rozdil od diskretizace
v urovni, kterd se nazyva kvantovani.

Casto se pouziva relativni diskrétni ¢as
tk
T

V tomto ptipadé se pro diskrétni ¢asovou funkci pouziva ekvivalentni
zapis x, , resp. x(k). Je zieymé, Ze relativni diskrétni ¢as (3.4) dostaneme
z diskrétniho ¢asu (3.3) pro T=1.

k=% k=0,1,2,.. (3.4)
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Protoze ze zéapisu x(k) neni ziejmé, ze jde o relativni diskrétni Cas £,
pouziva se rovnéz uptesnujici zapis x[k].

X(t) A

x(KT)

o
x(2T (KT -

T 0 T 2T KT t
KT

Obr. 3.1. Vztah mezi spojitou a diskrétni ¢asovou funkci

Z obr. 3.1 vyplyva, Ze jedné diskrétni ¢asové funkci muize odpovidat
nekone¢né¢ mnoho raznych spojitych Casovych funkeci. Tuto skute¢nost je
tteba mit na zfeteli pfi interpretaci diskrétni casové funkce.

Ze vztahu (3.1) je zieyjmé, ze Z-transformace zobrazuje funkci realné
proménné x(k7) na funkci komplexni proménné X(z). Hodnota originalu
x(kT) pro k=0, 1, 2,... ptedstavuje ve fyzikalnich interpretacich zpravidla
velikost urcité fyzikalni veliCiny v diskrétnim Casovém okamziku k7. Protoze
Cas kT je diskrétni, hovotime o diskrétni transformaci a je tedy evidentni,
7ze Z-transformace bude vhodnéd predevSim pro diskrétni systémy, jejichz
vlastnosti se daji vyjadiit pomoci linedrnich diferenc¢nich, sumacnich
a sumacnédiferen¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty.

Aby diskrétni Casova funkce x(k7) byla origindlem (pfedmétem), musi
byt:

a) nulova pro zaporné £, tj.
(k)= {

b) exponencialniho tadu, tj. musi vyhovovat nerovnosti

‘x(kT )( < Me™",
(3.6)
M >0, g,¢ (— oo,oo); k=0,,2,...

x(kT) k>0,

3.5
0 k<0; (3-3)

Podobné jako pii1 L-transformaci prvni podminku mizeme splnit vzdy
vyndsobenim dané diskrétni Casové funkce diskrétnim Heavisideovym
jednotkovym skokem, definovanym vztahem

1 k>0,

T = {0 k <0. B.7)
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Rovnéz i u Z-transformace zapis x(kT)n(kT) budeme zjednoduSovat
vynechanim symbolu 7(kT).

Je-li funkce x(f) nespojitd pro ur€itou hodnotu kT, pak za x(kT) je
tteba uvazovat jeji pravostrannou limitu

x(kT)=x(kT, )= lim x(t). (3.8)

Podobn¢ jako u L-transformace budeme u Z-transformace korespondenci
mezi (diskrétnim) originadlem a (diskrétnim) obrazem zapisovat ve tvaru

x(kT)2 X(z2). (3.9)

Déle budeme predpokladat, ze vSechny diskrétni Casové funkce jsou
originaly.
Ukazeme si souvislost mezi L- a Z-transformaci. Uvazujme defini¢ni

vztah (2.1), ve kterém spojity Cas ¢ zastoupime diskrétnim Casem AT
a spojity integral diskrétni sumou, dostaneme

X(s)= TS x(kT)e™. (3.10)

Srovname-li tento vztah s defini¢nim vzorcem (3.1), vidime, ze pro

z=e (3.11)

bude platit
X(s)= ;ing[TX(z)\Feﬂ ]. (3.12)
Jak jiz bylo diive fe€eno, fyzikalni rozmér komplexni proménné s je

¢as™!, a proto na zaklad& vztahu (3.11) lze usuzovat, ze komplexni proménna
z je bezrozmérna.

Ze vztahu (3.11) dostaneme

§= llnz 3.13

Vztahy (3.11) a (3.13) vyjadiuji souvislost mezi komplexnimi rovinami
® a (@, viz obr. 3.2. Komplexni proménnou z [vztah (3.11)] pros = a +jw
vyjadiime v polarnich soutfadnicich pomoci modulu p a argumentu 6, tj.

pe'® (3.14a)
p=e", (3.14b)
O = wT. (3.14¢)

7= e(aﬂa})T —
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ImA @ Irr11A

i
T
S o=
T
=
1 _
*=—lnp 0 Re 1 0
ZAKLADNI PRUH
T
T -1

Obr. 3.2. Souvislost mezi komplexnimi rovinami ) a @

Ze vztahu (3.14b) je zfejmé, Ze pfimka rovnobéZna s imaginarni osou
v komplexni rovin€ (&) se zobrazi na kruznici v komplexni roviné @ . Daéle
vidime, Ze imaginarni ose v (5) odpovida jednotkova kruznice v @, levé
poloroviné v (&) odpovida jednotkovy kruh v (@ atd. Zobrazeni s — z
[vztah (3.11)] je jednoznaéné, naproti tomu zobrazeni z — s [vztah (3.13)] je
nejednoznacné, a proto vétSinou uvazujeme pouze hlavni hodnotu argumentu
@ komplexni proménné z, tj.

_n<O<r, (3.15)

¢emu odpovida tzv. zakladni pruh v komplexni roviné () (obr. 3.2)

T ow<l (3.16)
T T

Priklad 3.1

Na zéklad¢ definicniho vzorce (3.1) uréime obraz diskrétni Casové
funkce na obr. 3.3.

ResSeni:

Z obr. 3.3 vyplyva, Ze diskrétni Casova funkce x(kT) je origindl, a proto
na zaklad¢ defini¢niho vzorce (3.1) mizeme psat (viz obr. 3.3)

X(z)= X(O)ZO +x(T)z" + X(ZT)ZQ +...=
=220 +0z'+3z2 -1z =2z +1z7° =
=243z -z -2z +27,

Vidime, ze obraz diskrétni ¢asové funkce zadané na kone¢ném intervalu

muiZeme urcit piimo, protoze je dan souctem konecného poctu potadnic x(kT)
, , g s . . —k
nasobenych odpovidajicimi mocninami z .
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x(kT)A
3+— -4
2%
14— — +—— — —
4 ¢ ——t—1— >
T O T 2T 3T |4T 5T 6T kT
A4 -
B T —

Obr. 3.3. Diskrétni ¢asova funkce z ptrikladu 3.1

Zapiseme-li ziskany obraz X(z) v kladnych mocninach komplexni
proménné z, dostaneme (Citatele 1 jmenovatele vynasobime z5)

5 302
X(Z):ZZ +3z —SZ —22—!—1-

z

Ze srovnani priubéhu x(k7) na obr. 3.3 a obrazu X(z) v kladnych
mocninach komplexni proménné =z vyplyva, Ze diskrétnimu casovému
prubéhu x(kT) trvajicimu r kroki (v nasem piipadé » = 5) odpovida obraz
X(2), ktery ma r-ndsobny pol, tj. z,=z,=...=z,=0.

Piiklad 3.2

Pomoci defini¢niho vzorce piimé Z-transformace (3.1) urCime obrazy
diskrétnich casovych funkci (originali):

a) &kT), b) n(kT), c) ni(k—d)T], d)kT, e) e, f)sinwkT.
Reseni:
a) Diskrétni Diraciiv impuls (Kroneckerovo delta) &k7) je definovéan
vztahy
1 k=0,

5(kT):{O 20 (3.17)

Z{5(kT )} = 26T )= =1.

S(kT)=1 (3.18)

b) V souladu se vztahem (3.7) miizeme psat



Z-transformace 29

ZkT ) =S y(kT)z* =S zF =142 422+ (3.19)

k=0

4 4 . —1
Vynésobime levou i pravou stranu z

z! Z{?](kT)} =z 4z 427 4
a odecteme od (3.19), dostaneme
Zin(kT)} - ="' Z{n(kT )} =1,

1 z

2k )= =

z

n(kT)=

(3.20)

z—1

Mohli jsme na (3.19) rovnéz pouzit vztah (2.35) pro soucet nekonecné

geometrické fady, kde ¢g=z".

o 2k~ )Tl = Sallk~dlt = St =zt 42

_ _ _ _ 1 z
=Zd(1+zl+zz+---):z”l1 - 774
—z

nllk-d)r]e——z* 3.21)

z—1

Vidime, Ze zpozdéni origindlu o d krokl odpovidad nasobeni obrazu
d-tou zapornou mocninou komplexni proménné z.

d) Z{kr)= ész—k =T(z" 42224327 +) (3.22)

Vynasobime levou i pravou stranu z '
z™! Z{kT} = T(ZJ +2z73 4327 4. )
a odeCteme od (3.22), obdrzime (viz ptipad b)
(1 —z! )Z{kT} = T(z‘1 +z 24773 +---): Tz (1 vz p 24 -):

=7z 11,
|
Tz 1z
Z kT (= = :
k=
kT = 1z

. 3.23
(z-1) (3.23)
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e) Z{ akT} ezt =l+re 27 e 277 4 (3.24)

k=0
r ’ . —aT
Vynasoblme levou i pravou stranu e ' z
T~ Z{ akT} o T, 4 o 2T 2 oBal 3

a odeCteme od (3.24), dostaneme

(l —e Z‘I)Z{e_“ﬂ}

Z{e_m}zl 1z

—-aTl _-1 —aT*
-e Yz z—e“

Il
[S—
-

o T & z

(3.25)

z—e“

f) Z{sina)kT}: {21 kaT —kar}

:%[i jokT —k Ze—]wkT —kjl
jLi=o

_L( z z j_ z(e"T —e 71T B
2j\z—e!" z—e ") 2j[z* = (e +e )z +1]
B zsin wT

22 —2zcoswl +1

sinwkT = zsin ol 3.26
z2 —2zcoswT +1 (3.26)

Bylo vyuzito Eulerovych vztahi

sin kT = %(ej””— eI (3.27a)
j

cos wkT = %(ej“’” + e*j“’kT) (3.27b)

a odvozené korespondence (3.25) pro —a =1 jo.

Priklad 3.3

Pomoci definicniho vzorce (3.1) uréime obrazy nasledujicich

matematickych operaci:
k

a) ax,(kT) = aye,(kT), b) Ax(KT), c©) fx(ﬁ), d) vx(k7), ) > x(iT).

i=0
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Reseni:

) Z{ax,(kT)+ a,x,(kT)} = z [a,x,(kT) £ a,, (kT )| =

Ms

g, z x(kT)z™* £a, 3 x, (kT )z = a, X,(z) £ a, X, (2).

k

I
(=]

axy (KT )+ arx, (kT) 2 ay X, (2) £ a, X (2) (3.28)

Odvozena korespondence vyjadiuje linearitu Z-transformace.
b)  Vyraz
Ax(kT) = x|(k +1)T |- x(kT) (3.29)

se nazyvd dopfednd diference 1. Fadu. Je to diskrétni analogie derivace
1. fadu.

Byla pouzita substituce i = k + 1.
Podobné¢ definujeme (dopfednou) diferenci n-tého radu
A" x(kT)=A""x[(k +1)T]-A""x(kT); n=12,..., (3.31)

pro kterou plati korespondence

—_

n—

A" x(kT)2(z=1)'X(z)-2)> (z=1)""" A" x(0) (3.32)

i

Il
(=]

Pocate¢ni podminky je tfeba uvazovat jako pravostranné limity. Pro
nulové pocate¢ni podminky plati velmi diileZita korespondence

A" x(kT)2 (z-1)' X (z2) (3.33)

Vidime, Ze diferenci n-t€ho tadu originalu v ¢asové oblasti odpovida
v oblasti komplexni proménné ndsobeni obrazu n-tou mocninou dvojclenu
z—1.
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c) Suma (dopifednd obdélnikova metoda)
k-1
fT)=3AT),  £(0)

je diskrétni analogii integralu. Podobn¢ lze definovat i vicenasobnou sumu.

0 (3.34a)

Suma (3.34a) odpovidéa dopiedné diferenci.
Je zfejmé, Ze plati (viz ptipad b tohoto ptikladu)
A f(kT)=x(kT), (3.34b)
a proto lze psat
Z{A (kT )p=(z=1)F(z)~ 2/ (0).
V souladu s (3.34a) a (3.34b) dostaneme

X(Z):(Z—I)F(Z),

F(z): Z—lX(Z)

i“T = X() (3.35)
d)  Vztahem

Vx(kT)= x(kT)— x[(k —1)T] (3.36)

je definovana zpétna diference 1. Fadu. Je to jind moZna diskrétni analogie
derivace 1. fadu.

Z{Vx(kT)} = Z{x(kT)} - 2{x[(k - 1)T ]} =
:é x(kT)z" —ix[(k—l)T]z‘k_ X(z)- ;ix( T)z ~(i+1) _

= X(z)-z i( T)et=x(2)-z"x(z)=(1-2")x(s)=

i=0

-1

z

Vx(kT)2 == X(z) (3.37)

Bylo pouZito vlastnosti originalu x(— 7) =0 a substituce i=k— 1.
Podobné definujeme zpétnou diferenci n-tého radu
V'x(kT)=V""'x(kT)-V"'x[(k-1)T];  n=12,..., (3.38)

pro kterou plati korespondence
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-1\
V'x(kT) = (Z - j X(z) (3.39)
Pro pfevody mezi zpétnou a doptednou diferenci Ize pouzit vztahi
A'x(kT)=V"x|(k+n)T], (3.40)
V'x(kT)= A'x[(k —n)T]. (3.41)

Zpétnd diference na rozdil od dopiedné diference je fyzikalné
realizovatelna.

e) Suma (zpétna obdélnikova metoda)
k
f(kT)= zg x(iT),  f(0)=0 (3.42)

je jinou moznou diskrétni analogii integralu. Odpovida zpétné diferenci,
a proto lze psat [viz (3.37)]

VF(kT)= x(kT),

EX(Z'T )=——X(z) (3.43)

i=0 z—1

Z tohoto piikladu vidime, ze matematické operace jako je derivace
a integral, mohou byt v diskrétni verzi realizovany rlznym zpiisobem.
Vyplyvé to z riznych numerickych metod vypoctu derivace a integralu. Dalsi
vlastnosti Z-transformace jsou piehledn¢ uvedeny v tab. 1.

Piiklad 3.4
Urcime obraz diskrétni periodické funkce
x,(kT) = x(kT)+ x[(k = m)T |+ x[(k = 2m)T]+..., (3.44)
kde mT je perioda a diskrétni ¢asova funkce x(k7) je definovéna vztahem

(kT = {x(kT) 0<k<m, (3.45)

0 k>m.
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ReSeni:
Obraz X,(z) diskrétni periodické funkce (3.44) ma tvar (vlastnosti 3, 7
v tab. 1)

X (Z): X(Z)+ X(Z)Z_m + X(Z)Z_zm +...=

p

1

-z

=X(Z)(1+Z_m +z7" +...)=X(Z)

kde X(z) = Z{x(kT)}.

x(kT)+ x[(k—m)T]+ x[(k—Zm)T]+... = X(Z) (3.46)

Byl pouzit vztah pro soucet nekonecné geometrické fady (2.35) pro
g=z".

Priklad 3.5

Na zaklad¢ piedchoziho prikladu 3.4 urCime obraz X(z) diskretni
periodické funkce x,(kT), kterd vznikne ze spojité periodicke funkce x,(¢) na
obr. 2.1 vzorkovanim s periodou 7'=0,5.

a) b)

xp(kT)A xp(kT)A
il 11\‘11,
-T 0] T 2T 3T4T kT -T O T 2T 3T4T kT

Obr. 3.4. Diskrétni periodické funkce z piikladu 3.5

Reseni:
Je ztejmé, Ze vzorkovanim s periodou 7= 0,5 spojité periodické funkce

x,(f) z obr. 2.1 dostaneme diskrétni periodickou funkci x,(k7) na obr. 3.4a

s periodou m7T =2 = m =4.V souladu s obr. 3.4a a piredchozim ptikladem

3.4 mUzZeme psat

Al +22+3)
27° ’

I Az +22+3)
-z 2z -1

X(z)z lAZ_l + Az  + EAZ_3 =
2 2

(3.47)



Z-transformace 35

Je velmi dulezité, Zze v Case ¢ = 4T jsme za hodnotu x(47) vzali
pravostrannou limitu, viz (3.8). Kdybychom vzali levostrannou limitu, pak
v souladu s obr. 3.4b plati
A4z} + 22 +22+3)

3 5
2z

X(z)=24 +%Azl + Az + % Az7 =

1 A4 + 22 +22+3)
1—z7% 2(z -1)

X, (z)=X(z) (3.48)

Vidime, ze jsme obdrzZeli odlisSny vysledek.

Na zékladé tab. 1 a 2 se snadno miizeme piresvédCit, Ze odvozené
korespondence jsou spravné. Podobné jako u L-transformace pii praktickém
pouzivani Z-transformace s vyhodou vyuzivdime slovniki (tabulek)
Z-transfomace.

3.2  Urcovani originali z obrazi

Pii zpétné Z-transformaci pouzivdme odpovidajiciho slovniku (tab. 1
a 2). Nékdy vSak musime origindl z dan¢ho obrazu urCit sami. Uvedeme
pouze nejpouzivangj$i metody:

« 10ZVO0j vV mocninnou fadu,

 rozklad na parcialni zlomky,

« metoda rezidui.

Rozvoj obrazu v mocninnou radu

7 defini¢niho vzorce pfimé Z-transformace (3.1) vyplyva, ze hodnoty
diskrétni ¢asové funkce (originalu) x(k7) jsou uréeny koeficienty u z* pfi
mocninném rozvoji obrazu X(z) podle zipornych mocnin z (viz ptiklad
3.1).

Plati tedy
X(2)= 3 x(kT)z = x(0)2° + x(T )z +x(2T)z2 +...  (3.49)
k=0

Ma-li obraz X(z) tvar raciondlni lomené funkce v kladnych nebo
zapornych mocninach komplexni proménné z, pak diskrétni potadnice x(k7)
ziskdme snadno dé€lenim C(Citatele jmenovatelem. D¢Elime pfitom nejvysSsi
mocninu nejvyssi mocninou.

Urcovani originalu rozvojem obrazu v mocninnou fadu je velmi vyhodné
pfi pouziti malé vypocetni techniky a kdyz nas zajima pouze nékolik
pocate¢nich hodnot. Jedinou nevyhodou uvedeného postupu je, ze vysledek
nema uzavieny tvar.
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Priklad 3.6

Rozkladem v mocninnou fadu ovéiime vysledky z ptikladu 3.5.
Reseni:
y , : A ..
a) U obrazu (3.47) nebudeme uvazovat konstantni koeficient By a Citatel
upravime vynasobenim, Ize pak psat:

(23 +2z7 + 32): (24 —1): z 42274327 4270 4

—z22+z"
2z*+3z4z2

—2z° 4227
3242z +2z2°

1

2

—3z+3z>
z 142272 +3773

Xp(z)zg(z_l +2z7 4327+ 27 +...)=

:lAz*1 + Az +§A273 +1A275 +...
2 2 2

x,(0)=0

x,(T)= %A
x,(2T)=4
x,(3T)= %A
x,(4T)=0
x,(5T)= %A

Vidime, Ze obdrZzeny vysledny obraz diskrétni periodické funkce (3.47)
je spravny a ze odpovida prab&hu originalu na obr. 3.4a.

b) Podobné jako v predchozim piipadé¢ nebudeme u obrazu (3.48) uvazovat
konstantni koeficient. Dostaneme

(424 +2z° 4277 +3z):(z4 —1)=4+Z_1 42224320 + 427+
—4z% + 4
22 +2z22+3z+4
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3 -1
-z +z

222 +3z+4+z
—2z* +2z7
3z+4+z 1 4+2z72

1

—3z+3z7°
4+z'+227%2+327°

Xp(Z)=§(4+Zl +2z7+3z7 +4z7° +...)=

=24 +%Az‘l + Az 2 +§AZ-3 +2Az7 + ...

S
~—~
Il
[\
AN

&
S

~
P
~

1
P ): EA
x,(2T)=4
x,(3T)= %A
x,(4T)=24

Obdrzeny vysledek odpovida obr. 3. 4b.

Rozklad na parcialni zlomky

Ma-li obraz X(z) tvar racionalni lomené funkce, pak postupem uvedenym
v podkapitole 2.2 ho rozloZime na parcialni zlomky, jejichZ originaly najdeme
ve slovniku Z-transformace. Ziskany origindl ma uzavreny tvar.

Casto je vhodny nasledujici postup. Pied rozkladem obraz vynasobime

1 : :
vyrazem — a po provedeni rozkladu obraz (tj. soucet parcidlnich zlomk)
z

zpétn¢ vynasobime z. Origindl pak dostaneme ve tvaru souctu diskrétnich
casovych exponencialnich funkci. Tento postup vyplyva z rozkladu obrazu pfi
L-transformaci, kde jednoduché parcidlni zlomky maji tvar

4 (3.50a)

s =,
a odpovidaji jim spojité originaly (korespondence 18 v tab. 2)
A e (3.50b)

Z-transformace diskrétni casové exponencialni funkce



38 Z-transformace

A e = Aal a =e'’ (3.51a)

17710 i

ma tvar (viz korespondence 18 tab. 2)

(3.51b)

ProtoZe rozklad racionalni lomené funkce X(z) dava parcialni zlomky
tvaru

X(z)

z
komplexni proménnou z a obdrzime parcialni zlomky v pozadovaném tvaru
(3.51b).

Podobné jako u L-transformace metodu rezidui si ukaZeme piimo na
prikladé¢.

proto rozklad provadime pro

a po rozkladu vysledek vyndsobime

Priklad 3. 7
Urcime original x(kT) k obrazu
z
X(z)= R (3.52)
ReSeni:
a) Rozvoj v mocninnou rfadu
Déleni citatele jmenovatelem (racionalni lomend funkce v kladnych
mocnindch):
zZ: (22 —3Z+2)= 2 43272 4727 1527 + -
—z+3-2z"
3-2z"
~3+9z7' -6z
7z 627
~7z7' 42127 14z
15272 1427

X(z)=z"+3z2+7z7 +15z7 + -+

x(0)=0
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Déleni Citatele jmenovatelem (raciondlni lomend funkce v zapornych
mocninach):

-1

z z
Xlz)= = ,
( ) z2—3z+2 1-3z1+42z72

z7 (1 —3z7'+2z7 ): 2 432724727 #1527+
—z ' 43272227
3z72-2z7°
—3z7%49z7° —627"
7z —6z7*
—7z27 42127 1427
1527 1427

Vidime, ze jsme dostali stejny vysledek. Pfi déleni Citatele jmenovatelem
je vhodné, aby koeficient pii nejvyssi mocnin€ ve jmenovateli byl roven 1.

b) Rozklad na parcialni zlomky

Nejdiive pouzijeme obyCejny rozklad na parcialni zlomky (postup viz
podkapitola 2.2):

X(Z) z z _ 2 _ 1

222—3Z+2:(Z—1)(Z—2) z—2 z-1"

x(kT) = zl{zfz}—zl{zl_l} :

Pro urceni origindlu pouZijeme slovniku Z-transformace (korespondence
9 v tab. 2):
Z_l{ 2 }:2'2/{—1:2/(
z—-2 ’

zl{ ! }:1,
z—1

x(kT)=2"-1. (3.53)
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Vysledek ma uzavieny tvar. Pro k=0, 1, 2, ... dostaneme x(0) = 0,
x(T)=1, x2T) =3, x(37) =17, x(4T) =15, ... . Obdrzeli jsme stejny vysledek
jako v ptipad¢ a, ale ve vyhodném uzavieném tvaru (3.53).

Nyni pouzijeme druhy postup. Obraz X(z) vynasobime 1 a pak teprve
z

provedeme rozklad na parcialni zlomky, t;.
X(z) 1 1 1 1

z 22 -3z+2 (Z—l)(z—2)_ z=2 z-1
Vsechno vynasobime z a dostaneme.
V4 V4
z-2 z-1
Ze slovniku Z-transformace (napi. korespondence 14 v tab. 2) obdrzime
stejny vysledek (3.53) jako v piedchozim piipadé.

¢) Metoda rezidui

X(Z)z

Pouzijeme vztah pro Z-transformaci v tfadku 22 v tab. 1 pro ryze
racionalni lomenou funkci (3.52)

x(kT):Z{( L im d“][(z—z,-)"X(z)z“]}a

i I’;-—l)!z_”ier'_
kde i=1,2; zy=1(r;=1),z,=2(r,=1):

«(T) = 1331{(2 S } ; ygz{(z _ 2)m} _

k k
=lim + lim
z—=l 7 _2 z—2 Z_l
Vidime, Ze jsme dostali vysledek v uzavieném tvaru a je stejny jako
(3.53).

=—1+2".

3.3  Dalsi reSené priklady
Podobné jako u L-transformace v ramci ndasledujicich piikladd jsou
odvozeny dalsi vztahy a diilezité korespondence u Z-transformace.

Priklad 3.8

Odvodime vztahy pro pocatecni a koncovou hodnotu originalu na
zaklad¢ jeho obrazu (vlastnost 20 a 21 v tab. 1)
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Reseni:
a) pocatecni hodnota
Z defini¢niho vzorce (3.1)
X(z) = Zx(kT)sz =x(0)+x(T)z™" +...
k=0

dostaneme piimo vztah pro poc¢atecni hodnotu

x(0)= lim X(z) (3.54)

b) koncova hodnota

Z defini¢niho vzorce (3.1), viz predchozi ptipad, pfimo dostaneme (viz
radek 18 v tab. 1)

o0

> x(kT)=1im X (z) (3.55)

k=0 z—1

a proto na zakladé¢ jiz dfive odvozené korespondence (3.30) miizeme psat
z Ax(kT) = lim[(z =1)X (z)- zx(0)].
ProtoZe plati
5 Ax(kT) = () (0),
po uprave dostaneme hledany vztah pro koncovou hodnotu (pokud existuje)

x(0) = lim|(z ~1)X (2)] (3.56)

Priklad 3.9

Odvodime obraz originalu nasoben¢ho exponencialni funkci (vlastnost 5
v tab. 1).

Reseni:

V souladu s defini¢nim vztahem (3.1) Ize psat

Z{eiakr x(kT)}: geiakr x(kT)z ™" = ix(kT)(z e’ )_k =

k=0

= Sk = X(u) = X[ze*)

e x(kT) 2 X(ze*) (3.57)
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taTl

Bylo pouzito substituce u=ze ™ .

Specialné pro c=e¢* z (3.57) dostaneme vztah pro podobnost obrazi
(vlastnost 4 v tab. 1)

Fx(kT) 2 X(E) (3.58)

c

Priklad 3.10

Odvodime obecné korespondence pro feSeni diferenc¢nich rovnic
s posunutim argumentu vpravo, resp. se zpétnymi diferencemi.

ReSeni:
a) Posunuti argumentu vpravo

Pro posunuti argumentu vpravo (zpozdéni) 1ze psat

Z{x[(k — m)T]}: ix[(k —m)T]z_k =x(-mT)z°" + x[- (m —I)T]z_1 +...

+2(0)" +2(T) = 2 e mT )2 = ()T

+ X(O)ZO + x(T)Z_l +.. .}= z " X(Z)+ ix(_ iT)z’}

x[(k—m)T]éz‘m{X(zHix(— iT)z‘} (3.59)

Pokud budeme uvazovat pouze origindly, tj. x(k7) = 0 pro k <O,
dostaneme (viz vlastnost 7 v tab. 1)

x[(k — m)T] = Z_mX(Z) (3.60)

b) Zpétné diference

Vyuzijeme defini¢niho vzorce pro zpétné diference (3.38) a vztahu
(3.59):
Vx(kT)= x(kT)—-x[(k -1)T],
z—1

Z{Vx(kT)} = X(2)-z ' [X (2)+ x(- T)z] = =— X (2) - x(~T);

z

V2x(kT)=Vx(kT)- Vx|(k - 1)T|= x(kT) - 2x[(k - 1)T |+ x[(k - 2)T],
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Z{V2x(kT)}= X(z)- 222—1 [X(2)+ x(=T)z]+ 22| X (2) + x(= T)z + x(~ 27)2% |=
_ (Z;lj X(e)-Val- 1) (- )
V2ix(kT)-Vix|(k-1)T]=

x(kT)=3x[(k = 1)T' ]+ 3x[(k — 2)T]— x[(k - 3)T],

Z{V3x(kT)}: X(z)— 3z7" [X(Z)+ x(— T)Z]+ 3z [X(z)+ x(— T)Z + x(— 2T)Z2 J+
~-z7 lX(z)+ x(- T)Z + x(— 2T)Z2 +x(- 3T)Z3 J =

- (2_1)3X(z)—V2x(—T)— Z_IVx(—T)—(Z_ITX(—T)-

z z

V> x(kT)

V téchto vztazich je vidét uz urCitou zikonitost, a protoZe plati
V°x(=T)=x(-T), mizeme psat

V'x(kT)= (Z_ljnx(z)— "_;(Z;l)n_i_lvfx(— T) (3.61)

z =

Pokud budeme uvazovat pouze origindly, tj. x(k7) =0 pro k<0 =
Vx(kT) = 0 pro k < 0, dostaneme (viz vlastnost 10 pro zpétné diference
v tab. 1)

V' x(kT )2 (Z - ljnx(z) (3.62)

z

Priklad 3.11

Urcime obraz konvoluce (konvolutorniho soucinu, konvolutorni sumy)
k
xl(kT)*xz(kT) = _Z_(:)xl [(k_i)T]xz(iT)'

ResSeni:

Pro konvoluci Ize psit
Z{z [k =), (iT)} _ z{z sl =), (Z-T)} _

(Horni mez mohla byt zastoupena o, protoze x,[(k—i)I] =0 pro i>k.)

0

- S Sl () = S ST -

k=0 Li=0 =

X (z )z_i
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le —i)T ], (iT)= sz Tha(iT)2 Xi(2)X2(2) = X, (2)X1(2) |(3.63)

Ukazali jsme si rovnéz, Ze konvoluce je komutativni
x, (KT )% x, (kT ) = le [(k = i)T e, (iT) =
= sz[(k—i)T]xl(iT):xz(kT)* x,(kT).

(3.64)
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4 ZAVER
V ucebnim textu jsou uvedeny a vysvétleny dilezité pojmy, vlastnosti
a korespondence L- a Z-transformace vcetn¢ piehlednych slovnik.

Zakladni vlastnosti a korespondence jsou odvozeny formou fteSenych
ptiklada, které rovnéz vhodné ilustruji pouziti obou transformaci.

Ucebni text L- a Z-transformace je urcen pro posluchace technickych
vysokych Skol inzenyrského 1 bakalafského studia, kteti pifi feSeni
nejrazngjSich problémi vyuzivaji L- nebo Z-transformaci.

Pro dikladnéjs$i studium je moZno pouzit uvedenou literaturu.
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DEFINICNi VZTAHY A ZAKLADNI VLASTNOSTI

Tab. 1

L-transformace

Z-transformace

Defini¢ni vzorce

| X(s) = L{x(0)} = [ x(0)e™ds

X(z)=2Z{x(kT)} =D x(kT)z""

k=0

c+ joo

) =L X )= [X()e"ds - 1
; e W(kT) =27 (X (2)} = —— § X (2)4" dz
1 o 2mj°
= ¢ X(s)e"ds
2mye
r — polomér kruznice, uvniti které lezi vSechny singularni body obrazu
Linearita
3 L{alxl(t)i ClzXz(t)}: Clle(S)i ClzXz (S) Z{alxl(kT)i CZQXQ(kT)} = Clle (Z)i azXQ(Z)

Podobnost obrazu

2{a* x(kT)} = X(

ij, a#(
a




Tab.

1

L-transformace

Z-transformace

Nasobeni exponencialni funkci v ¢asové oblasti

L{x(t)em}: X(s+a)

Z{x(kT)e“kT}: X(z ei“T)

Konvoluce v ¢asové oblasti

Posunuti v ¢asové oblasti vpravo (zpozdéni)

Lix(t—a)}=¢ X(s), a=0
Specialné proa =mT, m=>0

L{x(t—mT)}=¢"" X(s)

Z{x[(k — m)T]} = z_’”X(Z), m=>0

Tabulky L- a Z-transformace
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Tab. 1

L-transformace

Z-transformace

Posunuti v ¢asové oblasti vlevo (ptedstih)

Ll +a)) = {X(S)— ]l.x(t)e”dt} >0

0

8 Specialné proa =mT, m=0

Lix(t+mT)} = ™ {X(S)— njfx(t)e“dt}

m—1

z{x[(km)f]}zzm[x(z)_

m20

x(iT)z’}

i=0

Derivace — diference v ¢asoveé oblasti

Derivace 1. fadu

’ L{dx_(f)}=sx(s)_x(o)

dt

Doptedna diference 1. fadu
Z{A(kT)} = (z —1)X (z)— zx(0)
Zpétna diference 1. fadu

Z{Vx(kT)} = Z—_l)((z)

z




Tab. 1

L-transformace

Z-transformace

Derivace n-tého fadu

Doptedna diference n-tého fadu

n— 1

{ (kT)} —z 1A

l:0

10 n n . i-1
L{d?xn(t)} =s"X (S) — ;SH d d;—(10) Zpétna diference n-tého fadu
z-1Y
2{v"x(kT)} = ( j X(z)
z
Integral — suma v ¢asové oblasti
Suma (doptedna obdélnikova metoda) — odpovida
doptedné diferenci
k=1 1
z{z x(iT)} _ !y
L 1 i=0 z—-1
11 L{jx(r)dr} =~ X(s)
S
0

Suma (zpétnd obdélnikova metoda) — odpovida
zpétné diferenci

Z{izk(;x(iT)} - ()
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Tab. 1

L-transformace

Z-transformace

Derivace v oblasti komplexni proménné

2 L{tx(t)} = - dX(s) Z{kTx(kT)} = -Tz dX(z)

ds dz

Operace podle nezavislého parametru
13 L{x(¢,a)} = X(s,a) Z{x(kT,a)} = X(z,a)
14 L{lim x(¢,a)} = lim X(s,a) Z{lim x(kT,a)} = lim X(z,a)
15 L{dc(t,a)} _ K(s,a) Z{dc(kT,a)} _ X(z,a)
a ) a a | a

16 L{Tx(t,a)da} = TX(S,a)da Z{Tx(kT,a)da} = TX(Z,a)da

al al

al al




Tab.

L-transformace

Z-transformace

Obraz periodické funkce

L)+ x(t - a)+ 2l - 2a)+ .} = X(s)- L
—¢
a —perioda, a>0 Z{x(kT)+ x[(k — m)T |+ x[(k —2m)T]+...} =
7 Specialné pro a =mT, m>0 _ X(Z) 1 _
Li{x(¢t)+ x(t —=mT)+ x(t - 2mT)+...} = 1=z
| mT - perioda, m >0
= (S)l . —mTs
Hodnota integralu — sumy v ¢asové oblasti (pokud existuje)
18 Ix(t)dt = lingX(s) ix kT)= hnllX (z)
0 s—> 0 z—>
T L dX(s) N . dX(2)
19 IfX(f)dt = _lsl—I};)lT ZkTX(kT) = —TIZIE)I}Z dZ

0
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Tab. 1

L-transformace

Z-transformace

Pocatecni hodnota v ¢asové oblasti (pokud existuje)

20 x(0)= lim x(¢) = limsX (s)

t—04 S—>00

x(0)=1limx(kT)= limZ—_lX(z) =lim X(z)

k—0 z—0  Z Z—>0

Koncova hodnota v ¢asové oblasti (pokud existuje)

21 x(o0) = limx(¢) = limsX (s) ke >z

t— s—0

z—1

x(0) = lim x(kT') = lim

= lim(z — I)X (Z)

z—1

Zpétna transformace pomoci rezidui

x(kT)= ers[X(z)zk‘l] _

22 s {( | 1 im drz': [(S s ) X(s)e” ]} = {(n 1_1). lim d’:: (=) x(2) ]}

1

r; — nasobnost i-t€ho polu obrazu

n= Zn- — stupeit mnohoclenu ve jmenovateli obrazu




ZAKLADNI SLOVNIK

Tab. 2
L-transformace Z-transformace
Original x(¢) Obraz X(s) Original x(kT) Obraz X(z)
1 o (t) S
2 5(¢) 1 S(kT) 1
3 S(t —mT) o Sl - m)T] L
z
1
4 n(t) 1 n(kT) "
S 7 —
R 1
5 n(t—mT) —e " 7|(k —m)T] i
S (z—1)z
6 t ! kT &
S_2 (z — 1)2
1, 1 1 ) T* Z(Z + 1)
7 —t — —(kT —
2 s’ (kT) 2 (z-1)
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Tab. 2
L-transformace Z-transformace
Original x(¢) Obraz X(s) Original x(kT) Obraz X(z)
T° z(z* + 4z +1
8 Ip i4 l(/\TT ) &z 5 )
6 s 6 6 (z-1)
. (Fa)"", a#0, k>1 ]
0 pro k<l zta
" (k—DFa)"; k=2, 1
0 pro k<2, a=+#0 (z+a)
1 k3
" 5(k—1)(k—2)(+a) ; k>3, 1
RY
0 pro k<3, a=#0 z_a)
k-1
{ J@ a)"; k>n, 1
12 n—1 -
(Z + a)
0 pro k<n, a#0
Fat 1 FakT Z
13 b* ., b>0 — b, b>0 ol
stalnb z—p*




Tab.2

L-transformace Z-transformace
Original x(¢) Obraz X(s) Original x(kT) Obraz X(2)
z
14 (Fa), a#0
zta
s k(Fa)"", a#0, k>1 z
0 pro k<l (z + az)2
1 k-2
—k(k—1)(Fa)""; k=2, z
0 pro k<2, a=#0 Z=d
k —_— k—n+1
(Fa) ; k>n—1 z
17 n—1 n
(z + a)
0 pro k<n—-1, a#0
. 1 . z FaT
18 e+at e+akT , c=e¢e
sta z—C
19 ¢ Fat 1 kT —akT clz Cc= e—aT
© (Siraz)2 © (z—c)z’
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Tab.2
L-transformace Z-transformace
Original x(¢) Obraz X(s) Original x(kT) Obraz X(z)
_ 1 1 s _ T? cz(z +c) aT
20 - 2 _Fat - kT akT , — a
2t © (s+a) 2( ye 2 (z-¢) °T°
| | | T’ cz(zz+4cz+cz)
71 23 Fat ~(kT 3 —akT 6 A
6t Cc (Sia)4 6(k ) c _aT(Z C)
c=¢C
1 n—-1 _Fat 1
22 t
(n—1)! (sta)
—at a —akT (1 B C)Z — -aT
> I-e s(s+a) 1-e C-1z—c) <€
| | 1z (1-c)z
—at a —akT 2
“Nar—(1 = - _1_ _ 1Nz -
24 . at (1 e )] (s +a) » akT (1 e )] (z 1_)aT a(z-1)z -c)
cC=¢




Tab. 2

L-transformace

Z-transformace

Original x(¢) Obraz X(s) Original x(kT) Obraz X(2)
. z? — c(l + aT)z
— —at _ —akT PAY
25 (1 at)e (S + a)z (1 akT)e (Z C)
c=e
5 z z calz
6| 1-(l+ar)e™ - 1— (14 akT)e™ " z-1 z-c (z-c)
S(S + a) T
c=¢
(c—d)z
27 e—al _ e—bt ( b ;(Cl b) e—akT _ e—ka Z — C)(Z — d)
s+a)s+ c=e_aT, J el
(b—a) (b—a)z* —(bc—ad)z
28 —ae “+he™ o —ae M +pe™ (z-c)z—d)
(S + a)(S + b) ,
c=e T, d=e™
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Tab. 2

L-transformace

Z-transformace

Original x(¢) Obraz X(s) Original x(kT) Obraz X(z)
z N bz B
z—1 (a-b)z-c)
be—at_ ae—bt ab be—akT_ ae bkT
29 1+ ( n )( +b) 1+ B az
a—b s(s +a)(s a—b (a—bYz—d)
c=e¢“", d= e T
, 10 , zsin wT
30 sin wt 5 sin wkT >
s t+w z°—=2zcoswl +1
2
31 cos wt _ S . cos kT 22 zcoswT
s +w z°—=2zcoswl +1
) 10, ) zsinh oT
32 sinh wt > 5 sinh wkT >
)] z° —=2zcoshwT +1
2
S — zcosh wT
33 cosh wt > 5 cosh wkT 22 z
s —w z- —2zcoshwT +1




Tab.

2

L-transformace

Z-transformace

Original x(¢) Obraz X(s) Original x(kT) Obraz X(2)
o czsin ol
34 e “ sin wt (s N a)z AP e " sin wkT z? —=2czcoswT + ¢?
c = e—aT
z? —czcos@T
—at sta —akT 2 2
35 e “ coswrt (s+a)2 AP e coswkT z°=2czcoswT +c
c = e—aT
Z(AZ + B)
(Z —1)(22 —2czcos T +c? )
1-e™“(cos ot + ., 1—e " (cos wkT +
36 a a +o a A=1-ccosaT —Lcsinwl
+ —sin a)tj s[(s +a)’ + @] + —sin a)ij @
(0] w 5 a .
B=c"+—csmwl —ccoswT

(4

c=¢
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SLOVNIK L-TRANSFORMACE VHODNY PRO TEORII AUTOMATICKEHO RIZENi

Tab. 3
Obraz X(s) Original x(¢)
1 i 50
: ; 5()
3 1
s n(t)
S
) 1 tn—l
Ik - 1929
5 1
TiSS+1 051[5(1‘)—0:1 C_alt], o _E
6 ! —ant 1
o, € , o =—
Tis+1 I
7 1 :
1 —a1t, —
S(TlS + 1) c Q) T




Tab. 3
Obraz X(s) Original x(¢)
1 | - 1
] — —le™ ™ -1)+t, a=—
Sz(TiS +1) a ( ) : T
1 1
9 bls—+ 1+(0{1b1 —l)e_“”, o =—
s(Tis +1) T;
blS +1 _ 1 1
TN Ci\l—e™)+t, Ci=b—-——, a=—
10 Sz(j_is +1) 1( ) 1 1 a 1 7,,1
o 2 —ait 1
11 — ail—-ait)e™, a =—
(TiS +1)2 1 ( 1 ) 1 ]_,1
1 ) 1
12 — aite™, o =—
(T;s +1) 1 s
1 1
13 — 1-(I+ait)e™, a=—
S(T1S+1)2 ( 1 ) 1 1
14 1 [——+| —+tle™, « e
SZ(TiS +1)2 (04] (04 ’ 1 Tl
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Tab. 3
Obraz X(s) Original x(7)
bys +1 1
15 (Ti;S+ 1)2 0512 [bl +(l—a1b1 )t]e_a”, o) = Fl
bis+1 Y 1
; s 17 -lrat-an e, o=k
bus 1 t+C —(C, —Cyt)e™
1
! Sz(]-is'i'l)2 Clzbl—i, szl—albl, alzi
a 1
18 - n=23 ar . (n-1-ayt)e™, « _ 1L
(Tis+1)" ' (n-1) SR
1 " |
, Nn= 1929 ! - , -
v (Tis+1)' Py R
| nl g
20 -, n=12, l1-e™™ ) a t—, a = 1
s(Tis +1) par el | I




Tab.

Obraz X(s) Original x(7)
1 n =1 ¢ 1
21 5 n:1,2,.. l‘__+e_alt al_l n_l —, o = —
s*(Tis+1)" a, ZO: i )i! T
1 1
Cie™-Cre™, ay=—, ar=—
s T T,
22 , L1 #T5
(Tis +1)Tos +1) 1 1
C = C=—
L(-T,) o(T - T)
1 1 1 1
23 , T =T Cle®—e ) ¢ = A =—, ay=—
(Ts+ ) s+1y 7 { b L-n, T
-t -t 1 1
1+Cie™-Che™, ay=—, ar=—
1 I T,
24 , L1 #T;
s(Tis +1)Tos +1) c_ h o _ D
" n-T T L-T
1 f—C() —I—Cle_a”—Cze_azt, C() ZTi +T2
25 , L #T, 2 2
s*(Tis +1)Tos +1) =1 oL 1,1
Ti —T2 Ti _T2 Ti TZ
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Tab. 3
Obraz X(s) Original x(7)
1 1
Cie™-Cre™, an=—, or=—
blS +1 Ti T2
26 , h#1
(Tis +1)Tys +1) c_ Gi=b . _ T-b
| = i v S
L(T - 1) (T -T:)
—ait —ant 1 1
1+Cie™+Ce™, ar=—, ay=—
7 blS +1 T 2T Tl T2
S(TlS'l‘l)(TzS'Fl), 1 ? C _bl—Tl C _Tz—bl
' n-1 T L-T
bS+1 f+C0 +Cle_“”+Cze_a2t, C() Z—E—Tz +b1
|
28 , L1 =T _ _
Sz(TiS‘Fl)(TzS‘Fl) 1 ? Clzw, szw, CZl:TL, Q'QZTL
2 — 1y 2 — 1y I 2
S L . 7" 1
2 —————, n=2,3,...,T,—riazné > Cie™, Ci=— =
[[(@s+1) = [1@-7) l
i=1 k=1,k+i




Tab. 3
Obraz X(s) Original x(¢)
n ‘n—2
. ! , n=2,3,..., T, —rizné Cie™, C; = nT’ , al.zl
30 (s +1) 117 -1) d
i=1 k=1,k=i
n .n—l
- ! , n=2,3,..., T,—ruzné I—ZCie‘“”, C; = nT’ , ai:i
31 s[[(Ts +1) = [1-1) T
i=1 k=1,k=i
< ot 1
t_C()‘f‘ZCie ", 0(,2;
L a-23,.., T, riems - ’
32 S2 (T;S+1) C _ T;-n CO _ n T
i=1 ﬁ(ﬂ _ Tk ) i=l
k=1,k+#i
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Tab. 3
Obraz X(s) Original x(7)
. 1
~Cie”sin(wt—¢), Ci=—7p, y= s
g COT() T()
33 22 , 06y <1 1 m—(—= 0]
Ty s +2§0T0S+1 w=— 1_502, w:arctg_
T() V4
C e sinat, C, = 12, 7/=é
1 a)T() TO
34 72 R 0< f() <1 1
T()S +2§0TOS+]. o =— 1_502
T
s 1 &o
1-C,e ™ sin(at + @), C,=—o, =50
! ( ?) ! ol 4 T

1
35 , 0<& <1
S(T02S2 +2§0TOS+1) 50

wzi 1-&;, qozarctgg
Ty /4




Tab. 3

Obraz X(s) Original x(¢)
| t—Co+Cie™” sin(a)t+ 2(0), Co =2&0T,
36 ) 0< <1 1 1
Sz(Tozs2 +2§0TOS+1) o C,=—, 7,=é, w=—1-&, (p:arctgg
w T() To 4
Ci e sin(wt+9), C = 1 JA=2by )T + B}
bis +1 < C()T03
37 Tys? +2&Tos +17 O=co<l &o 1 b,
0 odo y = a):—\/q, @ = arctg
TO T() l_j/bl
1+C e sin(wt —¢), C = 1 . JU=2b7)T8 + bt
18 b]S +1 0< 5 <1 C()TO
2.2 > =0 2
S(ToS +2cfoToS+1) 7/25_0, a):i /71_502, o = arctg Ty :
T Ty b, —7T0

b,, b, —realné konstanty, 7> 0, i=0,1,...

Tabulky L- a Z-transformace

71









Cislo skladové:

2180 300

Uréeno pro 2.a 3. rocnik Bc. FS
posluchace: 1.a 2. roCnik Mg. FS
Autofi: prof. Ing. MiluSe ViteCkova, CSc.

Katedra, institut:

automatizacni techniky a 352
fizeni

Nazev:

Slovniky L- a Z-transformace
s feSenymi priklady

Misto, rok, vydani:

Ostrava, 2010, dotisk 1. vydani

Pocet stran:

76

Vydala: VSB — TECHNICKA UNIVERZITA
OSTRAVA, 17. listopadu 15/2172,
708 33 Ostrava-Poruba

Tisk: BEPRONIS S.r.o.
Ceskobtatrska 20, 702 00 Ostrava

Naklad: 200 ks

Tématicka skupina: |17

Prodejné

ISBN 978-80-248-0851-2




