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4 Uvod

UvVOD

Skripta ,,Optimalni systémy fizeni* jsou urCena pro posluchace 5. ro¢niku
oboru ,, Automatické fizeni a inZenyrskd informatika® na Fakulté strojni pro
pfedmét ,,Optimalizace systémi®, ale jejich pojeti umoznuje je vyuzit i na
ostatnich fakultach VSB-TU Ostrava.

Metody dynamické optimalizace dovoluji dosdhnout vysoké kvality fizeni
pifi minimalnich narocich na zdroje. Rovnéz soucasny stav vypocetni
a automatizani techniky umoziiuje vyuzit nejnovéjSich vysledki teorie
automatického tizeni a dynamické optimalizace jak ve stadiu navrhu, tak 1 pii
praktické realizaci modernich systému fizeni. Proto dynamické optimalizaci je

N A4

optimalizace.

Cilem skript je dat posluchaciim zékladni matematicky néstroj, ktery jim
umozni na jedné stran¢ proniknout do obtizného studia teorie dynamicke
optimalizace a na druhé strané¢ hloubéji studovat problematiku optimalniho
fizeni ve specialnich monografiich.

Pii studiu se predpoklada znalost statické optimalizace v rozsahu skript
,leorie fizeni. Staticka optimalizace* (Kusyn, ViteCek & Smutny 1986, 1988).
Ve skriptech jsou odvozeny vSechny dullezité vztahy potiebné pro fteSeni
jednodussich tloh dynamické optimalizace. Podrobné teSené piiklady ilustruji
pouziti uvadéné teorie, ptipadné ji vhodné dopliuji.
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SEZNAM ZAKLADNIHO ZNACENI

a, a - konstanty
A - stavova matice systému
b, b - konstanty
B - stavova matice fizeni
C,Ci, Cj - konstanty
C - vystupni matice systému
df - definitnost
D - vystupni matice fizeni, agregacni matice
D, - zékladni agrega¢ni matice
e - vektor regulacni odchylky
- obecné nelineédrni funkce
fo - integrand v uc¢elovém funkcionalu
f - vektorova obecné nelinearni funkce, prava strana stavoveé rovnice
F - funkce koncovych parametrii
g - funkce omezeni
G - pfenos
G - matice ve stavové rovnici u nelinearnich dynamickych systémi
h - vektorova obecné nelinearni funkce, prava strana vystupni rovnice
H - Hamiltonova funkce
I - jednotkova matice
J - ucelovy funkcional
Kp - zesileni regulatoru
- symetrick4 matice v Bellmanové funkci
L - Lagrangeova funkce
m - dimenze vektoru vystupnich proménnych, dimenze vektoru fidicich
proménnych (u metody agregace), dimenze vektoru sdruzenych
proménnych, konstanta
My - omezeni zrychleni
my - omezeni rychlosti

n - dimenze vektoru stavovych proménnych, fdd dynamického systému
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d, di

Q! QO

dil¢i rad
Lagrangeiiv soucinitel

vektor sdruzenych proménnych (kovektor stavu), vektor
Lagrangeovych souciniteli

dimenze vektoru fidicich proménnych (obecné), konstanta

vektor vahovych koeficientli, vektorova funkce V ucelovém
funkciondlu u reléového tizeni

symetrickd matice v ucelovém funkcionélu
konstanty

vektor pivodnich (vychozich) stavovych proménnych
symetrické matice v icelovém funkcionalu
konstanta, komplexni proménna v L-transformaci
vektor agregovanych proménnych
symetrickd matice v ucelovém funkcionalu
cas

koncovy casovy okamZik (koncovy cas)
pocatecni ¢asovy okamzik (pocatecni Cas)
symbol transpozice, ¢asova konstanta
kladn¢ vahy, ¢asoveé konstanty

diagonalni matice Casovych konstant
derivacni Casova konstanta

vektor fidicich proménnych (fizeni)

vektor klouzavého fizeni

vektor fizeni s nasycenim

vektor fizeni s vysokym zesilenim

vektor poruchovych veli¢in (poruchy)
Bellmanova funkce

vektor zadanych veli¢in

vektor stavovych proménnych (stav)
koncovy stav (konec)

pocateni stav (pocatek)

rovnovazny stav
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dim
det
diag
konst
max
min
sign
rank
sat

vektor pozadovanych stavovych proménnych (poZzadovany stav)
vektor vystupnich proménnych (vystup)
(teCka) totalni derivace podle Casu
(hvézdicka) optimalni

dimenze vektoru nebo typ matice
determinant

diagonalni

konstantni

maximalni, maximum

minimalni, minimum

znaménkova funkce signum

hodnost

funkce nasyceni
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1 UVOD DO OPTIMALIZACE

Uvedeme si zdkladni pojmy z matematiky a teorie optimalizace, které
budeme v dalSich kapitolach pouZivat (Athans & Falb 1966; Intriligator 1971;
Noskievi¢ 1999; Svarc 1986; Vitecek 1992; Zitek, Hofreiter & Hlava 1999).

1.1 Zakladni pojmy a definice

Euklidovsky n-rozmérny prostor (prostor dimenze n)
R"=RxRx...xR (1.1)

je mnozinou viech uspotadanych n-tic redlnych &isel x = (x;,x5,...,x, ) zvanych
body, které ztotoznujeme s vektory (obr. 1.1)

X1

X = x:z =[x1,x2,...,xn]T, (1.2)

Xn

kde T je symbol transpozice.

Viechny vektory budeme povaZovat za sloupcové. V prostoru R" je
definovana euklidovska metrika (vzdalenost)

ey — x| :\/Zn:(x% _xli)z ’ (1.3)

i=1

viz obr. 1.1.

X2 A n=2
\Xz - Xl\ :\Xl - Xz\
b3y S
X2 | X1
X290 &-----< |
X)L x|
. iy
X21 X11 X

Obr. 1.1. Geometricka interpretace euklidovské metriky
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Skalarni soucin vektorl X; a Xz je definovan
T T )
X| Xy =X X = leile- : (1.4)
i=1
Prvni parcialni derivaci skaldrni funkce
S(x)=1(x.27,.0x,) (1.5)

budeme zapisovat ve tvaru

orlx)

ox,,

kde grad je gradient, v - Hamiltonitv operdtor nabla.

Druhé parcialni derivace skalarni funkce (1.5) vytvaii matici

2f(x) f(x)  f(x)]

8x12 0x10x> Ox0x,,
2 2 2
2 f(x o f(x) o°f(x) . o°f(x)
) v ()t Gopy, a2 e |

o’flx) 2*f(x) . *f(x)
8xn8x1 8)(?”8)62 axrzl

kde H je Hessova matice. Jeji determinant se nazyva hessidn.

Totalni (exaktni) prvni derivaci skalarni funkce fTx(¢),¢] podle parametru
t (v naSem ptipadé ¢asu) budeme oznacovat teckou a plati pro ni

T T
de;r,t): f(x’t):[éf((;,t)} %+afg,t) :[af((;z,z)} PRCACN) (L.8)

ot
Prvni parcialni derivace vektorové funkce

N T [ Alx,.x,)

f(x): f2(x) _ fZ(xlax?a"'vxn) (19)

fm(x) _fm(xl’xb""xn)
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je dana matici

() ) )] [amx)T

5x(1 ) 8x(2 ) 5x(n ) 0x
gx) dfhlx)  dhix ofy (x)]"
Gfaix): Oox| Ox5 ox, |~ { 2x } (1.10)

Ip) W) () T
ox; Ox5 W [@’m_(x)}

Uvazujme za nezavisly parametr t spojity Cas, pak Casova vektorova
funkce x(t) pro re(tg.ty) VrozSiFeném prostoru R" x(ty,ty) vytvori

rozSifenou trajektorii {x(t)}, popiipadé v prostoru R”" trajektorii {x} (obr.
1.2). Trajektorie je tedy Casovy prubéh funkce na daném cCasovém intervalu.
Zobrazeni {J(x)} pribchu (trajektorii) funkce {x} na realnou osu se nazyva

Sfunkcional (obr. 1.3b), na rozdil od funkce f(x), coZ je zobrazeni bodi X na

realnou osu (obr. 1.3a).

/ __>S(t_q7 5 {x}
X(t)}

X1 (to)
, < {a ()}
_____________ Xl(tN )

Obr. 1.2. Geometricka interpretace trajektorie
Otevienou mnozinu
O(x;)={x:0<|x— x| < 5} (1.11)
pro libovolné malé kladné ¢islo o nazyvame okolim bodu X;.

Otevienou mnozinu pro ¢ €(tq,ty )

o’ (%)= {{x(t)}: 0< ‘{x(t) — X (t)}{ < 5} (1.12)
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nazyvame okolim nultého iradu trajektorie {x;} a otevienou mnozinu

0 (xy) = {x(t)}: 0 < [foe(t) — x, (1)} < 5.0 < {51~ 5, ()} < 5) (1.13)

okolim prvniho iadu trajektorie {x;} (obr. 1.4).

) fE)a p=p ) 3034 n=2
f(x0) Tk
f(x2) IH{xa}
/ l % {Xl}é %
2 {x2}
X1 X1 X1

Obr. 1.3. Geometricka interpretace: funkce — (a), funkcionalu — (b)
x(t)4 n=1 {x13}

S O
I

Obr. 1.4. Geometrickd interpretace okoli prvniho fadu trajektorie {x;}

Je ztejmé, Ze okoli vymezuje mnozinu bodi, poptipad¢ trajektorii
blizkych ve smyslu definované vzdalenosti (obr. 1.5).

Podobnym zpiisobem lze definovat i okoli vysSiho fadu.
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Funkce f(x) ma vbodé X  lokdlni (relativni) minimum, kdyz existuje
takové okoli bodu X", pro které plati

7)< £(x) pro xeolx’) . (1.14)
Je-li nerovnost (1.14) splnéna pro body x # x

xeolx’) (1.15)
jako ostra, tj.

)< (), (1.16)

pak jde o ostré lokdlni minimum.

a) x4 n=1 {x} {3

0 tO' I tN T
b)
x4 n=1 {3 {3
0 tO i - tN T

Obr. 1.5. Trajektorie {x} blizka k trajektorii {x;} ve smyslu vzdalenosti:
nultého fadu — (a), prvniho fadu — (b)
Plati-li neostrd nerovnost (1.14), popfipadé ostra nerovnost (1.16)
nejenom pro okoli bodu X", ale pro vSechny piipustné body X, pak funkce f(x)

ma v bod& X* globdlni (absolutni), poptipadé ostré globdlni minimum. Ostré
globalni minimum je vzdy jednoznacné. Je ziejmé, ze kazdé globalni minimum
je zaroven lokdlnim minimem.

Zaménime-li ve vztazich (1.14) a (1.16) znaky nerovnosti na opacné,

dostaneme vztahy definujici odpovidajici druh maxima (obr. 1.6). Spole¢ny
nazev pro minimum a maximum je extrém. Body X*, ve kterych funkce f(x)

ma extrém, tj. nabyvd minimalni nebo maximalni hodnoty, se nazyvaji
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extremdlni body. Ve vnitinich extremalnich bodech X” ma funkce f(x) vnitini
(volny, nevazany, nepodminény) extrém a V hranicnich extremalnich bodech
hraniéni (vazany, podminény) extrém.

n=1 VNIT RNI OSTRE
HR ANl ENi OSTRE GLOBALNI MAXIMUM
LOKALNI MAXIMUM

f(x) A

INFLEXNI BOD —
EXTREM NEVYSTUPUJE

VNIT RNI NEOSTRE
LOKALNI MINIMUM HRANI CNI OSTRE

GLOBALNI MINIMUM

a b X

Obr. 1. 6. Geometricka interpretace riiznych druhil extrémi funkce

Ulohu minimalizace funkce f (x) na néjaké zadané¢ mnoZziné ptipustnych
feSeni zapisujeme v nékterém z tvarti:

£(x)— min, (1.17a)
S =min f(x), (1.17b)
x = argmin f(x). (1.17¢)

W v * L4 14 14 * . 4 14 W 14 * *
Vétsinou jde o tlohu na globalni minimum a souéasné uréeni X a f = f(x ).

Ulohu minimalizace (1.17) funkce f(x) miZeme snadno pievést na
ulohu maximalizace funkce — f(x) a naopak, protoze plati (obr. 1.7)

— f(x)— max, (1.18a)
— /" =max[- f(x)], (1.18b)
x =arg max[— f(x)]. (1.18c)

Funkce f(x) vyjadiuje kritérium optimality, a proto se nazyva
kriteridlni nebo ucelova funkce.

Razné druhy extrémi 1ze definovat i pro funkciondly. Funkcional J{x}

ma na trajektorii {X '} silné, resp. slabé lokdlni minimum, kdyZ existuje takové
okoli nultého, resp. prvniho fadu trajektorie {X"}, pro které plati:



14 1 Uvod do optimalizace

silné lokalni minimum J{x }<J{x} pro {x}e0%{x"}, (1.19)
slabé lokalni minimum J{x }<J{x} pro {x}eO'{x'}. (1.20)

Bude-li nerovnost (1.19), resp. (1.20) splnéna pro trajektorie rozdilné od
{x"}, ale z piislusného okoli jako ostra, tj.

J{x < Jix}, (1.21)

pak jde o ostré silné, resp. ostré slabé lokdalni minimum.

Obr. 1.7. Pfevedeni ulohy: minimalizace na maximalizaci — (a), maximalizace
na minimalizaci — (b)

Je zteymé, Ze kazdé silné lokalni minimum je soucasné slabym lokalnim
minimem.

Plati-li neostré nerovnosti (1.19) a (1.20), resp. ostra nerovnost (1.21)
nejenom pro okoli trajektorie {X'}, ale pro vSechny piipustné trajektorie {x},
pak funkcional J{Xx} ma na trajektorii {X'} globdlni, resp. ostré globdlni
minimum. Ostré globalni minimum je jednoznac¢né. Kazdé globalni minimum je
soucasn¢ lokalnim minimem.

Zaménime-li ve vztazich (1.19) — (1.21) znaky nerovnosti na opacné, pak
vSechny uvahy se tykaji odpovidajicich druhii maxim.

Ulohu minimalizace funkcionalu J{x} na n&jaké zadané mnoZzin&
ptipustnych feSeni zapisujeme, podobné jako tlohu minimalizace funkce [viz
(1.17)], v n¢kterém z tvari:

J(x)— min, (1.22a)

*®

J = r?ll}l J{x}, (1.22b)
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x = argmin J{x} (1.22¢)
X

a jde vétsinou o soucasné uréeni {X'} a J* = J{x"}. Rovnéz tilohu minimalizace

(1.22) funkcionalu J{X} mutzeme pievést na tlohu maximalizace funkcionalu

—J{x} a naopak, protoze plati

—J(x)— max, (1.23a)
~J" =max[-J{x}], (1.23b)
x =arg rr{la}x [-J{x}]. (1.23c)

Protoze funkcional J{X} vyjadiuje také kritérium optimality, proto se
nazyva kriterialni nebo ucelovy funkciondl.

Pii urCovani extrémt funkci f(x) nebo funkciondlt J{X}, tj. pfi feSeni
optimalizacnich uloh, budeme pouZivat tii druhy podminek, které l1ze pomoci
logickych symboli: = - implikace, << - ekvivalence a non - negace, zapsat
vV nékterém z tvart:

a)  Nutné podminky (NP) existence extrému (E)

(E = NP) < (non NP = non E). (1.24)
b)  Postacujici podminky (PP) existence extrému (E)

(PP = E) < (non E = non PP). (1.25)
C)  Nutné a postacujici podminky (NPP) existence extrému (E)

(NPP < E) < (non NPP <non E). (1.26)

Nutné a postacujici podminky (NPP) maji ve vétSiné prakticky uzite¢nych
feSeni vlastni optimaliza¢ni ulohy. Postacujici podminky (PP) byvaji zase velmi
prisné, takze nepostihuji vétSinu takovych prakticky dulezitych piipadd, kdy
dany extrém vystupuje, ale postacujici podminky splnény nejsou. Proto pro
technickou praxi nejvétsi vyznam maji nutné podminky (NP), které se vyuzivaji
ve tvaru

E = NP, (1.27)

tzn.: ,, Vyplyva-li z vlastni nebo fyzikdlni podstaty optimalizaéni ulohy, Ze
existuje extrém pozadovaného druhu a zdaroven nutnym podminkam vyhovuje
jediné reSeni, pak toto FeSeni je jednoznacné a optimalni.

Je rovnéz ziejmé, Ze nutné podminky pro slaby lokalni extrém jsou
soucasné nutnymi podminkami pro silny lokalni 1 ostry globalni extrém.
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Pfi urCovani extréml funkci obvykle hovoiime o statické optimalizaci
nebo o matematickém programovdani a pii urCovani extrémi funkcionall
0 dynamické optimalizaci, protoze v téchto optimaliza¢nich ulohach jako
zékladni nezavisle proménnd nejcastéji vystupuje Cas.

1.2 Spojity dynamicky systém

Matematicky model spojitéeho dynamického systému Ve stavovém
vyjddieni ma tvar

x(¢)= fx(t).ult)], (1.283)
()= h[x(e),ult).1], (1.28b)

kde x je vektor stavovych proménnych - stav dimenze n, u - vektor ¥idicich
proménnych - Fizeni dimenze r, y - vektor vystupnich proménnych - vystup
dimenze m, f - vektorovad stavova funkce dimenze n, h - vektorovd vystupni
funkce dimenze m.

Diferencialni rovnice (1.28a) se nazyva stavovd a vyjadiuje dynamiku
daného systému. V pfipadé€, Ze jeji leva strana bude identicky rovna nule, pak
systém bude staticky. Rovnice (1.28b) je vystupni a na dynamiku systému nema
vliv. ProtoZe vystup y zavisi jednozna¢né na stavu X a fizeni U, proto se pii
studiu dynamickych systémi vystupni rovnice (1.28b) vétSinou neuvazuje.

Déleni spojitych dynamickych systémti je na obr. 1.8. Misto pojmi
staciondrni a nestaciondrni se rovnéz casto pouzivaji pojmy t-invariantni
a t-variantni.

DilezZitou vlastnosti matematického modelu dynamického systemu je
fyzikadlni realizovatelnost, ktera spociva v tom, Ze tento model popisuje né&jaky
realny systétm. Rozeznavame slabou a silnou podminku fyzikdlni
realizovatelnosti. U dynamickych systémt na obr. 1.8 za pifedpokladu, ze funkce
f a h jsou diferencovatelné, je splnéna silna podminka fyzikalni realizovatelnosti
tehdy, kdyz ve funkci h nevystupuje fizeni u, jinak je splnéna pouze slaba
podminka fyzikalni realizovatelnosti.

Dynamicky systém (1.28) [viz rovnéz obr. 1.8] se nazyva Fizeny na rozdil
od nefizeného systému, kdy fizeni u na dynamicky systém neptisobi. Je-li
nefizeny dynamicky systém navic stacionarni, pak je autonomni a je popsan
stavovou rovnici
x(e)= flx(2)]. (1.29)

Je-li ty pocatecni Casovy okamZik a x, = x(ty) pocldtecni stav, pak tzv.
zastupujici bod X(t) pro te<t0,tN> vytvoli ve stavovém prostoru stavovou

trajektorii {x}, resp. V rozSifeném stavovém prostoru rozSifenou stavovou
trajektorii {x(t)}, ktera konc¢i v koncovém stavu (konci) x, =x(¢y), viz obr.
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1.2. Podle tvaru a prubéhu stavové trajektoric lze urcit vSechny dilezité
vlastnosti dynamického systému. KaZzdému pocateCnimu stavu xy = x(%;)

autonomniho dynamického systému pro te<t0,oo) odpovida urcitad stavova
trajektorie, kterd muize:

e koncit v bodech, ve kterych vSechny derivace Xj,%,,...,x, jsou nulové, jsou
to tzv. rovnovazné stavy (obr. 1.9a);

e ziistat v dostate¢né blizkosti rovnovazného stavu (obr. 1.9b);
e pfejit v uzavienou kiivku, tzv. mezni cyklus (obr. 1.9c);

e necustale se vzdalovat (obr. 1.9d).

x = f(x,u,t)
y = h(x,v,t)

Nelinearni
nestacionarni systém

f a g nezavisi f a g jsou linearni
explicitné na Case t vzhledemk xau

X = f(x,u) X=Alt)x+B(t)u
y =h(X,Vv) y=C(t)x+ D(t)u
Nelinearni Linearni
staciondrni systém nestacionarni systém
fa g jsou linearni x / A, B, CaD jsou
vzhledemk x a u konstantni matice
X = AX + Bu
y =Cx + Du

Linearni stacionarni
systém

Obr. 1.8. D¢leni spojitych dynamickych systémil
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(Y ,
NS

Obr. 1.9. Stavova trajektorie autonomniho dynamického systému: konci
V rovnovazném stavu — (a), zastane v blizkosti rovnovazného stavu — (b), piejde
v mezni cyklus — (¢), neustale se vzdaluje — (d)

N

Pro t—>o prvni tfi piipady popisuji ustilené stavy. V piipadé
rovnovazneho stavu jde o klidovy stav. V ptipadé mezniho cyklu o periodicky
stav. Autonomni nelinearni dynamicky systém (1.29) ma tolik rovnovaznych
stavu x,., kolik feSeni ma rovnice

f(x,)=0. (1.30)

Rovnovazné stavy mohou obecné tvofit 1 celou souvislou oblast.
Autonomni linearni dynamicky systém

x(t) = Ax(¢) (1.31)
ma jediny rovnovazny stav
x, =0, (1.32)

kterym je pocatek soufadnic ve stavovém prostoru R” dimenze n.

o A4

Ljapunova, viz obr. 1.10 (Shinners 1992, Zitek 1990).
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X, A& n=2

C

Obr. 1.10. Autonomni dynamicky systém je ve smyslu Ljapunova: stabilni
— (a), asymptoticky stabilni — (b), nestabilni — (C)

Stabilita

Rovnovazny stav x, autonomniho dynamického systému je stabilni ve smyslu
Ljapunova, jestlize pro kazdé realné &> 0 existuje takové realné ¢islo &¢) > 0,
ze pro kazdé t > t, plati

X —x,|]<6 = ‘x(t)—xrke. (1.33)

Podle této definice nemusi stavova trajektorie pro ¢#-—>oo dosahnout
rovnovazného stavu, ale musi setrvavat v jeho dostatecné blizkosti.

Asymptoticka stabilita

Rovnovédzny stav x, autonomniho dynamického systému je asymptoticky
stabilni, je-1i stabilni ve smyslu Ljapunova a navic plati

lim |x(¢)—x,/=0. (1.34)
t—>0

Vidime, Ze pii asymptotické stabilité stavova trajektorie musi pro ¢ — o
dosahnout rovnovazného stavu.

Nestabilita

RovnovéZzny stav x, autonomniho dynamického systému je nestabilni ve

smyslu Ljapunova, jestlize pro urcité redlné ¢ > 0 a kazdé o > 0 existuje takovy
casovy okamzik t; > t,, Ze plati
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X —x,|<6 = ‘x(z‘l)—xr‘>8. (1.35)

Uvedenou definici stability Ize rovnéz pouzit pro rovnovazné stavy tvorici
celou souvislou oblast. Pro omezenou hodnotu &¢) hovotime o lokdlni stabilité
(resp. lokdlni asymptotické stabilité) a pro neomezenou hodnotu &¢) o globalni
Stabilité (resp. globadlni asymptotické stabilité). U autonomniho linearniho
dynamického systétmu jde vzdy o globalni stabilitu (resp. globalni
asymptotickou stabilitu) jediného rovnovazného stavu. V ptipad€ jediného
globaln¢ (asymptoticky) stabilntho rovnovazného stavu, lze hovofit
o (asymptoticky) stabilnim dynamickém systému.

Stavové proménné xj,x,,...,x, lze definovat nekone¢né mnoha rliznymi
zpusoby. V ptipadé, Ze vyhovuji vztahiim

3 (£) = x5 (¢),

X (1) =x;3(2), (1.36)

b0 1(0)= ().

nazyvaji se také fazové proménné. U fyzikalné realizovatelnych autonomnich
dynamickych systémil fazové proménné musi vyhovovat uréitym podminkam.
Napft. pro n = 2, tj. ve stavové (fazove) roving, stavova (fazova) trajektorie ma
vzdy nasledujici orientaci: v horni poloroving zleva napravo, v dolni poloroviné
zprava nalevo a dale stavova trajektorie mimo rovnovazné stavy prochdzi
Z jedne poloroviny do druhé pod pravym tthlem.

Priklad 1.1

Ur¢ime matematicky model stejnosmérného motoru (obr. 1.11) fizeného
proudem kotvy, resp. napétim kotvy za ptfedpokladu, Ze celkovd indukcnost
kotvy je zanedbatelné¢ mald a Ze buzeni a zatiZeni je konstantni (ViteCek 1992).

J
m,(t) _ my
(R S M g
™ — v

Obr. 1.11. Nahradni schéma stejnosmérného motoru s konstantnim buzenim
z ptikladu 1.1

°

Vyznam oznaceni na obr. 1.11: u, — napéti kotvy [V], i, — proud kotvy [A], R, —
celkovy odpor kotvy [Q], m,, — hnaci moment [N.m], m, — konstantni zatézny
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moment [N.m], J — celkovy hmotny moment setrvacnosti [kg.m?], @ —
konstantni magneticky tok [Wh], @ — thlova rychlost [rad.s?], ¢ — uhlova
vychylka (nato¢eni) [rad], M — stejnosmérny motor.

Reseni:
a)  Stejnosmérny motor fizeny proudem kotvy
V souladu s obr. 1.11 mizeme psat
Jao(t)=my(t)—mq,
olt)=wlt),
(1) = Kaa 1),
kde k, je konstanta imé&rnosti [N.m.A].

Tteti rovnici dosadime do prvni a po Upravé dostaneme
olt)=olt),
: k, . 1
C()(t) = 7ala(f)— 77’7’10.

Zavedeme stavové proménné a fizeni, napf. pomoci vztahii (vzhledem
Kk tomu, ze zatéZny moment je konstantni, mizeme ho zahrnout do fizeni)

x) (f) = (D(f),
x(t)= ),
ult)=1a(6)= - mo

a obdrzime stavovy matematicky model stejnosmérného motoru ftizeného
proudem kotvy

x1(1) = x,(2),
%5 (t) = bult), } (1.37a)
()= p(t)=x (),
v (t)=o(t) = x,(t), } (1.37b)
kde
p=Ka

J

Stejnosmérny motor fizeny proudem kotvy ma vlastnosti integra¢niho
Clenu 1. fadu, je-li vystupem uhlova rychlost, resp. integra¢niho ¢lenu 2. fadu,
je-li vystupem uhlova vychylka.
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b)  Stejnosmérny motor Fizeny napétim kotvy

V tomto piipadé musime navic uvazovat rovnici
R,i, (t) =U, (t)_kua)(t)
a pak dostaneme

o(1) = o(t),

: k,k k 1
o0)= =28 )+ S, ()~ g

kde k, je konstanta tmé&rnosti [V.rad™.s].

Stavové proménné a fizeni miZeme zavést podobnym zpiisobem jako
Vv ptedchozim ptipadgé, tj.:

xi(1)=o(t),
x(t)= 0lt),
u(t):ua(t)—f—;’mo.

Stavovy model pak bude mit tvar

?'61 Ef) = x,(1), } (1.383)

} (1.38b)

Vidime, ze stejnosmérny motor fizeny napétim kotvy ma vlastnosti
proporcionalniho ¢lenu se setrvacnosti 1. fadu, je-li vystupem uhlova rychlost,
resp. integracniho ¢lenu se setrvacnosti 1. fadu, je-li vystupem uhlova vychylka.

Tento zplsob zavedeni stavovych proménnych je nékdy nepouzitelny (viz
kvadraticka kritéria s nekonecnym koncovym casem). Vhodné&jsi je pouziti
odchylek od pozadovanych (ustadlenych, nominalnich) hodnot. Napt. druhou

stavovou proménnou a fizeni zavedeme pomoci vztahli
n()=ol)-0, = )=o)
u(t) = ua(t)_uau )
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kde ustilené hodnoty o, =w(») a u,, =u,(wo) ziskame zrovnice (x) pro
t— o, tj.
kakua) N k 1

JR H J}g Hau =70

a a

0=-—

Stavovy matematicky model stejnosmérného motoru fizeny napétim kotvy
pak bude mit tvar

x1(t) = x,(2),
(1) = —axy + bul?), } (1.380)
)=

y(t)=(t)=x )+ o,t,
v (t)=0lt)=x,(t)+ @, } (1.38d)

Vidime, Ze v obou piipadech stavové rovnice (1.38a) a (1.38c) mayji
formalné& stejny tvar, ale vyznam stavovych proménnych a fizeni je jiny. Na tuto
velmi dualezZitou skuteCnost je tieba pamatovat jak pfi interpretaci stavovych
proménnych a pii formulaci ulohy optimélniho fizeni, tak pfedevSim pii
realizaci vlastniho optimalniho fizeni.

Priklad 1.2

U systému fizeni (regulace) tidici podsystém je popsan rovnici (obr. 1.12)

de(t)

ult)= )+ 7 22

a fizeny podsystém
d*y(t)
dr?

kde

= bsignu(t), b>0,

1 pro u(t)>0
signu(t) =<0 pro u(t)=0 .
-1  pro u(t)<0
Na zéaklad¢ prabéhu stavové trajektorie je tfeba urcit optimalni hodnotu
derivacni Casové konstanty T g a odpovidajici minimalni dobu regulace t: pii

skokové zméné polohy Zadané veliiny

w(t) = wor(z). (1.39)
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RIDICI RIZENY
PODSYSTEM PODSYSTEM

Obr. 1.12. Strukturni blokové schéma systému tizeni z ptikladu 1.2

Reseni:
Nejdtive fizeny a fidici podsystém popiSeme stavove. Zvolime napf.
xi(t) = ¥(t),
x5 () =% ()
a dostaneme:
Fidici podsystéem
u(t) = wlt) = xi () + Tp ifr) — x, (¢)] (1.40)

Fizeny podsystém

i1 (1)=x,(0), (1.41)
X, (t)=bsignul(t), '
We)=x(0). (1.42)

Vidime, ze fidici podsystém je staciondrni linearni a fizeny podsystém je
stacionarni nelinearni.

Protoze pro t > 0 plati
wt)=wy, = Wt)=0,

proto po dosazeni (1.40) do (1.41) dostaneme stavovou rovnici uzavieného
systému fizeni
i) = x5 (0), }
i (1) = bsign[wy —x1(£) ~ Tpxy (1))

Pro skokovou zménu polohy Zadané veliCiny (1.39) uzavieny systém

fizeni je autonomni. Lze tedy s vyhodou pro analyzu a syntézu pouzit stavovou
rovinu.

(1.43)

Rovnovazny stav ur¢ime z rovnic



1 Uvod do optimalizace 25

XZ:O — X1:WO
WO_xl_TDXZZO X2=O

Uzavieny systém fizeni (1.43) ma jediny rovnovazny stav
x, =[wp.0[ . (1.44)

Diferencialni rovnici stavové trajektorie ziskame z (1.43) vydélenim
druhé rovnice prvni rovnici

% b Gienu, (1.45a)
dxl X2
u=wy—Xx1 —TDXZ . (145b)

Resenim diferencialni rovnice (1.45a) pro po&atecni stav x;(0)=x,(0)=0
dostaneme stavovou trajektorii. Zména jejiho pribéhu nastupuje na piepinaci
piimce, kterou pro U = 0 obdrzime z (1.45b)

Wo X1

X, =2 1 1.46
2= 7T (1.46)
Z rovnic (1.45) dostaneme:
u>0 = o = i,
dx1 X2
x5 =2bx; +¢, (1.47)
u<0 = o = —i,
dxl X9
x% =-2bx| +c5. (1.48)
Xoh N=2 C) Xoa n=2 u>0
Tp =0 . u<o0

Obr. 1.13. Priibéh stavové trajektorie u systému tizeni z ptikladu 1.2:
asymptoticky stabilniho — (a), stabilniho — (b), nestabilniho - (C)
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Vidime, Ze stavova trajektorie se sklada z ¢asti parabol danych rovnicemi
(1.47) a (1.48), kde konstanty ¢; a ¢, se ur¢i z podminky spojitosti stavové

trajektorie na ptepinaci piimce (1.46), viz obr. 1.13. Z obr. 1.13 vyplyva, ze pro
T >0 rovnovazny stav (1.44), a tedy 1 systém fizeni, je asymptoticky stabilni
(obr. 1.13a), pro Tp =0 stabilni (obr. 1.13b) a pro Tp <0 nestabilni (obr.

1.13c¢). Protoze uvedené zavéry plati pro libovolny pocatecni stav, jsou uvedené
vlastnosti globalni.

Z obr. 1.13a je zfejmé, ze optimalni prubéh stavova trajektorie bude mit
pfi takovém sklonu ptepinaci pfimky, pii kterém druhy parabolicky tusek
stavové trajektorie pfejde do pozadovaného stavu, tj. klidového rovnovazného
stavu (1.44). V tom ptipad¢ plati:

Prvni usek x% =2bxy, (1.49)
Druhy usek x% =—2bx; +2bwy, (1.50)
Xy = ﬂ — i .
Ip Tp

Resenim t&chto tfi rovnic dostaneme optimalni hodnotu deriva¢ni Gasové
konstanty

* 1 WO
Tn=—.—. 1.51
D=5y 5 (1.51)

A . 4 w A L4 14 . W wr . Vv
Je zieymé, ze prepnuti musi nastoupit pro x =70. Uréime jeste

minimalni dobu regulace t: . Na zdklad¢ prvni rovnice v (1.43) mizeme psat

ﬂ =Xy = dt = ﬂ,
dt X2
wo
= | i (1.52)
0 12
Po dosazeni (1.49) a (1.50) do (1.52) dostaneme
s -

o1 delg}OL :2@_ (1.53)
: \/% 0 \/;1 m1/W0—)Cl b
2
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X (1) = y(t) To =T
Wo &----—---—- .
" 4 u<o0
e, o y u>0
ol
LA
2 r

Obr. 1.14. Optimalni pribéh vystupni veli€¢iny y(¢) = x;(¢) pro systém fizeni

z prikladu 1.2

V tomto ptipadé optimdlni stavova trajektorie prejde do pozadovaného
klidového stavu (1.44) za minimdlni konecnou dobu (1.53) bez piekmitu, viz

obr. 1.14.

Optimalni pribéh vystupni veli¢iny y(¢) =x;(¢) lze snadno urcit na
zakladé vztahu (1.42) integraci zrovnic (1.43) a podminek spojitosti pfi
piepnuti. Pfechodny proces se 1 v ¢asové oblasti sklada ze dvou parabolickych

useki
él‘2 pro 0<t< L
2 2
b > l‘: *
y(t)=x(t)= - web  pro o St<ty
wo pro t: <t

Bude-1i sklon ptepinaci piimky

drn__ 1
dxl T D
stejny nebo mensi nez sklon te¢ny stavové trajektorie (pro druhy usek)
dr__b
dxl B%) ’

(1.54)

(1.55)

(1.56)

vznikne klouzavy reZim a stavova trajektorie (vystupni veli¢ina) se bude
exponencidlné (teoreticky nekonecné dlouho) s ¢asovou konstantou Tp bliZit
k pozadovanému stavu (1.44) (Slotine & Li 1991; Utkin 1992). Pro klouzavy
rezim z rovnic (1.55), (1.56) a podminky symetrie vzhledem k poZadovanému

stavu (1.44) dostaneme
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‘Xz‘ < bTD )
) (1.57)
‘Xl —Wo‘SbTD.

Vejde-1li stavova trajektorie z jakéhokoliv diivodu na piepinaci ptimku
Vv oblasti (1.57), pak jeji dalsi pribéh je uréen pouze piepinaci ptimkou (viz také
3.2.2).

Protoze stavové proménné vyhovuji podminkam pro fazové proménné
(1.36), proto stavové (fazové) trajektorie maji v horni poloroviné orientaci zleva
napravo, V dolni poloroviné naopak a z jedné poloroviny do druhé poloroviny
a naopak piechazeji kolmo na soutradnicovou osu x;.

V piipad¢, Ze bychom jako stavové proménné volili
x(£) = y(e) = wp,
x(t)=%(0),

pak rovnovazny stav (poZadovany stav) bude transformovdn do pocatku
souradnic stavové roviny.

(1.58)

Z tohoto piikladu vyplyva, Ze pribéh stavové trajektorie skute¢né dava
vSechny dulezité informace o vlastnostech autonomniho dynamického systému.

1.3 Uloha optimalniho Fizeni

Uvazujme dynamicky systém
x(t) = flx(t)ule).r] (1.59)
spevné danym pocateCnim casovym okamZikem ¢, a pocatecnim stavem
xo = x(#y), kde f je spojité diferencovatelna funkce podle svych n +r + 1

proménnych. Za pFipustnou stavovou trajektorii {X(t)} budeme povazovat
takovou spojitou vektorovou ¢asovou funkci, jejiz hodnoty pro 7 € <t0,tN> patii

do mnoZiny piipustnych stavit X, ij.
x(t)eX<R" pro  teltyty). (1.60)

Podobné za piipustné Fizeni (u tizeni vétSinou nebyva zvykem pouzivat
pojem trajektorie) {u(t)} budeme povazovat takovou po ¢astech spojitou
vektorovou Casovou funkci, jejiz hodnoty pro 7e(tg.ty) patii do mnoZiny

pFipustnych iizeni U, .
u(t)eU R pro te(ty.ty). (1.61)

Geometricky fizeni {u(t)} pfedstavuje kiivku v prostoru R”, pfi¢emz tato kiivka
je spojita vSude mimo konecny pocet bodl, ve kterych vystupuje nespojitost
prvniho druhu. MnoZziny X a U mohou byt i celé odpovidajici prostory, tj.
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X=R", (1.62)
U=R". (1.63)
V tomto piipadé fikame, ze stav X(t) a fizeni u(t) jsou bez omezeni. Pokud
XcR" a UcR’, predpoklada se, ze ob& tyto mnoZziny jsou konvexni
a kompaktni (uzaviené a omezené).

Pro dany pocateéni stav x,=x(t,) a pfipustné fizeni {u(t)} feSenim
stavové rovnice (1.59) dostaneme pfipustnou stavovou trajektorii {X(t)}.
Libovolny stav X(t), kterého lze dosahnout za kone¢nou dobu, se nazyva
dosaZitelny. Je ztejmé, ze pokud jde o koncové podminky, tzn. koncovy Casovy
okamzik ¢, a koncovy stav xp = x(tN), ktery musi byt dosazitelny, mize byt
dana jedna ze ¢tyt kombinaci (obr. 1.15):

a) b)

x(t) 4 n=1 x(t) 4 n=1
X(tn)

®-—————m— 3
x
—~
—+
o
~

X0 ¢---
> . >
t 0] tg Nt

c) d)
x(t) 4 nN=1 x(t) 4 n=1
XN

Xo L Sl Xo >
{ X(to) . 1 X(to) R
0 to t 0 ty t

Obr. 1.15. Geometricka interpretace koncovych podminek: pevny ¢as 1 konec —
(a), pevny €as a volny konec — (b), volny Cas a pevny konec — (c¢), volny Cas

I konec — (d)
ty - pevny, Xy -pevny, (1.64a)
ty - pevny, Xy - volny, (1.64b)
ty - volny, Xy - pevny, (1.64c)

ty - volny, Xy - volny. (1.64d)
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Hovotime pak o pevném, resp. volném case a 0 pevhém, resp. volném konci.
Koncovy stav x, a koncovy Casovy okamzik ¢, mohou byt uréeny

rovnéz pomoci tzv. cilové mnoZiny K, tj.

[x(t).t]le K < R" x{ty,ty) pro t=ty. (1.65)

Je zteyjmé, ze pomoci cilové mnoziny (1.65) lze vyjadrfit i predchozi ptipady
(1.64).

Nyni jiz mizeme formulovat ilohu optimalniho ¥izeni:

ucelovy funkcional J =min J {u(t )},
{u(0)}

x(t)= flx(e) u(e)e}
Lo ,

xo = x(19 )}pevne (1.66)
[x(t),t]eK pro t=ty,
x(t)e X
u(t) eU

omezeni

} pro t & (to,ty).
Geometrickd interpretace ulohy optimalniho fizeni s pevnym casem
1 koncem je uk4zana na obr. 1.16.

PRIPUSTNE STAVOVE
TRAJEKTORIE

X(t) A n=1 {X(t)}
KONCOVY STAV
| —
XN X(ty)
X — OPTIMALNI STAVOVA
POCATECNI TRAJEKTORIE
\
STAV Xg o
X(to) ®-—-
>
0 t 0 t

{to,tn)

Obr. 1.16. Geometrickd interpretace ulohy optimalniho fizeni s pevnym casem

I koncem
Uloha optimalniho fizeni (1.66) spo&iva v tom, Ze ze viech piipustnych
stavovych trajektorii {x(#)} zacinajicich v poCateCnim Casovém okamZziku ¢,
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V poc¢atecnim stavu x a koncicich v cilové mnozin€ K ziskanych pfipustnym
fizenim {u(¢)} je tieba vybrat optimdlni stavovou trajektorii {x)k ®} aji
ptislusné optimalni fizeni {u* (#)}, pro které ucelovy funkcional J{u(z)} nabyva
globalniho minima J f=J {u*(t)} :

Ugelovy funkcional J{u(¢)} Vv tlohach optimalniho ¥izeni méa nejéastgji

jeden ze tii tvara.

Bolzuv tvar

Ju(t) = [ folx(e)u(e)elde + Flxy.ty) | (1.67)

kde £, je spojité diferencovatelna funkce,

F (x Nt N) =F [x(t), t] ‘ e - spojité diferencovatelna funkce koncovych

x—xy parametrii.
Lagrangeiv tvar
Iy
Jiu(e)y= [ folx(e)ue).elar . (1.68)
to

Mayeruv tvar
Ju(t)y = Flxy.ty) - (1.69)

Vsechny tyto tfi tvary jsou vzajemné ekvivalentni. Tak napt. Bolzlv tvar
(1.67) lze ptevést na Mayertv tvar (1.69) zavedenim dodatecné stavové
proménné x,,,(¢) nasledujicim zpisobem:

S (0)= folx(e)ult),t], x,11(6)=0. (1.70)
Po dosazeni (1.70) do (1.67) dostaneme
Ju(e) = x4 (en )+ Floey,ty) (1.71)

tj. Mayertv tvar Ucelového funkciondlu, protoZze zavisi pouze na koncovych
parametrech.

Podobné Mayertiv tvar (1.69) miizeme snadno prevést na Lagrangelv tvar
(1.68). Je-1i funkce koncovych parametrl F diferencovatelna, tj.

T
szaFJ{aF} i (172)

dt ot ox
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pak lze psat
Iy T
oF | OF
Jwlt)y= | - —+|— | xpdt + Flxp, : 1.73
) J{am }  Flxo.0) 173
kde F(xq,t9)=F[x(t)t]| je konstantni hodnota funkce pogatetnich
¢

xif,?o parametrl pro ¢, a x.

Vidime, ze ucelovy funkcional (1.73) méa Lagrangetv tvar. Protoze ¢, a x, jSOu
pevné dany, funkce F(x(,?)) ma konstantni hodnotu, kterd nema vliv na
optimalni feSeni.

Rovnéz Bolziv tvar (1.67) miZeme pievest na Lagrangelv tvar (1.68).
Uvazujme (1.72) a miZzeme psat

Iy T
Tl = | { e+ & [Z_F} x}dt + Flxouto) (1.74)
X

Tedy skutecné vSechny tfi tvary jsou ekvivalentni, a proto pii feSeni konkrétnich
uloh optimalniho fizeni je tfeba uvaZovat ten tvar, ktery pro danou metodu
feSeni je nejvhodné;si.

Funkce koncovych parametri F vystupujici v ucelovych funkcionalech

Vv Bolzové a Mayerové tvaru musi mit tvar odpovidajici pfisluSné kombinaci
(1.64), tj.

ty - pevny, Xy - pevny = F=0, (1.75a)
ty - pevny, Xy - volny = F=F(Xn), (1.75b)
ty - volny, Xy - pevny = F=F(\), (1.75c¢)
ty - volny, Xy - volny = F=FXn, tn), (1.75d)

jinak by jeji pouziti nemélo smysl. Ptiklady pouziti nékterych z téchto
kombinaci budou uvedeny pozdé&;i.

Pti feSeni konkrétnich tloh optimalniho fizeni se nejcastéji miizeme setkat
S nasledujicimi zakladnimi ptipady.

Casové optimalni Fizeni

V tomto piipadé¢ je tieba fizeny podsystém pievést ze zadaného
pocateéniho stavu x(ty)=x, do zadaného koncového stavu x(fy)=xy za
nejkratsi dobu. Uéelovy funkcional méa pak Mayeriv tvar

Ju(t) =ty —1, (1.76a)

resp. ekvivalentni Lagrangelv tvar
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Y
Jiu(t)j= [ar. (1.76b)
L

Integrand f, v ucelovém funkcionalu (1.76b) je roven jedné. Je zfejmé,
ze v tomto piipadé koncovy Cas ¢ musi byt volny, protoze by uloha Casové
optimalniho fizeni neméla smysl.

Energeticky optimalni Fizeni

V tomto ptipadée ucelovy funkcional zavisi pouze na fizeni, t;.
1y
Ju(r)y = > [ u (c)Ru(t)dt, (1.77)
lo

kde R je symetricka kladn¢ definitni (nejcastéji diagonalni) matice fadu r.

Nazev je odvozen zanalogie s elektrickymi obvody, kde energie
spotiebovana na rezistoru s odporem R, kterym protéka proud i(z), resp. na

kterém je napéti u(z), za dobu ¢, — ¢, je dana integralem

In

| @dt. (1.78)

)

Iy
[ Ri*(¢)at =
Lo

Rizeni s minimalni spotiebou paliva
Pokud fizeni u;(r) je tmémé spotieb€ j-t¢ho paliva (j=1.2,...,r), pak

ucelovy funkciondl miize mit tvar

IN
Ju(t)y = [ ¥ u(t)dr, (1.79)

)
kde r je vektor kladnych vahovych koeficientl. Vektor fizeni u(z) mize mit
slozky brané jako absolutni hodnoty.

Programové rizeni

Maé-li skute¢ny stav x(¢) Vkazdém okamZziku t byt roven (v idealnim
piipad¢) pozadovanému stavu x"(¢), tj. aby skute¢na stavova trajektorie {x(¢)}
byla dostate¢né blizka k ptedem zadané pozadované (napt. zaprogramovang)
stavové trajektorii {x"(¢)}, pak ucelovy funkcional méa nejcast&ji tvar (viz
rovnéz kapitola 2)
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J{u(t)}:{f e () - x()] @ ()~ x(1)] it (1.80)

kde Q je symetricka kladn¢ definitni nebo semidefinitni (nejcastéji diagonalni)
matice fadu n.

V ptipadé, Ze
x"()=0 pro te(ty,ty), (1.81)

ucelovy funkcional (1.80) bude roven

J{u(t)}:%t]jv T (ox(r ). (1.82)

Kvadraticky optimalni Fizeni

V tomto piipad¢ ucelovy funkciondl je dan kombinaci funkcionala (1.77)
a(1.82)

J{u(t)}z%tf[xT(t)Qx(f)+uT(t)Ru(t)] dt+%xT(tN)Sx(tN), (1.83)

kde S je symetricka kladné definitni (nejcastéji diagonalni) matice fadu n.

Je zteymé, Ze pokud ve funkcionalu (1.83) vystupuje funkce koncovych
parametrii

F:%xT(tN)Sx(tN), (1.84)

pak koncovy stav x, = x(f;) musi byt volny. Cilem této funkce je dosdhnout

x(ty)—0. (1.85)

: . 1
Matice Q a R mohou mit fasové proménné prvky. Mnozitel 5
u funkcionalt (1.77), (1.80), (1.82) a (1.83) je pouzit z vypocetniho divodu.
V piipadé ¢, — oo musi byt zaruCena konvergence piislusnych funkcionald,
napft. pouzitim odchylek od ustalenych hodnot.
Optimalni fizeni {u"(f)} miZe byt generovano fidicim podsystémem
V oteviené nebo uzavicené struktuie (obr. 1.17).

V prvnim piipadé jde o oteviené (piimé) Fizeni neboli ovlddani a je
realizovano otevienym systémem fizeni zvanym také systémem ovldddni (obr.
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1.17a). Oteviené optimalni ¥izeni {u"(¢)} musi byt pIn& uréeno uz v poéate¢nim
casovém okamziku ¢,. Pfi otevieném fizeni je nutnd znalost pfesného
matematického modelu fizeného podsystému a pocatecniho stavu. Jakékoliv
zmény vlastnosti fizené¢ho a fidiciho podsystému se plné projevi na vlastnostech
celého otevieného systému fizeni. Proto tento druh fizeni je pouzitelny pouze
u jednoduchych fizenych podsystémi a pfi zanedbatelné malych poruchéch.

[ Xo
a) @ 1 %
u™ () X (t)
RIDICI > RIZENY >
PODSYSTEM PODSYSTEM
X0
b)
u [x (t),t] .
X (t)
RIDICI ~|  RIZENY |
PODSYSTEM PODSYSTEM —‘

Obr. 1.17. Optimalni systém fizeni: otevieny — (a), uzavieny — (b)

V druhém piipad¢ jde o uzavicené (zpétnovazebni) iizeni neboli regulaci.
Tento druh fizeni je realizovan gzpétnovazebnim systémem Fizeni zvanym téz

systémem regulace (obr. 1.17b). Zpétnovazebni optimalni fizeni {u”(¢)} je

uréovano jako funkce okamzitého stavu a Gasu, tj. {u [x"(¢),£]}. Na rozdil od

otevien¢ho fizeni, kde celé fizeni musi byt urCeno na =zacatku, pfi
zpétnovazebnim fizeni je uvazovana neustale nova informace o fizeném
podsystému obsazena v aktudlnim stavu. Zmény vlastnosti fizeného 1 fidiciho
podsystému, neznalost pfesného matematického modelu fizeného podsystému,
ptipadné ptisobeni poruch, to vSe je vlivem zaporné (stabilizujici) zpétné vazby
automaticky potlacovano, takZe na vlastnostech celého zpétnovazebniho
systému fizeni se podstatné neprojevi. Z tohoto divodu urCeni optimdlniho
ureni  optimalniho otevieného fizeni. Problém ureni optimalniho
zpétnovazebniho tizeni se také nazyva ulohou syntézy optimdlniho Fizeni nebo
ulohou syntézy optimdlniho regulatoru.

Pro teSeni Uloh optimalniho fizeni existuje celd fada metod, z nichz do

v/

nejdulezitéjSich patii:

e dynamické programovani (Bellmaniiv princip optimality),



36 1 Uvod do optimalizace

e Pontrjaginiv princip minima (maxima),

e variacni pocet,

e metoda agregace stavovych proménnych,

e metody funkciondlni analyzy atd.

Ulohu syntézy optimalniho fizeni te$i piimo pouze dynamické
programovani a metoda agregace stavovych proménnych.

Neékteré jednoduché ulohy optimélniho fizeni lze fteSit bez znalosti
uvedenych metod.

Piiklad 1.3

Pro fizeny podsystém
x(t)=bul(t), b>0, (1.86a)
u(t) <u (1.86b)

<u,,
pocatecni stav x(0)=0 a koncovy stav x(fy)=w, je tfeba urcit Casové
optimalni fizeni (Vitecek 1992).

Reseni:

Je zteyme, Ze tizeny podsystém (1.86) dosahne nejrychleji poZzadovaného
koncového stavu x, =wy pii pouziti mezniho fizeni, tj.
u(t) =*u,,,
kterému odpovida pribéh stavoveé proménne
x(t)=tbu,,t +c.

Pro wy >0 a x(0)=0 = c¢ =0 dostaneme optimalni pribéh stavové
proménné (obr. 1.18a)

. t <t<t =t
x(t):{bum pro. 0 N (1.87)

w, pro t>t,
kde minimalni doba t’, za kterou bude dosazeno pozadovaného stavu x = wy,
je dana vztahem
W,
£ =ty =—0 (1.88)
bu,,

Optimdalni prabéh fizeni a stavové trajektorie je na obr. 1.18b a 1.18c.
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V tomto ptiklad¢ jsme mohli rovnéZ vychazet z omezeni rychlosti
‘x(t)‘ <m, =bu,, (1.89)

které v nékterych piipadech je bliz§i technické praxi. Typickymi prvky
s omezenim rychlosti jsou napf.: asynchronni motor, u kterého ustalena uhlova
rychlost nemize byt vy$$i nez synchronni rychlost; hydromotor, jehoz
maximalni rychlost je ddna plné otevienym Soupatkem atd.

a) c)
X(t) o Xo = XA {X*}
Wo R |
0y b,
AN tga =bu,, =m, |
a
é > >
0 t*:tN t onﬂ XN :WO X1=X
b)
"OF o
Um
N |
0 t :tN t

Obr. 1.18. Priklad 1.3 — optimalni prubéh: stavové proménné — (a), fizeni (b),
stavové trajektorie — (C)

Priklad 1.4
Rizeny podsystém (viz ptiklad 1.1 a 1.2)

$(¢)=bult), p>0 (1.90)
je tieba co nejrychleji ptevést z pocatecnich podminek

¥(0)=3(0)=0 (1.91a)
do koncovych podminek

Wew)=wo,  Fley)=0 (1.91b)

za predpokladu omezeni zrychleni
3(t) <m, . (1.92)
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Reseni:
Je to typicka Gasové optimalni uloha. Rizeny podsystém (1.90) popiseme
stavove:

31 (2) = x5 (¢),

%, (¢)=bult), (1.93)
(t)=2x(r)

x(0)=x, =0, (1.94a)
x(ty)=xy =[w.0]", (1.94b)

X \t)<m, = ut) <M
b

Z podstaty ulohy vyplyva, ze pozadovaného stavu (1.94b) bude dosazeno
nejrychleji, kdyz proces bude sestdvat ze dvou usekl. V prvnim useku

(1.95)

W v . y r r 4 4
0<x £70 se pouzije maximalni zrychleni m, a ve druhém useku

a

70 < x; < wy maximalni zpomaleni —m, (obr. 1.19a, b, c¢). Pro prvni usek plati

(postupné integrujeme):

u(t) b = X (t) =m

)= x5 (t) = myt + ¢y,

)= ()Z—mf +tef+ 0.

a’

Z nulovych pocatecnich podminek (1.91a), resp. (1.94a) dostaneme
c11=¢21=0,1.

)= x;(t)=myt, (1.96)

§(0)=(e) =S myt?.

(1.96h)
Pro druhy tsek plati:
()=="0 = iy,
W)= x,(t) = —myt + ¢y,
(

1
y t)le(t)z—amatz +Clzt+022.
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a)
y=x@® 4 {y ©}

b)
y(t)=x,(t) 4

NMaWo o

i tgf=m,
3
* >
O tn t'=ty t
2
C)
u(t) 4
Mg {u ®}
b
t =ty
|
0 tﬂ t
2
_ Mg
b

d)
y(t) = % (t) {y ®}
Wo $-- 7/
y(t2)
tga=m
y(ty) !
0 tl t2 tN t
e)
y(t) =Xy (t) 4
m g 9 M
i
o - >
0Ol 4 tt =ty
f)
u(t) 4
Mg {u (3
b
t =ty
>
_Ma
b ¢ -————-

Obr. 1.19. Priklad 1.4 a 1.5 — optimalni pribéh: vystupni veli¢iny — (a), rychlosti

vystupni veli¢iny —(b), fizeni — (c), vystupni velic¢iny — (d), rychlosti vystupni

veli¢iny —(e), fizeni — (f)

Z koncovych podminek (1.91b), resp. (1.94b) a podminky x; (%) .l

dostaneme tii rovnice
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Oz—matN +C1o,
| )
Wo :—EmatN +6’1th +Cyo.

1 2 t
N

ze kterych vypocteme nezndmé integracni konstanty c;,, ¢, a minimalni dobu
5 * .

ptevodu ¢ =ty, 1.

Cra = 2y/mg Wy

Crp = —Wp»

=ty =2 /%. (1.97)
a

Tzn., Ze druhy Gsek bude popsan vztahy
P(t)=2x,(¢) = —m t + 2 /m,wy (1.98a)

y(t)le(t):—%mat2+2 m,wy t—w. (1.98Db)

Optimalni pribéh vystupni veliCiny { y*(t)} se bude skladat ze dvou
parabolickych usekti danych vyrazy (1.96b) a (1.98b), viz obr. 1.19a.
Odpovidajici prib&hy rychlosti popisuji vztahy (1.96a) a (1.98a). Eliminaci Casu
t z rovnic (1.96) dostaneme prvni usek stavové trajektorie

X5 =2myx;, (1.99a)
a stejnym postupem z rovnic (1.98) ziskame druhy usek stavové trajektorie

X5 =2m, (wp —x1). (1.99b)
Vidime, Ze optimalni stavova trajektorie {x*} se sklada také ze dvou
parabolickych usekt (obr. 1.20a).

Zajimavé je srovnani tohoto ptikladu s ptikladem 1.2. Oba ptiklady jsou
podobné (viz obr. 1.14), a proto také minimalni doba musi byt stejnd, srov.
vztahy (1.53) a (1.97) pro b=m,. Realizace otevieného optimalniho fizeni

* : : !
{u (¢t)} vptiklad¢ 1.4 vyzaduje piesnou znalost okamziku t:?N prepnuti

fizeni z hodnoty % na opa¢nou hodnotu —% (obr. 1.19c), co je velkou

nevyhodou.
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y) 2 y(tz)

N ‘OE L T

Obr. 1.20. Optimalni pribéh stavové trajektorie: z piikladu 1.4 — (a),
z prikladu 1.5 — (b)

V piikladu 1.2 je Casové optimdlni tizeni realizovano pomoci zpétné
vazby, takze neni nutné znat okamzik pfepnuti. Protoze vSak zpétnd vazba je
linedrni, je tfeba pro kazdou hodnotu zadané veliCiny w, vypocitat optimalni
hodnotu derivaéni Casové konstanty 7, ,; , ktera urcuje optimalni sklon ptepinaci
piimky, a tim také odpovidajici okamzik pfepnuti (obr. 1.13).

Priklad 1.5

Casové optimalni lohu z piikladu 1.4 vyfesime za piedpokladu omezeni
I rychlosti

() <m,. (1.100)

Reseni:

V tomto piipadé pritbéh vystupni veli¢iny y(¢) = x(¢) se bude skladat ze
tfi Gsekli: dvou parabolickych a stfedniho pfimkového (obr. 1.19d). Protoze
posledni parabolicky usek je stejny v podstaté jako prvni Gsek, proto vystacime
pouze s popisem pocatecnich dvou usekill. Na zaklad¢ obr. 1.19d, e, f a vztahil
(1.96) a (1.100) Ize psat:

Prvni usek [0<x) <x1(#), 0< x5 <x5(8) =m,, |

HO=rl0)=met n="
| = a (1.101)
y(f)=x1(f)=5maf2 x()= my
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2
r r m
Druhy usek [x,(t)) = —2mv <x1 < x1(8y), xp(f) =x3(tp) =xp =m,, ]
a

J'/(f):xz(f):mv fz—ﬁ:m—ﬂ,
5 m, m,
y(f)=x1(f)=mv(f—f1)+—2n:a xl(tz):WO—;;: -

a
Odpovidajici pribéh optimalni stavové trajektorie {x*} se ziska snadno
eliminaci Casu t a je na obr. 1.20b. Minimalni doba pfevodu t =t ~ bude

=ty =2t 4ty -1y )= 20 4 T (1.103)
y =2+t -1

m, — mg

Tento vztah plati za predpokladu, Ze omezeni rychlosti (1.100) se uplatni
(viz obr. 1.19b, e, obr. 1.20), tj. pro

m,, <.\ m,wy , (1.104)
jinak plati vztah (1.97).

Vzéijemné si odpovidajici obrazky z ptikladu 1.4 a 1.5 jsou specialné ve
stejném meftitku, aby bylo mozné analyticky ziskané vysledky obou ptiklada
srovnat a spravn¢ interpretovat.

Realizace oteviené¢ho optimdlniho tizeni {u* (t)} je vtomto piikladé

vvvvvv

m
tlz—v
ma
W,
t2:—0
mV
* m W,
t =ty =t +1 =m—v+m—°,

a v

viz obr. 1.19. NedodrZeni téchto casovych okamzikii zpiisobi nejenom
prodlouzeni doby pievodu, ale mize zplsobit 1 nedosazeni pozadovaného
koncového stavu (1.94b). Tyto nevyhody odstratniuje zpétnovazebni fizeni.
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2 METODAAGREGACE STAVOVYCH
PROMENNYCH

V kapitole jsou uvedeny ptivodni piistupy k navrhu programového fizeni
nelinedrnich  podsystémii, které vyuzivaji metodu agregace stavovych
proménnych (ViteCek 1991). Metoda agregace spocivda ve vhodné volbé
agregovanych proménnych, ktera snizi pocet piivodnich stavovych proménnych,
a tim snizi 1 dimenzi vlastniho problému navrhu fizeni, coZz podstatnym
zptusobem zjednodusi jeho feSeni. Podrobny popis metody agregace stavovych
proménnych s plné€ feSenymi ptiklady lze nalézt v (Zitek & Vitecek 1999).

2.1 Modely standardnich nelinearnich podsystémii

Uvazujme pomérn€ obecny fizeny nelinearni dynamicky podsystém,
jehoz matematicky model ma ve sloZkovém stavovém vyjadreni tvar

fCl =X, X1(0)=X10,

Xy = X3, x2(0) = xy9,

X+l = X425 Xy, 41(0) =% 110
Xp42 = X435 Xy, 42(0)= X 12,0
m
Xr, :fr2 (xav ) Zgl”zj( ) ) Xr, (O):xr209 (2.1a)
sz_,_l = X,,z 12 xrz +1(O) = xrz +1,0 »
Xy 42 = X143 Xy +2(0) =%, 420,
m
X, =1, (x,v,t) + Zgnj (x,v,t)uj , X, (O) =X,0
j=1
m

rp=ri_+ng, =0, n= an, j=12,...,m.
J=1
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Kompaktnéji a prehlednéji mlizeme matematicky model (2.1a) zapsat
vektorove ve tvaru

= flewd)t Sg vk, x(0)=xo. (2.1b)
j=1

resp.

x = f(x,v,0)+G(x,v,0)u, x(0) = xo, (2.1c)

x:[xl,xz,...,xn]T, dimx=n, u:[ul,uz,...,um]T, dimu=m

r .
v:[vl,vz,...,vp] , dimv=p ;

- T .
f:_xz,...,frl,x,,1+2,...,fr2,xr2+2,...,fn] , dim f=n;
0 0 0 |
gnl  8n2 Enm
0 0 0
G= :[gl,gz,...,gm], dimG:(n,m);
gl’21 gl"22 gl"zm
0 0 0
| 8nl 8n2 Enm

T )
8= 0,.--9gl”1j709---,gr2j’0""’g”j ’ dlmgj -

kde v je vektor poruchovych proménnych (poruchy), f - spojitd vektorova
funkce, G - matice spojitych funkci g;, g;- spojitd vektorova funkce
(sloupcové vektory matice G), n - pocet stavovych proménnych (fad
nelinearniho podsystému), n;- dil¢i fad, m - pocet fidicich proménnych, p -
pocet poruchovych proménnych, dim - dimenze vektoru nebo typ matice.

V celém dalsim textu 2. kapitoly se ptedpoklada i =1, 2,...,n; j =1, 2,....m
a striktn€ se nerozliSuje mezi pojmy podsystém (systém) a model. Pocet fidicich
proménnych v této kapitole je oznaCovan pismenem m, protoze se piedpoklada,
ze je shodny spoCtem vystupnich proménnych — y;=x;, ¥y =2x,41,...

Ym = Xy, 1 +1-
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Nelinedrni podsystémy, jejichz matematické modely maji slozkové
stavové vyjadieni (2.1a) jsou standardniho tvaru (typu) nebo krétce standardni.
V analogii s linearnimi modely 1ze rovnéZz hovofit o nelinearnim regulatorovém
kanonickém tvaru (Kaczorek 1983).

Priklad 2.1

Je tteba rozhodnout, zda nelinearni podsystém s matematickym modelem

).Cl =X, XI(O):XI(),
Xy :x12x2 +v+u1+(1+x12)u2, x2(0) = x50, > (2.2)
X3 = X1Xy + X; +uy, X3(O) = X3

je standardni.

Reseni:
Ze srovnani matematického modelu (2.2) s modelem (2.1a) vyplyva, ze

dany nelinearni podsystém je standardni, kden=3,n1 =2, n, =1, m=2,p=1
(r. =2, r =n=3). Vektorové vyjadieni (2.2) ma tvar

x=f(x,v)+G(x) )u, x(0) = xy, (2.3a)

kde

xz[xl,xz,x3]T, uz[ul,uz]T, (2.3b)
[ 2 317

S =[x0,x1 %y +v,x1%, +x3] , (2.3¢)
0 0

G=|1 1+x?|. (2.3d)
0 1

Priklad 2.2

V koncentraénim sméSovaci s neménnym prifezem a volnym vytokem
dochazi k dokonalému miseni dvou roztokii stejné latky ale s rozdilnymi
koncentracemi  (obr. 2.1). Koncentrani sméSova¢ poskytuje roztok

o pozadované koncentraci a mize byt popsan bilan¢nimi rovnicemi
(Kolomaznik 1990; Vitecek 1991)

S%(;) = ql(t) +q5 (t) — q(t), (2.4a)



46 2 Metoda agregace stavovych proménnych

5% [(e)e(e)]=erar(e) + caqae) = (). (2.4p)

q(t) = am, (2.4c)

pti fyzikdlnich omezenich

h(t).q1(¢).q2(¢) = 0, }

2.4d
0<c <clt)<c,, (2.40)

kde c3, ¢, jsou koncentrace dané latky ptitékajicich roztokd (¢, > ¢1) [kmol.m],
c(t) - koncentrace dané latky vysledného roztoku [kmol.m3], qu(t), gz(t) -
objemové pritoky roztoki [m3.s?], g(t) - objemovy vytok vysledného roztoku
[m3s?], S - prifez sméSovade (plocha hladiny) [m?], h(t) - vyska hladiny
roztoku [m], a - znama konstanta [m®2.s1].

(- @)
! (”t ), 4@)

=_ﬁ
Obr. 2.1. Schéma koncentra¢niho sméSovace

Ukolem je vyjadfit matematicky model koncentraéniho sméSovade
stavove a ovéfit jeho standardnost.

Reseni:
Po tpravé rovnic (2.4a) a (2.4b) na kanonicky tvar a po dosazeni (2.4c) do
(2.4a) dostaneme

)= [ (0)+ aa(0) - 0],
40)= g e =l ez =)

Pouzijeme-li oznaeni
x;=h, Xy =¢, U =qq, Uy =q», (2.5)

obdrzime stavovy model koncentraéniho sméSovace s volnym vytokem
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) a 1 1
Xp=——/X +—uy +—un,
1 S 1 S 1 g 2

cp— X Cy—X (2.6)
X2 = a2 u + 2 2 Uy,
le S)Cl
resp.
x=f(x1)+G(x)u, (2.73)
kde
T T
xz[xl,xz] , u:[ul,uz] , (27b)
— a T
=|—=.x,0| , 2.7¢c
7|~ 40 @70)
1 1
S S
G - 1 — Xy CHr —Xo ! (27d)
i le SXI
XIZO, C1£X2 SCz, u>0. (278)

Ze stavového modelu (2.6) je zfejmé, ze koncentra¢ni sméSovac s volnym
vytokem je standardni nelinearni podsystém, kden=m=2,n;=n,=1(r; =1,
r,=n=2).

Priklad 2.3

Je uvazovan koncentracni sméSova¢ na obr. 2.1, kde vytok (odbér)
vysledného roztoku q(t) je nahodny. V tomto pfipad¢ pro néj plati bilan¢ni
rovnice (2.4a), (2.4b) a fyzikalni omezeni

h(t).q1(1).42(t).4(£) 0, }

2.8
0<c <c(t)<c,. (28)

Matematicky model koncentraéniho sméSovace s ndhodnym vytokem je
tfeba vyjadfit stavove a zjistit, zda je standardni.
Reseni:

Podobnou upravou, jako v ptedchozim ptikladé 2.2, z rovnic (2.4a)
a (2.4b) dostaneme

)= [ (0)+ 42() - a(0)],
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_ 1
C(t) = Sh(t) {[Cl - C(Z)]QI(I) + [02 B C(Z)]Q2(t)} :
Po pouziti oznaceni
xp=h, Xy =¢, v=g, w=q,  Up=q (2.9)
ziskame stavovy model koncentracniho sméSovace s nahodnym vytokem
X ! v+ ! u + ! u
1= PSR BRI L
S 5% (2.10)
. Cl — X2 Cz — X2
Xy = u + Uy,
le S.Xl
resp.
X = f(v) + G(x)u : (2.11a)
x:[xl,xz]T, u:[ul,uz]T, (2.11b)
— 1 T
f=- —V,O} ) (2.11c)
)
BER
_ S S
G=lc "%, oy | (2.11d)
| le le
XIZO, CISX2 SCz, MZO, v>0. (2118)

Ze stavového modelu (2.10) je zifejmé, Zze koncentratni smeéSovac
s ndhodnym vytokem piedstavuje standardni nelinedrni podsystém, kde n = m =
2,n=n=p=1(rr=1,r,=n=2).

Priklad 2.4

Matematicky model primyslového robotu za piedpokladu, ze vSechny
pohony jsou realizovany pomoci stejnosmérnych motorti s konstantnim buzenim
(tento pfedpoklad neni zasadni) a nékterych zjednoduseni, miize byt vyjadien ve
tvaru (Spong & Vidyasagar 1989; Vitecek aj. 1990)

A[q(t)]ij(t) + B[q(t),q(t)]q(t) + c[q(t)] =m, (1), }

. . . (2.12)
=dimc=m, dimA=dimB= (m,m),

dimg = dimm,,

kde A je symetricka kladné definitni matice setrvacnosti, B - ¢tvercova matice
vyjadiujici efekty viskoznich, odstfedivych a Coriolisovych sil, ¢ - vektor
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tthovych efekt, mp(t) - vektor fidicich veli¢in, q(t) - vektor zobecnénych
proménnych.

Matematicky model primyslového robotu (2.12) je tfeba zapsat stavove
a ov¢éfit jeho standardnost.

Reseni:
Zvolime stavové a fidici proménné na zéklad¢ vztahti
T .
X2j_1 = q]’ X = [xl,x3,...,x2m_1] . dlmxl =m,

. T
Y5=4) X =[Xxg.0x0, ], dimx, =m,

(2.13)
x:[xl,xz,...,xn]T, dimx =n=2m,
U; =mpy;, uz[ul,uz,...,um]T, dimu=m
a po upraveé dostaneme
X = —A_l(xl )[B(x)x2 + c(xl )] + A_l(xl)u. (2.14)

Je zfeymé, Ze nyni jiz matematicky model (2.14) mizeme vyjadiit
v ptehledné stavové formé

Xpj1 =X,
) m (2.15)
Xy = fai(x)+ D gas i (x ke,
j=1
resp.
x:f(x)+G(x1)u, (2.16a)
kde
T .

f=[%2.f2:%4, fareesXns fu] dim f =n; (2.16b)

0 0 ... 0]

&1 82 - 82m

0 0 ... 0 ,
G= ,  dimG =(n,m). (2.16¢)

841 842 -+ E4m

1 8nl &n2 -+ Enm |
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Srovname-li matematick¢é modely (2.15) a (2.1a), je zfejmé, Ze
matematicky model primyslového robotu (2.15), resp. (2.16) je standardni, kde
n=2mn=nN=.=nNp=2{(1=2,r,=4,..,rm=2m=n).

Riditelnost nelinearnich i linearnich podsystémii miZe byt definovana
riznymi zpusoby (Kaczorek 1993). Déle budeme uvaZovat b&znou definici
fiditelnosti pouzivanou pro linearni stacionarni podsystémy, viz rovnéz (Kubik
aj. 1982; Takahashi, Rabins & Auslander 1972; Shinners 1992; Westphal 1995):

,, Podsystéem je Fiditelny, existuje-li takové rizeni \, které ho prevede
z libovolného pocatecniho stavu x(t,) do libovolného koncového stavu x(t))
za konecnou dobu t| —ty. "

Kontrola fiditelnosti u nelinearnich podsystémi je velmi naro¢na a pracna
(Isidori 1995; Vidyasagar 1993; Zboray & Durovsky 1996). Pro standardni
nelinearni podsystémy podminka fiditelnosti méa velmi jednoduchy tvar (Zitek &
Vitecek 1999)

rankG(x,v,t)=m, (2.17)
kde rank znamena hodnost matice.

Lze to snadno ukazat. Standardni nelinearni podsystém (2.1) se vyjadii ve
tvaru

) xl(nl) )
x(”z)
= f (x,v,t)+ G (x,v,t)u, (2.183)
(1)
_xl"m_1+1_
f,=D.f, dimf,=m; G,=D,G, dimG,=(mm), (2.18b)

kde f, je agregovany vektor f, G, - agregovana matice G, D, - zakladni
nezaporna agregacni matice typu (M, n), jejiz prvky jsou dany vztahy

1 pro i=
d{

T
=10 _ . (2.19)
pro 1#7;

H

Agregovany vektor f, a agregovanou matici G, lze obdrzet piimo
z vektoru f a matice G vynechanim téch slozek, resp. fadkd, které odpovidaji
nulovym fadkiim v matici G.

Je-li splnéna podminka (2.17), je ztejmé, Ze rovnéz plati

rankG(x,v,t) = rankG, (x, v, t) =m, (2.20)

a proto agregovand matice G; je v tomto piipad¢ regularni.
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Vztah (2.20) je velmi uzite¢ny, protoze dovoluje zastoupit podminku
(2.17) jednodussi ekvivalentni podminkou

det GZ(x,v,t);t 0, (2.21)

kde det je determinant matice.

Bude-li nyni pouzito fizeni

Uy

T
u:GZ_l(x,v,t)[uO—fz(x,v,t)], uoz[uf),ug,.. uo] . dimu® =m, (2.22)

pak v souladu s (2.18a) se dostane

()

X1

L(m)
= 0, (2.23)

(1)
_xrminl +1 |

Pouzitim fizeni (2.22) u nelinedrniho nestacionarniho podsystému (2.1) za
piedpokladu splnéni podminky (2.17), resp. (2.21) byl ziskan linearni
stacionarni podsystém skladajici se z m autonomnich podsystému dil¢ich fada

n; s novymi vstupy u?. Kazdy j-ty autonomni podsystém se sklada z fetézce
n .

; integratord, a proto je fiditelny (Zitek & ViteCek 1999). Protoze kazdy

autonomni dil¢i podsystém je fiditelny, proto je rovnéz fiditelny cely linearni
podsystém (2.23).

Je-li tedy u standardniho nelinearniho nestacionarniho podsystému (2.1)
splnéna podminka (2.17), resp. (2.21), pak ho mizeme vhodnym fizenim [napf.
(2.22)] transformovat na fiditelny linearni staciondrni podsystém. Proto
podminka (2.17), resp. (2.21) je postacujici podminkou fiditelnosti piivodniho
standardniho nelinearniho podsystému (2.1).

Skute¢nou fiditelnost konkrétniho nelinearniho podsystému mohou

samoziejm¢ naru$it riznd fyzikdlni omezeni jak na stavové, tak 1 fidici
proménné.

Priklad 2.5

Je tfeba ovéfit fiditelnost nelinedrnich podsystému z piikladii 2.1 - 2.4,
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ResSeni:

Piiklad 2.1 - v souladu se vztahy (2.19) zvolime zakladni agrega¢ni matici

0 10
D, = (2.24a)
0 0 1
a ze (2.3d) dostaneme
2
D.G=G. {(1) 1+1x } (2.24b)

Protoze detG; # 0 pro libovolné X a v, standardni nelinearni podsystém
(2.2) je globalné tiditelny.

Ptiklad 2.2 a 2.3 - v obou piikladech matice G jsou Ctvercové a stejné, viz
(2.7d) a (2.11d), a proto zakladni agregac¢ni matice je jednotkova, tj. D, = I. Lze
tedy psat [viz (2.21)]

G(x)=G.(x) = detG(x)=2 "1 (2.25)
S X1

a je ziejmé, ze standardni nelinearni podsystémy (2.6) a (2.10) jsou pro x; # 0

(c2 > ) [resp. X1 > 0 pfi respektovani fyzikalnich omezeni (2.7e), ptip. (2.11¢)]

riditelné.

Ptiklad 2.4 - ze vztahu (2.14) vyplyva, ze [viz (2.21)]

G.(x))=A""(x), (2.26)

tj. matice A(X1) je regularni [det A(x;) # 0], a proto standardni nelinearni
podsystém (2.15), resp. (2.16) je globalné fiditelny.

Matematické modely nelinearnich podsystémil, které nemaji standardni
tvary, mohou byt pomérné Casto na n¢ transformovany. Obecné postupy jsou
velmi vysoce teoreticky 1 vypocetné ndroc¢né, a proto si uvedeme pouze
jednodussi, ale z praktického hlediska vyznamné;jsi, postup exaktni transformace
formou jednoho obecného ptikladu, viz téz ptiklad 2.10. Dalsi ptiklady
a postupy lze nalézt v (Zitek & Vitecek 1999).

Priklad 2.6

Je dan matematicky model nelinearniho podsystému 5. fadu
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g1 = £1(q), 41(0)= g1
G2 = f5(@)+ gh1(qhy + glqha,  42(0)=g20.
3 = f3(q1.93.94). 73(0)= g30, (2.27)
qs = f1(q), q4(0) = g0,
gs = f3(q) + g51(g)huy + g52(q)ua,  45(0)=gs0.

Matematicky model (2.27) je tfeba transformovat na standardni tvar.

ResSeni:

Nejdiive matematicky model (2.27) zapiSeme vektorové

q=r'(q)+&i(q)m +g5(q)uz, 4(0)=qo, (2.28a)
kde

q=a1.92.....95]". dimg =5,

= £ dim f' =5,

g =10.251.0.0. 85", dim g =5, (2.28b)
g5 =0,£5,,0.0,g5,]", dim g5 =S5,

u:[ul,uz]T, dimu = 2.

Nyni dil¢i rovnice v (2.27), které nema;ji standardni tvar, derivujeme podle
Casu (prvni a ¢tvrtou rovnici jedenkrat a tieti dvakrat)

NT NT
é1=(@€1j 61=(@j (f'+glu +guy),

2’} q
14 T 1 T
Gs = (%j q= (%j (f'+gluy + ghus ), (2.29)
! T ! T
e e

V posledni rovnici vektor ¢ mohl byt zastoupen vektorem f’, protoze
93
A

2. a 5. slozka vektoru

je nulova. Posledni vztah derivujeme jesté jednou

a po upraveé obdrzime
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T T
. . 0’72 !/ !/ ! ) !/ ! , ,
g =" J; +(J3j 2l f +(@j g (gfuy + ghus). (2.30)
a aq) A aq) A
Zvolime nové stavové promeénné
X1 =41
Xy =X =4,
X3 =43, (2.31)
X4 = X3 = (g3,
X5 = X4 = (3

a zbyvajici plivodni stavove proménné (2, gs & (s ur¢ime z odpovidajicich rovnic
ve vztazich (2.27) a (2.29)

Xy = f1(x1,92.%3.94.95) |
x4 = f3(x1.%3.94)

NT
sz(?) f > = 42.94.95. (2.32)

q1 = X1
q3 = X3

Nyni jiZz dostaneme na zdkladé¢ (2.29) - (2.32) transformovany
matematicky model ve standardnim tvaru (n =5, m=2,n,=2,n; = 3, r; = 2,
r,=n=5)

Xp = X3,

Xy = fo(x)+ ga1(x)uy + gao(x )y,

%5 = x4, (2.333)
X4 = X5,

x5 = f5(x)+ g51(x)uy + gsp(x)us,

kde
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N
f2<x>=[§j fl
NI ~T
gzl(x)=(2j gl > gzz(x)=(2] g >
) o . * (2.33h)
a ! ! !
fs(x){f’T &1{3{@ g]]f’ ,
N N
gsl(x)=@;3J gqgi : gsz(x){?;?’] gqg'z ,

kde zapis \x znamena, ze vSechny slozky plivodniho (vychoziho) stavového
vektoru g jsou zastoupeny slozkami nového stavového vektoru X.

Pocate¢ni podminky ziskame z odpovidajicich rovnic ve vztazich (2.27)
a (2.29)

o> ¥3(0)=x39 =430,

AT (2.33¢c)
q;;-”j £

znamend, Ze vSechny proménné jsou zastoupeny svymi

x1(0) = x19 = g1, %2(0)=2x9 = f7

x4(0) = x49 = 3]y ¥5(0) = x50 Z(

kde zapis |,

pocate¢nimi hodnotami.

Vektorové vyjadieni matematického modelu (2.33) je

x=f (x)+G(x)u, x(O):xO, (2.34a)
kde
T . T .

xz[xl,xz,...,xs] , dimx =5; u:[ul,uz] , dimu =2,
f:[xz,fz,x4,x5,f5]T, dim f =5,

C o 0

821 822 (2.34b)
G=| 0 0 |, dimG =(52).

0 0
| 851 &52
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Podminka fiditelnosti pro transformovany nelinedrni podsystém (2.34),
resp. (2.33) ma tvar [viz (2.21)]

&1 8

detG,(x) = det{
851 852

} = 221852 — &22851 7 0. (2.35)

V celé tadé prakticky dulezitych ptipadt transformace nestandardnich
matematickych modeld nelinearnich podsystémt na standardni tvary mize byt
provedena jednoduchymi postupy spocivajicimi ve vhodné volbé stavovych
proménnych a v derivaci podle ¢asu nestandardnich dil¢ich rovnic ve slozkovém
stavovém vyjadieni. Kazd4 nestandardni dil¢i rovnice se derivuje podle Casu
tolikrat, az se v nich objevi fizeni. Pokud po tomto postupu matematicky model
nebude standardni, pak se je tieba obratit na specializovanou literaturu, napf.
(Isidori 1995; Kaczorek 1983; Khalil 1996; Lin 1994; Vidyasagar 1993). Pii
ru¢nich vypoctech je vhodné pouZzivat slozkovy zapis a pii pocitacovych
upravach pomoci programil symbolické matematiky je vyhodn&jsi pouziti
vektorll a matic.

2.2 Navrh Fizeni metodou agregace

Podkapitola se podrobné zabyva navrhem programového fizeni metodou
agregace stavovych proménnych na zikladé minimalizace ucelového
funkcionalu (Vitecek 1991; Zitek & Vitecek 1999).

Programové tizeni spoCiva v rychlém a pfesném sledovani predem zadané
pozadované stavové trajektorie {x"(¢)} skutenou stavovou trajektorii {x(¢)}

fizen¢ho nelinedrniho podsystému, tj. v minimalizaci v kazdém casovém
okamziku vektoru odchylek [viz rovnéZ (1.80)]

e(t)=x"(1)—x(¢). (2.36)

Proto pro globalni hodnoceni kvality programového fizeni mize byt
s vyhodou pouzit kvadraticky ucelovy funkcional

J = Ojo(eT Qe +é” Qoé)dt, (2.37)
0

kde Q, Qo jsou symetrické kladn¢ definitni, resp. kladn¢ semidefinitni konstantni
vahové matice fadu n.

Je ztejmé, ze z dlivodu existence funkciondlu (2.37) musi platit

lim e(z) = lim é(z)=0. (2.38)

t—o0 -
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Prvni vyraz v integrandu tcelového funkcionalu (2.37) zajiSt'uje blizkost
stavovych trajektorii {x(¢)} a {x"(¢)}, druhy vyraz zajistuje dostatecnou
blizkost i jejich zmén v Case, tj. jejich derivaci {x(r)} a {x"(¢)}. Vzhledem
k tomu, ze ke kazdé Casové zmeéné stavu je potieba urcité energie na fizeni, tento
vyraz nepiimo vyjadiuje i spotifebu energie.

Dilezitost jednotlivych slozek vektorii € a ¢ vyjadiuji odpovidajici prvky
vahovych matic Q a Qo.

Nyni jiZ mizeme zformulovat ulohu optimalniho programového fizeni:

Pro standardni nelinearni podsystém [viz (2.1)]

X = f(x, v, t) + G(x, v, t)u, x(O) =X (2.39)

je tfeba urcit takove zpétnovazebni tfizeni
sk

u = u*(x,xw,v,t), (2.40)

které minimalizuje kvadraticky ucelovy funkcional (2.37).

Za ptedpokladu, Ze u standardniho nelinearniho podsystému (2.39) je
splnéna podminka fiditelnosti (2.17), resp. (2.21), danou ulohu optimalniho
programového fizeni muZzeme feSit pomérné snadno, zavedeme-li vektor
agregované odchylky (Vitecek 1991; Zitek & ViteCek 1999).

s=—De, dimD-= (m,n), rankD =m, (2.41)

kde D je nezaporna agregacni matice [tato agregacni matice je obecné jina nez
zékladni agregacni matice D; dan4 vztahem (2.19)].

Nyni v kvadratickém tucelovém funkcionalu (2.37) miizeme vektory € a é
dimenze n zastoupit odpovidajicimi agregovanymi vektory sa s dimenze m, tj.

J = j( Ts+STT2S)a’t, (2.42)
0

kde

T =diag[1;,T,...,T,,] (2.43)

je diagondlni matice kladnych ¢asovych konstant T; fadu m.

Ze srovnani funkcionala (2.37) a (2.42) vyplyvaji rovnosti
0=p"D, 0,=D"T°D (2.44)
a dale na zaklad¢ vztahi (2.38) a (2.41) plati
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lim s(t) = lim s(t) =0. (2.45)
{—>0 t—>©

Ze vztahl (2.44) je ziejmé, Ze pro dané matice D a T vzdy existuji
odpovidajici vdhové matice Q a Qo, a proto vV tomto piipadé oba funkcionaly
(2.37) a (2.42) jsou vzajemné¢ ckvivalentni. Pro dané matice Q a Qo oba

funkcionaly budou vzijemné ekvivalentni pouze za piedpokladu existence
rozkladu (2.44).

Jednoduchéd struktura kvadratického ucelového funkciondlu (2.42)
umoziuje jeho pfimou minimalizaci bez pouziti metod dynamické optimalizace.

Pouzijme pomocny kvadraticky funkcional
o0
[(Ts+s)' (15 +5)dr | (2.46)
0
ktery nabyva svého ostrého globalniho minima rovného 0 na ¢asové vektorové

- * y e v v r . 7 r . (4 4 .
funkci {s (#)}, ktera je feSenim linearni diferencialni rovnice

Ts+s=0 (2.47a)
pii pocatecni podmince [viz (2.41)]
s(0)=s¢ = —De(0) = —De,. (2.47b)

Reseni diferencialni rovnice (2.47) ma jednoduchy tvar
s (1) = exp(— T _lt)so , (2.48)
ze kterého vyplyva pfimo interpretace diagonalni matice (2.43) jako matice
casovych konstant.

Ukézeme, Ze kvadraticky ucelovy funkcional (2.42) nabyva svého ostrého

globdlniho minima na stejné funkci {s*(t)} jako pomocny kvadraticky
funkcional (2.46), tj. na feSeni (2.48) diferencialni rovnice (2.47).

Pomocny kvadraticky funkcional (2.46) upravime
J(TS + s)T(TS + s)dt =I(STS + STT2S)dt + 2ISTTS‘dI (2.49)
0 0 0

a posledni vyraz integrujeme metodou per partes s vyuzitim koncovych
podminek (2.45):

o0 o0 (e )

o0
JsTTSdtz[sTTs]o —JSTTsdtz—s()TTsO—JsTTSdt =
0 0 0



2 Metoda agregace stavovych proménnych 59

= 2[s"Tsdt = —s3 Ts,. (2.50)
0
Na zaklad¢ vztahi (2.49) a (2.50) dostaneme velmi diilezitou rovnost
J(s7s+sTT28)de = [ (T5+s)" (Ts+ s)d + 5 T (2.51)
0
Protoze hodnota [viz (2.47b)]

J =slTsy = el D'TDe, (2.52)

je konstantni, zrovnosti (2.51) vyplyva, ze kvadraticky Ucelovy funkcional
(2.42) nabyva svého ostrého globalniho minima rovného hodnoté (2.52) na

stejné funkci {s*(t)} jako pomocny kvadraticky funkcional (2.46).

Je rovnéZ ziejmé, Ze pokud plati vztahy (2.44), je hodnota (2.52) soucasné

1 ostrym globalnim minimem plvodniho kvadratického ucelového funkcionalu
(2.37).

Diferencialni rovnice (2.47) popisuje vlastnosti optimalniho uzaviené¢ho
systému fizeni vzhledem k vektoru agregované odchylky s. Po dosazeni (2.41)
do (2.47) a tpravé obdrzime agregovanou diferencialni rovnici optimalniho
uzavieného systému fizeni vyjadienou vzhledem k vektoru odchylek e, .

Dé+T 'De=0, e(O):eO, (2.53)
kde v souladu s (2.36) a (2.39)
e=x"— f(x, v, t) — G(x, v, t)u*. (2.54)

Ve vztazich (2.53) a (2.54) zdavodu vétsi piehlednosti nejsou
hvézdickami * oznaCeny vektory €, é a X, podobné jako vektory s a § V rovnici
(2.47a), 1 kdyZ jsou optimalni.

Bude-li platit
rank| DG(x,v,t)|=m, (2.55)
pak ze vztahtli (2.53) a (2.54) miZeme jiz snadno urcit optimalni zpétnovazebni
fizeni

u = [DG(x, v,t)]_1 {T_lDe + D[)'cw — f(xv, t)]} : (2.56)

Ze vztahu (2.56) je ziejmé, ze kromé zadané stavové trajektorie {x"(7)}

musime rovnéZ znat i jeji derivaci {x"(¢)}.
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Pokud budeme uvaZovat xw(t) =0 (stabiliza¢ni fizeni), pak tloha
optimalniho fizeni spoc¢iva v pievedeni daného nelinearniho podsystému (2.39)
Z poCatecniho stavu x(O) =xy do zadaného koncového stavu x(oo) =x"

a setrvani v ném pii minimdlni hodnoté kvadratického ucelového funkcionalu
(2.37). | v tomto pripad¢ minimalni hodnota funkcionalu (2.37) je dana vztahem
(2.52).

Optimalni uzavieny systém fizeni (2.53) mlzeme vyjadfit v obvyklém
tvaru (pfi uvazovani rovnic ¢ =e;,,i # ;)

ée=Ae, e(O) =ey, (2.57)

kde A je stavova matice dynamiky uzavien¢ho systému fizeni fadu n.

Zvolime-li prvKky d; agregacni matice D v souladu se vztahy [viz (2.1a)]

dj=0 pro i<r; nebo i>r;,
djl >0 pro rj_l <I <I"J, (258)
djl’~ :1,

J

pak charakteristicky mnohoclen optimalniho uzaviené¢ho systému fizeni (2.57),
resp. (2.53) bude

N"(s) = det(sT - 4 :ﬁ (2.5a)

(2.59b)

kde s je komplexni proménna v Laplaceové transformaci, N]W - charakteristicky
mnohoclen j-tého autonomniho podsystému fizeni fadu n;.

Je tedy zieymé, Ze v tomto piipad€ optimalni uzavieny systém fizeni
(2.53), resp. (2.57) je tvofen m autonomnimi linedrnimi podsystémy fizeni,
jejichz pozadované dynamické vlastnosti mizeme snadno zajistit vhodnou
volbou casovych konstant T; a koeficientd dj jejich charakteristickych
mnohoclentl (2.59b), tj. vhodnou volbou matic T a D. Je to nesmirn¢ dulezité,
protoze pozadované dynamické vlastnosti uzavieného systému ftizeni (2.53),
resp. (2.57), tj. pozadovanou kvalitu programového fizeni vyjadienou minimalni
hodnotou kvadratického ucelového funkcionalu (2.37) zaruCime bez nutnosti
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predchozi znalosti vdhovych matic Q a Qo. Vidime tedy, ze kvadraticky tcelovy
funkcional (2.37) ma pouze pomocnou roli a ze pfi jeho minimalizaci doslo ke
zpétnovazebni linearizaci typu ,,vstup - stav*. Tato linearizace spociva v
kompenzaci vSech nelinearit véetné poruch a dodani takovych linedrnich vyrazi,
které zajisti pozadované linedrni vlastnosti uzavieného systému ftizeni. Je
zfejmé, Zze v piipadé nedostateCné znalosti matematického modelu ftizeného
nelinearniho podsystému, resp. neméfitelnosti poruch, miize dojit k nedokonalé
kompenzaci a uzavieny systém fizeni nemusi dosdhnout pozadované kvality
fizeni a miize byt dokonce nestabilni.

Zvolime-li agregacni matici D v souladu se vztahy (2.58), coz budeme
vzdy predpokladat, pak plati [viz (2.18b) a (2.19)]

DG(x,v,1)=D,G(x,v,t)=G,(x,v,1) (2.60)

a optimalni zpétnovazebni fizeni (2.56) miizeme zapsat take ve tvaru

%

u = Gz_l(x, v, t){T_lDe + D[xw - f(x, v,t)]} : (2.61)

Protoze zpétnovazebni algoritmus ftizeni (2.56), resp. (2.61) vyzaduje
znalost presného matematického modelu fizeného nelinearniho podsystéemu
(2.39) vcetné plné meéfitelnosti poruch v, je ziejmé, Ze tento algoritmus
nedovede reagovat na nepfesnosti a zmény ve vlastnostech tizeného
nelinearniho podsystému ani na neméfitelné poruchy, a proto je to nerobustni
algoritmus fizeni.

Piiklad 2.7

Pro nelinedarni podsystém (2.2) [resp. (2.3)] z ptikladu 2.1 je tieba
metodou agregace navrhnout programové fizeni na zakladé tucelového
funkcionalu, které¢ zajisti sledovani pfedem zadané¢ poZadované trajektorie

{x" (1)}
ReSeni:

Protoze dany nelinearni podsystém je standardni a fiditelny (viz piiklad
2.5) miZzeme na zaklad¢ vztahi (2.3), (2.24b), (2.43), (2.58) - (2.61) piimo psat

u' =G\ (x){7" De+ D[x" — f(xv)]}, (2.62)
T =diag[1;, 53], 1):{01(1)1 (1) ﬂ (2.63)
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Zvolime-li pro prvni autonomni podsystém fizeni sledovani s meznim

. . Iz o v . 1 | &4 4 4 4 W

aperiodickym pribéhem, tj. dy, :?, pak po vzigjemném dosazeni a Upravé
1

dostaneme optimalni zp&tnovazebni fizeni

W 1 2 b
| 1 b X2 +—2€1+?€2—X1X2—V
u*:{ ‘( 4 )} I | ! , (2.644)
0 1 XY+ —e3—x1x0 — X3
i I 1
které miizeme rovnéZz vyjadiit slozkove
x 1 2 ) 1
U =X +—€ +—8€, —X/X, —v—(1+ X | X3+ ey — XX, — XS,
Tl Tl TZ
0 (2.64b)
. . 1
U, = X3 +—€, — XX, — X5,
T2

Optimalni uzavieny systém fizeni bude mit v souladu s (2.57) [resp.
(2.53) po Gpravé] tvar

e =ey, e(0)=eyo,

e ——Le —ze e (O)—e (2.65)
) = = e 2 205 :
é3 Z—Tizes» e3(0)= e30.

Snadno se milizeme presvédCit, Ze charakteristicky mnohoclen systému
fizeni (2.65) je [viz (2.59)]

o[ [3 )

(2.66)

Priklad 2.8

Metodou agregace je tfeba navrhnout stabilizacni fizeni na zakladé
ucelového funkciondlu pro nelinedrni podsystém z ptikladu 2.3. Tzn. je tfeba
navrhnout takova fizeni u; =¢q; a u, =q,, kterd v koncentratnim smeéSovaci



2 Metoda agregace stavovych proménnych 63

zajisti pfevedeni pocatecni vysky hladiny roztoku x;y =%y > 0 na pozadovanou
vysku hladiny x;* =/4" >0 a pocate¢ni koncentraci roztoku c¢; < x,9 =co < ¢y

na pozadovanou koncentraci ¢; <xy =c¢" <c¢, a udrZovani vysky hladiny
a koncentrace na téchto hodnotach pfi métitelném nahodném odbéru v = q.

ResSeni:

Protoze nelinearni podsystém (2.11) je pro x; >0 fiditelny [viz ptiklad
2.5, vztah (2.25)] an = m = 2, proto plati

D=D.=1 = G(x)=G,(x). (2.67)

V souladu se vztahy (2.11) a (2.61) pro x" = 0 miZeme psat

u :Gz_l(x)[T_le— f(v)], T = diag[7;, 3 ], (2.68a)
i S(cy —x3) 5y __ie +lv

L=l aa o-ca|L 'S (2.68b)
_Sla=x) 8 R
L G ~q9 G- 1L I

ZapiSeme-li fizeni (2.68) slozkove, dostaneme

(2.69)

Optimalni uzavieny systém fizeni bude popsan diferencidlnimi rovnicemi

. w
hixp+x=x1,  x9=hy, }

. w
T2X2 + Xy =Xy, X0 = Cp-

(2.70)

Casové konstanty T; a T, je tieba volit s ohledem na objem
koncentracniho sméSovace a omezeni fizeni (akEnich veli€in).

Priklad 2.9

Pomoci metody agregace je tfeba navrhnout programové fizeni na zakladé
ucelového funkcionalu pramyslového robotu z piikladu 2.4 pro mezni
aperiodické pohyby vSech kinematickych dvojic.
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Reseni:

Matematicky model (2.16) primyslového robotu je standardni a fiditelny
(viz ptiklady 2.4 a 2.5). Protoze rj = 2j, vSechny dil¢i podsystémy fizeni budou
2. tadu, a proto pozadavek mezniho aperiodického pohybu kinematickych dvojic
znamena, ze jejich charakteristické mnohocleny budou mit tvar [viz (2.58) a

(2.59)]

N}V(S):[i+s)(i+sj =i2+is+s2 : (2.71)
noNn )
Lze tedy psat (n = 2m)
T =diag 7}, D,....T,,], dimT =(m,m), (2.72a)
- _
— 1 0 0 ... 0 O
L
0 0 L 1 0 0
D= T , dim D = (m,n). (2.72b)
0O 0 0 O — 1
L Tm |

Optimalni programové ftizeni v souladu se vztahy (2.61), (2.16), (2.26)
a (2.72) ma tvar

u = A(xl){T_lbe + D[ - f(x)]} . (2.73)

Optimalni uzavieny systém fizeni popisuje soustava m dilCich
diferencialnich rovnic 2. fadu

€rj-1 =€ e2j-1(0)= 210,
‘ 1 , (2.74)
bj=——zej1-a)  e;0)=e;,
T; T
Priklad 2.10

Matematicky model ramena manipuldtoru s pruznym spojenim v souladu
s obr. 2.2 je dan vztahy (Zitek & Vitecek 1999)
J@1(e) + mgr cosy () + clgy (£) - o (1)] = 0, }

T2 (1) = clo1 (1) = 03 ()] = my (1), (2.75)
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Obr. 2.2. Rameno manipuléatoru s pruznym spojenim

kde ¢ je uhel natoeni ramena [rad], ¢, - Ghel nato¢eni hiidele motoru [rad],
Jr - hmotny moment setrva¢nosti ramena [Kg.m?], Jn, - celkovy hmotny moment
setrva¢nosti motoru [Kg.m?], m - soustfedéna hmotnost ramena [Kg], r - poloha
soustfedéné hmotnosti ramena [M], C - torzni tuhost spojeni [N.m.rad], my -
hnaci moment [N.m], g - tthové zrychleni [m.s™].

Pro rameno manipuldtoru s pruznym spojenim je tfeba metodou agregace
navrhnout programové fizeni na zékladé ucelového funkcionalu.

ReSeni:

Pouzijeme-li oznaeni

= s = ’ u=my,
| ?1 | q3 ?2 | h } (2.76)
9 =49 =P, 44 =943 = P2
dostaneme stavovy model ramena manipulatoru s pruznym spojenim
91 =92, 71(0)=g10 = P10,
Gy =—ajcosqy —ar(q1 = q3),  42(0)= 20 = P10, (2.77a)
93 =44, 43(0)= g30 = P20,
Gs = a3(q1 — q3) + ayu, q4(0) = q40 = P20,
mgr )
a=——, ay=—,
a 2=
(2.77b)
L
3 Jm ) 4 Jm ’ |

ze kterého vyplyva, Ze nema standardni tvar.

Druhou dil¢i rovnici v (2.77a) dvakrat derivujeme podle €asu, zvolime
nove stavoveé promeénné
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X1 =41,

x :x = . = ,

2 .1 ?1 92 (2.78)
X3 =X ={q»,

X4 =X3=¢

a po zastoupeni vSech piavodnich proménnych @i novymi proménnymi
dostaneme po upravé matematicky model ramena manipulatoru s pruznym
spojenim ve standardnim tvaru (n =4, m=1,n;=r=n=4)

Xp =X,

Xy =x3,

3=, > (2.79a)
)Ef4 = Cll(x% - a3)cosx1 + a|xs Sinxl — (612 + a3)x2 +tarayly

pii pocatecnich podminkach

x1(0)=x19 = 410, x2(0) = x29 = 920,

x3(0)=x39 = —a; cosqyo — ay(q10 — 930): (2.79b)
x4(0) = x40 = a1920 5in q10 — a5 (920 — 940)

Protoze ¢g; = g4 = aas # 0, nelinearni podsystém (2.79) je globalné
fiditelny. Vyjadiime ho vektorové

X = f(x) + gu, x(O) =Xy, (2.80a)
x =[xy, x5, 23, x4, g=[000g,],
[ =354 4] (2.80b)

f4 = al(xg —aj )COS.Xl + apxs sin X1 — (Cl2 + as ))Cz.

Protoze m = 1, matice T a D maji jednoduché tvary

T=1,,
o (2.81)
D:d Z[dl,dz,d3,1].

Hodnoty prvkd dj mizeme urcit na zakladé pozadovanych vlastnosti

uzavien¢ho systému fizeni, jehoZ charakteristicky mnohoclen ma v souladu
s (2.59) tvar

N"(s)= (d1 +dys+ d3S2 + s3)(% + SJ : (2.82)

Optimdlni zpétnovazebni fizeni dostaneme na zékladé vztahu (2.61)
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* 11 .7 (. w
y _ghd e+d (x —f)} (2.83a)

a po rozepsani bude mit tvar

P {xlv+ﬁel+(dT—2+d1jez+(%+dZJe3+(Ti+d3j€4—f4}-(2-83b)

aray 1 1 1 1

Pokud bude k dispozici pouze druha derivace Zzadané trajektorie,
tj. {x;" ()}, (X" ()} a {x"(¢)}, pak Fizeni bude dano vztahem

1 |d (dz j (d3 J (1 )
u = —e+|—=+d|len +| =+d —| —+d — 2.84
02614{7“1 1 7 1|e T 2|3 T 3|X4— fa (2.84)

a odpovidajici uzavieny systém fizeni bude popsan soustavou diferencidlnich
rovnic

él =&, 61(0) =€0-
é2 =e3, 82(0) =€,
fC3 =X, X3(O) =X30> (285)
o= G o (G ed o)
X4 =—e +| —=+d|ler +| =2+d, |ex —| —+d; |x4, 0)= .
4 Tll T, 1|€2 T, 2163 T 3 |%4 x4() X40

V této podkapitole je ukazano, Ze vhodnou agregaci stavovych
proménnych standardniho nelinearniho podsystému lze jejich pocet snizit na
pocet fidicich proménnych, ktery vétSinou byva podstatné nizsi. Dojde tak ke
zjednoduseni navrhu programového fizeni. Pfi navrhu fizeni na zékladé
ucelového funkcionalu dochazi ke zpétnovazebni linearizaci, a proto uzavieny
systém fizeni je linearni. Umoziuje to jednoduSe zajistit pozadované vlastnosti
uzavieného systému fizeni pomoci vhodné volby agregaéni matice D
a diagonalni matice Casovych konstant T bez nutnosti feSeni optimalizacni
ulohy, tj. bez nutnosti minimalizace vychoziho ucelového  funkcionalu.
Uvedeny piistup je velmi jednoduchy, inZzenyrsky, a v ptipad¢ standardnich
nelinedrnich podsystémi (tj. bez nutné transformace na standardni tvary) mtize
byt pouzit pfimo bez hlubokych teoretickych znalosti jak neline4rniho, tak
1 optimalniho fizeni.

2.3 Navrh robustniho rizeni

V této podkapitole je ukdzadno vyuziti metody agregace stavovych
proménnych pii ndvrhu robustniho fizeni (Zitek & Vitecek 1999).
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2.3.1 Rizeni s vysokym zesilenim

Algoritmy fizeni uvedené v predchozi podkapitole 2.2 vyzaduji znalost
presného matematického modelu fizeného nelinearniho podsystému i1 na n¢j
ptisobicich poruch. To zplisobuje, Ze v realnych podminkéch, kdy vzdy dochézi
ke zméndm vlastnosti nelinedrniho podsystému a kdy poruchy nejsou vzdy plné
meéfitelné, tyto algoritmy nemusi zaruCovat dostateCnou kvalitu fizeni
a dokonce mohou zpiisobovat nestabilitu uzavieného systému fizeni. Tento
z praktického hlediska velmi dulezity problém lze feSit napf. prabéznym
vypoctem zpétnovazebniho fizeni.

Vyjdéme ze vztaht (2.53) a (2.54). Prvni z nich zapiSme ve tvaru

mw(u) -0, (2.86a)
kde

mw(u*) - Dé(u*) +T7'De, (2.86b)
é(u*) =x" — f(x,v.1)-G(x,v, t)u*. (2.86¢)

V piedchozi podkapitole 2.2 rovnice (2.86a) byla feSena analyticky. Nyni
J1 vyfeSime iteracni metodou pevného bodu (Chua & Lin 1975; Vite¢ek 1991),
tj.
wey =uw, —Km"(u); k=012, (2.87)

kde K je vhodné zvolena regularni ¢tvercova matice fadu m, Up - pocatecni
odhad fizeni.

Za piedpokladu, 7e matice K bude vhodné& zvolena, vektory x, x", f
a matice G se béhem itera¢niho vypoctu budou ménit dostate¢né pomalu, t;.

x, x", f, G ~ konst, (2.88)
feeni (2.87) bude konvergovat k pevnému bodu u’, tj.

lim u, =u". (2.89)
k—o

Zvolime-li napf.

K=J7", (2.90)
kde

ﬁnw
J(u)= dl(”) (2.91)
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je Jacobiova matice funkce mY, obdrzime znamou Newtonovu-Raphsonovu

iteratni metodu feSeni nelinedrnich rovnic (Chua & Lin 1975). Na zakladé
vztahtli (2.86b), (2.86¢) a (2.90) lze psat

J(u)=-DG=-G, =J, (2.92)

a proto po dosazeni (2.92) pfi uvazovani (2.90) do (2.87) dostaneme

%

w-u (2.93)

tj. ziskdme optimalni zpétnovazebni tizeni (2.61) v jednom iteratnim kroku. Je
to dano linearni zavislosti matematického modelu standardniho nelinearniho
podsystému na fizeni U.

Je zteymé, ze pokud matice K nebude piesnou inverzi Jacobiovy matice
(2.91), pak itera¢ni proces mize byt nekone¢ny a dokonce mize divergovat.

Ur€ovani zpétnovazebniho fizeni na zéklad¢ rekurentni diferenéni rovnice
(2.87) neni nejvhodnéjsi, a proto tuto diferencni rovnici zastoupime diferencialni
rovnici

d‘;_f) _em*ult)] u(0)=u,, (2.94)

ktera ma stejné ustalené feSeni jako piivodni diferencni rovnice (2.87), t;.

*

lim u(t) =u , (2.95)
{—>00
kde
@=-1K, A1—>w. (2.96)

VySettime nyni stabilitu ustdleného feSeni (2.95) na zéklad¢ linearizované
diferencialni rovnice (2.94) za predpokladu, ze plati (2.88) (Vidyasagar 1993;
Zitek 1990; Razim & Stecha 1997). Linearizaci provedeme v okoli ustaleného
feseni U’ tj.

! u(t) - = Jm(u*)[u(t) — u*] : (2.97)

kde Jacobiova matice Jm(u*) je dana vztahem [viz (2.92)]
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(2.98)

Protoze se predpoklada splnéni podminek (2.88), asymptoticka stabilita
ustaleného feSeni U, a tedy i feSeni pivodni diferencialni rovnice (2.94) bude
zajisténa, budou-li kofeny charakteristicktho mnohoclenu linearizované
diferencialni rovnice (2.97)

det(sI—J,,) = det(sI+ OG.,) (2.99)
mit zaporné redlné ¢asti.
Zvolime-li v (2.96) matici K = GZ‘1 nebo G, pak Jacobiova matice J,,

bude symetricka [viz (2.98)], a proto nutnou a postacujici podminkou stability
ustaleného feSeni U™ v tomto piipadé je kladna definitnost matice @G, (pro

K=G, ! vzdy splnéno).

Je-li matice G; diagonalni

G, =diag[g. 2., &, (2.100)
pak je vhodné, aby matice @ byla rovnézZ diagonalni, tj.
o =diag|o,,0,,...,0,]. (2.101)

V tomto pfipadé nutna a postacujici podminka stability je déana
jednoduchymi vztahy
protoZze Jacobiova matice (2.98) je diagonalni a kofeny charakteristického
mnohoclenu (2.99) jsou

V obecném ptipade je tieba pii ovéfovani stability feSeni diferencidlni
rovnice (2.94) vychdzet z charakteristického mnohoclenu (2.99) linearizované
diferencialni rovnice (2.97).

Integraci diferenciéalni rovnice (2.94) dostaneme
t

u(t)=[ém"dr+u,, (2.104)
0

resp. za predpokladu
@ ~ konst, (2.105)
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tj. kdyZ se matice @ bude ménit béhem vypoctu dostatecné pomalu,
t

ut)=@[m"dr+u,. (2.106)
0

Doposud jsme piedpokladali splnéni podminek (2.88) a (2.105). Ve
skute¢nosti tyto podminky nemohou byt striktné nikdy splnény. Mohou vsak byt
zajistény piiblizné za predpokladu, Ze vypocet optimélniho zpétnovazebniho
fizeni U” bude podstatné rychlejsi, nez jsou asové zmény vyrazii (2.88) a
(2.105). Znamena to, ze vypocet musi probéhnout béhem takového Casového
intervalu, béhem kterého lze predpokladat ptiblizné splnéni podminek (2.88) a
(2.105) a samoziejm¢ musi platit (2.95). Toho 1ze dosdhnout vhodnou volbou
matice @, resp. matice K a volbou dostate¢né vysoké hodnoty zesileni A. I kdyz
vypocet optimalniho fizeni na zdklad¢ vztahu (2.106) [pfipadné (2.104) nebo
diferencialni rovnice (2.94)] teoreticky bude optimalni pro t — oo [viz vztah
(2.95)], budeme dale piedpokladat, Ze jeho vypocet je dostateéné rychly, a proto
ho Ize povazovat za suboptimalni zpétnovazebni tizeni a budeme ho oznacovat
ktizkem x, tj.

t
u*=0[m"dr+u;. (2.107)
0

Ukazuje se, ze velmi Casto matice & muZe byt konstantni a diagonalni
(Vitecek 1991; Zitek & ViteCek 1999), a proto se dale budeme zabyvat
pfedevSim timto ptipadem. Ditlezité je, Ze v algoritmu fizeni (2.107) jako
integrand vystupuje pozadovany agregovany (optimdlni) model uzavieného
systému fizeni [tj. jeho leva strana, viz (2.86a) a (2.86b)] a dale, Ze v ném piimo
nevystupuje model fizen¢ho nelinearniho podsystému (2.39), resp. (2.1). Proto
fizeni (2.107) lze povaZovat za robustni. PoCatecni fizeni Up ve vztazich (2.94),
(2.104), (2.106) a (2.107) miZeme urcit odhadem z rovnovazného stavu, napft.
z agregovancho matematického modelu nelinearniho podsystému (2.39) pro t =
0ax=0,tj.

0= Df(x(.v).0)+G.(x0.,v9.00y =
uy = G- (x0,v0.0) Df (x9,v9,0) (2.108)

a presn¢ ze vztahu (2.56), resp. (2.61). Pokud matematicky model nelinedrniho
podsystému neni znamy (C¢astecna znalost modelu je nutna z divodu volby tadu
pozadovaného modelu uzavien¢ho systému tizeni a vhodné matice @ zajist'ujici
stabilitu a rychlou konvergenci), odhad poc¢atecniho fizeni Uy muze byt velmi
hruby, protoze algoritmus fizeni (2.107) ma integracni charakter. Pocatecni
fizeni Up nemusime viibec uvazovat (tj. miZzeme ho povazovat za nulové), ale
v tomto piipadé¢ pii jeho ,startu® musime pocitat S moznymi velkymi
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a prudkymi zménami fizeni 1 dalSich veli¢in, co z praktického hlediska mize byt
nepiipustné.

Po dosazeni (2.86b) do (2.107) a Upravé obdrzime robustni algoritmus
fizeni

t
u” :@{D(e—eo)+T‘leedr}+ Uy, (2.109)
0

ze kterého je ziejmé, Ze se jedna o linearni fizeni s vysokym zesilenim.
I pfes fadu vyhodnych vlastnosti, fizeni (2.109) mé jednu zasadni vadu,
ktera spoc¢iva v nutnosti ptili§ vysokych hodnot prvki ‘@ j‘ diagonalni matice @,

co miiZe zpusobit vystupovani neptipustné velikych hodnot fidicich proménnych

i
systému fizeni miize vystoupit pfedev§im v téch piipadech, kdy rozdily tada
skute¢nych dil¢ich podsystémil a jejich pfedpokladanych modeli jsou > 1 (Zitek
& Vitecek 1999).

Robustni fizeni s vysokym zesilenim budeme také zapisovat ve tvaru

u =6em+u,, (2.110a)

t
m=|m"dz, (2.110b)

0

, pfipadné 1 nestability celého systému fizeni. Nestabilita uzavieného

ktery bude vhodny pfii nasledujicich Gpravach.

Priklad 2.11

Pro nelinedrni podsystém (2.3) z ptikladu 2.1 (viz téz ptiklad 2.7) je tieba
navrhnout metodou agregace na zdkladé ucelového funkcionalu robustni
programoveé fizeni s vysokym zesilenim.

Reseni:
Pro matice (2.63) z piikladu 2.7 na zaklad¢ vztahd (2.110) pro konstantni
diagonalni matici @ po jednoduché pravé dostaneme

U =@m, +U,, }

(2.111a)
U, = G,m, + Uy,
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2 15
mle(el —ejp)+ex — ey +—5 [edr,

1 10
t
m2=e3 —830 + —J-€3dT.
7, 0

(2.111b)

J

Na zékladé podminek z ptikladu 2.7 miizeme ur€it pocatecni fizeni Ug
napf. z rovnovazného stavu (2.108).

Pro ¢ =0, xy9,x39 # 0 a x,y =0 ze vztahu (2.108) pro (2.3) dostaneme

=—vy — (1 + x7 ,
U Yo ( xlO)”2O (2.112)

3
Uprp = —X30-

2.3.2 Rizeni v klouzavém rezimu

Rizeni s vysokym zesilenim je velmi robustni, ale soucasné¢ ma i nékteré
nepfijemné vady. Kromé& negativniho vlivu na stabilitu uzaviené¢ho systému
fizeni nesouladu mezi tady dil¢ich fizenych podsystémii a jejich
piredpokladanych modelli nejsou uvazovdna omezeni na hodnoty ftidicich
proménnych u]X , co z praktického hlediska je nerealné. Tyto zavazné nedostatky

1ze Casto Gspésné fesit uvazovanim nekonecné vysokych hodnot

9| > o, (2.113)
hornim u}L a dolnim u; omezenim hodnot J-té tidici proménné vyhovujicim
podminkdm

— * +

* . 14 b4 14 W 14 w7 14 W 14 14 W
kde u ; Je odpovidajici slozka nerobustniho fizeni ur¢eného na zaklad®

podkapitoly 2.2. Obdrzime tak fizeni (bez pocate¢niho fizeni u,))

T
u'l = [u‘fl sl ] | (2.115a)

Uy
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s]

Obr. 2.3. Piechod od fizeni s vysokym zesilenim u; ke klouzavemu fizeni u;

a k jeho spojité nahradé uj-“
jehoz slozky jsou dany vztahy (obr. 2.3)

ui: pro m;>0
i =47 7 (2.115b)
u; pro m;<0

~

Rizeni (2.115) je nespojité a pracuje v tzv. klouzavém rezimu (moédu),
proto se také nazyva klouzavé fizeni (Utkin 1992; Spong & Vidyasagar 1989;
Slotine & Li 1991). V pripad¢ potieby je tfeba ve vztahu (2.115b) zménit
nerovnosti na opacne.

Déle pro jednoduchost budeme ptedpokladat liché charakteristiky, t;.
, u;‘) | (2.116)

m _ H
] |

pak klouzavé fizeni mizeme zapsat ve tvaru
u® = U"sign(m)+ uy,

U™ = diag ulm,u’zn,...,uZl

sign(m ) = [sign(m, ),sign(my, ),...,sign(m,, )]T, (2.117)

sign(mj):{_l1 pro m; >0

pro  m; <0’

Ve vztahu (2.117) na klouzavé fizeni je uvazovano pocatecni fizeni u,

které ma vSak vyznam pouze pro udrzeni fizeného podsystému v rovnovazném
stavu pro ¢ < 0.
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Znaménka diagonalnich prvkii ' matice U™ ve vztahu na klouzavé

fizeni (2.117) jsou stejna jako znaménka diagonalnich prvku @; matice @ ve
vztahu na fizeni s vysokym zesilenim (2.110). Tyto prvky mohou byt rovnéz
funkci proménnych x, x", v a t pfi splnéni podminek (2.114) a (2.116). Je
zfejmé, ze v tomto piipad¢ se jiz ztraci jednoduchost klouzavého fizeni.

Podminky pro existenci klouzavého rezimu, tj. pro stabilni klouzavé
fizeni, mohou byt zapsiny v riznych ekvivalentnich tvarech (Spong &
Vidyasagar 1989; Slotine & Li 1991; Lin 1994)

dlm?
% (ZJ)S‘"j‘mj‘ ’ (2.1182)
;< —mlm;] (2.118b)
m}v sign(mj)g—nj : (2.118c)

kde 77; jsou kladna ¢isla.

Vlastni klouzavy rezim je pak vyjadifen vztahem

m=0, (2.119)
resp. s ohledem na (2.110b)
m" =0. (2.120)

Z posledniho vztahu je ziejmé, ze pii stabilnim klouzavém fizeni je
skute¢né realizovan pozadovany matematicky model uzavien¢ho systému tizeni
v agregovaném tvaru [viz napf. (2.86b)].

Klouzavé fizeni (2.117) je nespojité, vysoce robustni a jednoduché, ale ma
velmi neptijemnou vlastnost spocivajici v ,,pfilisné aktivité* fizeni projevujici se

neustalym piepinanim mezi meznimi hodnotami + u . Tuto vadu lze odstranit

spojitou nahradou klouzavého fizeni (viz obr. 2.3)
*=U msat(@mm)+ Uy,
o" =diaglor,or,....or|

sat( ) [sat( " )sat(@zmmz),...,sat( r’;‘mm)]T, (2.121)

sat(@jmmj): orm, pro \@}“mj‘gl

sign(@}“mj) pro ‘@)}“mj‘>l’
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kde sat je funkce nasyceni, ®@" - kladna diagonalni matice, jejiz prvky
vyhovuji podmince

o) >|o|| . (2.122)

Pokud matice nelinearniho podsystému G(x,v,t) je znama, je vyhodné ji
uvazovat ve vztazich na robustni fizeni (2.117), resp. (2.121), ;.

u® = G'Usign(m)+ug (2.123)
resp.
u = G;lUmsat(Umm) tuy (2.124)

m
J
piizpusobeny konkrétnim vlastnostem nelinedrniho podsystému. Totéz se
samoziejm& tyka 1 robustniho fizeni s vysokym zesilenim v ptipad¢ diagonalni
matice O .

protoze v tomto piipadé prvky u’' diagonalni matice U™ mohou byt Iépe

Piiklad 2.12

Pro nelinearni podsystém (2.3) z piikladu 2.1 (viz t€z ptiklady 2.7 a 2.11)
je tfeba navrhnout metodou agregace na zakladé ucelového funkcionalu
klouzave tizeni.

Reseni:
V souladu s (2.117) miizeme ptimo psat
(2.125)

sl

up' = ui" sign(my )+ujo,
U =ué" sign(m2)+u20,

kde m; a m, jsou dany vztahy (2.111b), u;o a uy, vztahy (2.112).

Hodnoty u{", u5' uréime na zakladé omezeni Fizeni.

Pokud pouZijeme spojitou ndhradu klouzavého fizeni na zdkladé vztahu
(2.121), dostaneme

upd =ul" sat(@1mm1)+ U0 (2.126)
M%a :Z/lgl sat(@ﬁnmz)+ Urp,

kde hodnoty @" a @' ur¢ime nejlépe na zékladg &islicové simulace (Zitek &
Vitecek 1999).
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2.3.3 Kombinované rizeni

Doposud bylo pfedpokladano samostatné pouziti robustniho fizeni. N&ékdy
mize byt vyhodné pouziti robustniho fizeni v kombinaci s odpovidajicim
nerobustnim fizenim. Napi. na zacatku procesu fizeni vlastnosti nelinearniho
podsystému jsou znamé, ale pozdé&ji mize dojit k jejich zméné zplsobené
meénicim se zatizenim, opotiebenim, starnutim atd. Pak maze byt vhodné pouziti
konvexni linedrni kombinace

u=ou” +(1-a’, (2.127)

kde u" je nékteré zrobustnich Fizeni [napf. (2.110), (2.117), (2.121)] a «
muze byt casovou funkci

a=a(t) €(0,1), (2.128)

piicemz na zac¢atku napf. a(O) =1 apro ¢t >0 monotonné klesa. V tomto piipade
bude rovnéz zarucen ,,beznarazovy start* robustniho algoritmu.

Castji se mizeme setkat s piipadem, kdy jsou k dispozici pouze
,2hominalni* vlastnosti fizeného podsystému dané¢ modelem (2.39), resp. (2.1),
ale nezname jeho skute¢né vlastnosti. Pak je vhodné pouziti kombinovan¢ho
fizeni ve tvaru

u =u*+G ", (2.129)

ve kterém nerobustni sloZka vyuZije zndmé informace o vlastnostech daného
podsystému a robustni slozka (bez pocateéniho fizeni wu,) se ,,postara*

o neurcitosti v jeho chovani a nemétitelné poruchy.

Vadou algoritmli nerobustniho fizeni je nutnost znalosti pifesného
matematického modelu fizen¢ho nelinearniho podsystému a plné métitelnosti na
n¢j pusobicich poruch, co v technické praxi je spiSe vyjimkou. Tato vada se da
Casto odstranit pribéZnym vypoctem zpétnovazebniho fizeni. Ziskaji se tak
velmi robustni algoritmy s vysokym zesilenim. Omezenim hodnot ftidicich
proménnych a zvySenim zesileni se tyto algoritmy daji dale upravit na tvary
vhodnéjsi pro praktické pouziti. NejlepSich vysledki 1ze dosdhnout pomoci
kombinovan¢ho ftizeni, ve kterém nerobustni slozka vyuzivd informaci
o vlastnostech nelinedrniho podsystému a pusobicich poruchach a robustni
slozka zajiStuje dostateCnou kvalitu fizeni 1 pfi neurCitostech ve vlastnostech
nelinearniho podsystému a neméfitelnych poruchach.
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3 DYNAMICKE PROGRAMOVANI

Dynamické programovani je velmi obecnd metoda feSeni nejriznéjsSich
optimaliza¢nich a rozhodovacich tuloh (Bryson & Ho 1969; Gorecki 1993; Hsu
& Mayer 1967; Intriligator 1971; Kaczorek 1981; Kusyn, ViteCek & Smutny
1988; Lewis & Syrmos 1995; Tou 1964; Vitecek 1992). Vychazi z Bellmanova
principu optimality, ktery piedstavuje jednoduchou nutnou podminku
optimality.

3.1 Bellmaniv princip optimality

Bellmaniiv princip optimality (dale také jen princip optimality) byva
formulovan v nejriznéjSich tvarech. Vyjdeme z nejjednodussi formulace (obr.
3.1):

,Je-li cesta z A do C optimadlni, pak kaZda dilCi cesta z B do C je rovnéz
optimalni.*
Diikaz sporem je velmi jednoduchy. Kdyby existovala lepsi dil¢i cesta z B

do C (napf. na obr. 3.1 zaznaCena carkované), pak by nutn€ po ni vedla
optimalni cesta z A do C, ale to odporuje piedpokladu.

Je zteymé, Ze formulace principu optimality vyZaduje, aby optimalni dilci
cesta z B do C nezavisela na dil¢i cesté z A do B, ale pouze na B (t]. nezavisela
na tom, jak bylo dosaZzeno B = ,,nezévislost na historii*).

Znacné obecnost Bellmanova principu optimality a velmi jednoduchy az
trivialni dtkaz sporem zpusobuji, Ze cela fada autori ho nepokladd za
matematickou vétu.

OPTIMALNI CESTA

Obr. 3.1. Geometricka interpretace Bellmanova principu optimality

Pro teSeni uloh optimalniho fizeni princip optimality zformulujeme ve
vhodnéjsim tvaru (obr. 3.2):
,Optimalni trajektorie ma tu vlastnost, Ze bez ohledu na pocate¢ni stav

a predchozi fizeni, dalsi fizeni musi zaru€ovat optimalni trajektorii vzhledem ke
stavu, ktery byl dosazen piredchozim fizenim.*
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Dalsi ¢asta formulace je:

,Optimalni fizeni nezavisi na ,historii“ fizeného podsystému, ale je
urceno pouze stavem v daném okamziku.*

x(t)A n=1

X(t)

Obr. 3.2. Geometricka interpretace Bellmanova principu optimality v Glohach
optimdlniho fizeni

V souladu s principem optimality plati (obr. 3.2): Je-li cela trajektorie
{x"(r)} optimalni, pak dilsi trajektorie (2) na intervalu (r,zy) musi byt
optimalni vzhledem k po¢ateCnimu stavu x(¢), tj. druha cast optimalni
trajektorie @ musi byt sama optimalni trajektorii bez ohledu na prvni ¢ast
optimalni trajektorie @ , ktera konci ve stavu x(¢), jez je poCateCnim stavem
pro druhou ¢ast optimalni trajektorie @

Uvazujeme ulohu optimélniho tizeni v Bolzov¢ tvaru:

In
I =mins [ folx(e).ule).elde + Flxy.ty)p
W,
x(e) = f (o) ue).e].
x(t9) = xq, tp 1 Xp pevné, (3.1)
x(ty)=xy, ty 1 Xy obecnévolné,
n
x(t)eXcR pro te<t0,tN>.
u(t)eU cR"

Predpokladejme, Ze uloha optimalniho fizeni (3.1) ma feSeni a definujme funkci

In

V(x,t)zn{li? _[fo(x,u,r) dr+F(xy,ty)|. (3.2)
Al
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Tato funkce se nazyva Bellmanova funkce (funkce optimalniho chovani)
a je ziejmé, Ze zavisi pouze na stavu x(¢) a okamziku t. Rizeni {u} ve vztahu

(3.2) je tteba uvaZovat na intervalu <t,tN> a musi vyhovovat podmince
uit)eU.
Je-li V(x,t) Bellmanova funkce pro tulohu optimalniho fizeni pfi

pocateénim stavu X a pocateCnim okamziku t, pak v souladu s principem
optimality V' (x+ Ax,t+ At) je Bellmanova funkce pii pocateénim stavu x + Ax

a pocate¢nim okamziku ¢+ Az.
Na zaklad¢ aditivni vlastnosti integralu

ty t+At ty

[ =1+1] (3.3)

t+A¢

1ze pro maly Casovy ptirtistek psat:

u t t+ At

t+At Iy
V(x,t)z n{n?{ jfo(x,u, r)dr+ Ifo(x,u, r)a’r + F(xN,tN) :
V(x,t)~ n{m}l [fo(x,,2) At +V(x+ Ax, 1 + Ar)). (3.4)
u
Za piedpokladu, ze Bellmanova funkce je jednoznacna a spojité

diferencovatelna podle svych n+1 proménnych (tzn. je spojitd vzhledem ke
zmeénam pocatecnich parametri), 1ze ji rozlozit v Taylorovu fadu

T
V(x+Ax,t+At):V(x,t)+(g—Vj Ax+%—lt/ﬁt+... (3.5)
X

Po dosazeni (3.5) do (3.4) obdrzime vztah

T
V(x,t)= min{fo(x, u,t)At +V(x,t)+ (a—Vj ac+ A +} ,
{u} ox ot

ze kterého po limitnim ptechodu At — dt, Ax — dx, pfi uvaZovani stavove
rovnice a uprav¢ dostaneme Bellmanovu parcidlni diferencidalni rovnici

T
oV _ mi?[fo(x, u,t)+(a—) f(x,u,t)] , (3.6)

kterd musi vyhovovat okrajové podmince
Vixy,ty)=Flxy.ty). 3.7)
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.y re . . aV . . v I3 ~ 4 L4
Parcialni derivaci o jsme mohli pievést na levou stranu, protoze nezavisi na
t

tizeni u(t) .

Bellmanova parcialni diferencialni rovnice (3.6) spolu s okrajovou
podminkou (3.7) ptedstavuji nutné podminky minima tcelového funkciondlu
ulohy optimalniho fizeni (3.1). Okrajovou podminku (3.7) je tfeba uvazovat
v souladu s odpovidajici kombinaci koncovych parametra (1.75).

Pokud uloha optimalniho fizeni ma feSeni, pak vyfeSenim Bellmanovy
parcialni diferencidlni rovnice pii1 odpovidajici okrajové podmince ziskame
Bellmanovu funkci, jejiz hodnota pro pocatecni stav x a pocatecni okamzik ¢,
je rovna minimalni hodnoté ti€elového funkcionalu, tj.

J =J{u =V (xg.10) - (3.8)

Optimalni fizeni pak ur¢ime na zdkladé¢ Bellmanovy funkce ve tvaru
zpctnovazebniho tizeni

u*(t)z u*lx*(t),tJ . (3.9)
Vidime, Ze dynamické programovani teS$i Ulohu syntézy optimalniho
fizeni (viz obr. 1.17).

RozepiSeme-li skalarni soucin v (3.6), pak Bellmanova parcidlni
diferencialni rovnice bude mit tvar

o . - oV
_E:%{ o)+ 5 )| (3.10)

Bellmanova rovnice (3.6), resp. (3.10) je obecné velmi siln€ nelinearni
parcialni diferencidlni rovnice 1. fadu (silnou nelinearitu zpiisobuje pfedevsim

pfipadli nemozné. K jejimu zjednoduseni dochézi, kdyz prava strana stavové
rovnice f, integrand f;, a funkce koncovych parametrii F nezavisi explicitné na
Case t, koncovy cCas fy je volny, resp. ¢y —> . Vtomto piipadé jde
0 staciondrni ulohu optimalniho ¥izeni a plati pro ni

Y o, (3.11)
ot
Bellmanova parcidlni diferencidlni rovnice ma pak tvar
. or\'
0=min| fo(x,u)+| — | flx,u)l. (3.12)
{u} ox

Jeji feSeni vétSinou byva snazsi.
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Piiklad 3.1

Rizeny podsystém
x(t) = bult), bh>0 (3.13)
je tfeba prevést zpocatecniho stavu x(O) =xo do koncového stavu
x(c0)=2xy =0 tak, aby tgelovy funkcional

J{u(t)}:% [l @+ n2@)ar; — gr>0 (3.14)
0
mél neyjmensi hodnotu (Vitecek 1992).

ResSeni:

Jde o0 stacionarni ulohu optimalniho fizeni (fizeny podsystém je
stacionarni, integrand nezavisi explicitné na ¢ase a koncovy cCas je nekonecny),
proto

7 _y
ot

a Bellmanova parcialni diferencialni rovnice ma tvar [viz (3.12)]

i+ 9 )|,

0 =min
{u}

kde

folw)= ® + ),

f(x,u):bu,
tj.
1

0= n{lul?[a (qx2 + m2)+ a@—:bu} : (3.15)

Rizeni u neni omezeno [u(¢) € R prote <O, oo>], proto optimalni fizeni u'

Ize urcit snadno:

i[l(qx2 +m2)+a—Vbu} =ru +6—Vb,
oul 2 ox ox

nu +8—Vb=0,
ox
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. (3.16)
r Ox
2
2 7 [2 (qx2 +ru’ )+ Z—Vbu} =r > (0 = ostré globalni minimum.
Ou o u=u"

Vypoctené optimalni fizeni (3.16) dosadime do rovnice (3.15) a po Upravé
dostaneme (dosazenim optimalniho fizeni se odstrani operdtor min pied
lomenou zavorkou)

Protoze V =V(x)>0, parcialni derivaci miZeme zastoupit obycejnou
derivaci a musime uvazovat znaménko plus, proto Ize psat

av_ar
dx b
Integraci této diferencidlni rovnice obdrzime [ F =0 = V(xy)=0]
V(XN) XN N N
J dV = \/a j x dx
V(x) b x

% 1ygr »
x —_— x . 3.17

a) b)
V(X) A

=V (Xo)

A,

r

Obr. 3.3. Piiklad 3.1 — pribéh: Bellmanovy funkce — (a), zavislosti fizeni na
stavu — (b)
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Priitbéh Bellmanovy funkce (3.17) je na obr. 3.3a (pro urcitost uvazujeme
dale xy>0). Optimalni hodnotu tucelového funkcionalu (3.14) ziskame

Z Bellmanovy funkce pro poc¢atecni stav, tj.
2
% X,
J =V(xy)==2./gr. 3.18
(x0)=", V4 (318)
Ze vztahu (3.17) v souladu s (3.16) obdrzime optimalni zpétnovazebni
fizeni

u =—|=x (3.19)

a po dosazeni do rovnice (3.13) dostaneme diferencialni rovnici uzavieného
systému fizeni

i)+, X" =0, (3.20)
r

jejiz feseni pro pocatecni stav x, je

. b
x (t)=xpe \E : (3.21)

Optimalni oteviené fizeni ziskame dosazenim (3.21) do (3.19)

u' (t)=—x \/% e_b\/E t : (3.22)

Ze vztahu (3.19) a také obr. 3.3b vyplyva, Ze fidici podsystém ma
vlastnosti regulatoru typu P se zesilenim

6o (329

Optimdlni priab&hy stavové proménné a fizeni pro riazné hodnoty poméru

4 jsou na obr. 3.4a, b. Vidime, Ze tyto prib&hy nezadvisi na absolutnich

r
hodnotach vahovych koeficientti r a g, ale pouze na jejich poméru 49 \hodnou
r

volbou tohoto poméru, resp. zesileni (3.23) zajistime odpovidajici kompromis
mezi pozadavkem na minimalizaci stavu a minimalizaci fizeni, a tak

i pozadovany pribsh {x (¢)}.



3 Dynamické programovani 85

!

) kp=2kp 149
X(t) & T X(t) &
" X ()} "
) ()}

4
> >
t J—

>
>
t
{u O}
Obr. 3.4. Piiklad 3.1 - optimalni prib¢h: stavové proménné pro rtizné 9. (@),
r

fizeni pro rizné 9. (b), stavové proménné pro urceni vhodného a. (©)
r r
Z obr. 3.4a, ¢ vidime, Ze 1 kdyZ pozadovany stav x, =0 bude dosazen

teoreticky za nekonec¢né dlouhou dobu, pro praxi bude vétSinou vyhovovat
realny poZadavek dosaZeni stavu xp =0 za urcitou konecnou dobu ¢, s predem

zvolenou relativni ptesnosti

g, = ) (3.24)
X0
Na zaklad¢ vztahii (3.24) a (3.21) lze psat

_b\/g tr
”

& =e :
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2
g:(_lnsrj | (3.25)
r bt,

Miizeme rovnéz zavést Casovou konstantu (obr. 3.4¢)
r=Lr (3.26)
b\q

Pro dvé€ nejCastéji uzivané relativni pfesnosti dostaneme:
£ =005 (5%)... 1 = 5’292 o, % 3T,

r t

s ;o (3.27)

£, =0,02 (2%)... L= =270 1, ~4T,.

roobt;

Optimalni pribéh stavové trajektorie {x*} ziskdme snadno ze vztahu
(3.20), viz obr. 3.5. Je zfeymé, Ze uzavieny systém fizeni je globalné
asymptoticky stabilni.

Obr. 3.5. Optimalni pribéh stavové trajektorie z prikladu 3.1
Pi1 feSeni této Ulohy optimalniho fizeni miZeme postupovat i1 jinym
zpusobem — bez pfimého vypoctu Bellmanovy funkce.
Ze vztahu (3.16) vypocteme

GV_r*

ox b
a dosadime do Bellmanovy parcialni diferencidlni rovnice (3.15), tj. eliminaci

vyrazu %—Vobdriime algebraickou rovnici
X

E3 L3
qxz—m 2=O,

jejiz feSenti je
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7

Z divodu stability uzavieného systému fizeni (zpétna vazba musi byt
zaporna) musime uvazovat znaménko minus a dostaneme tak stejny vysledek
jako (3.19).

Rovnéz optimdlni hodnotu ucelového funkcionalu (3.14) lze urcit na
zaklad¢ vztaha (3.21) a (3.22):

q
« 1% © —2b\ft
J =— (qx*2+ru*2)dt=qx8je "dt =
0

0

xg —2b\Ptoo xg
=——,/qr|e r =—./qr.

o S

0
Znovu jsme obdrzeli hodnotu shodnou s pfedchozim vysledkem (3.18).

Pomoci dynamického programovani jsme dostali optimalni zpétnovazebni
fizeni, tj. dynamické programovani fesi pfimo tlohu syntézy optimalniho tizeni.
V zadani tohoto pfikladu byl uvaZovan pevny koncovy stav xp =0. Pevny
koncovy stav x, # 0 nemohl byt uvazovan, protoze pro ¢, — oo integral

%I(qxz +ru? )dt

v ucelovém funkciondlu (3.14) by nekonvergoval (mél by nekone¢né velikou
hodnotu). Pro ¢, — oo mohl byt také uvazovan volny koncovy stav x,;, protoze

feSeni ulohy optimalniho fizeni (pokud existuje — VvV nasem piipadé ano)
automaticky zaruCuje x(o0)=x, =0, tzn. tato tloha s nekone¢nym koncovym
casem mohla byt feSena jak s pevnym nulovym koncovym stavem, tak s volnym
koncovym stavem. V obou ptipadech obdrZzime zcela stejné vysledky.

Na optimalni uzavieny systém fizeni v tomto piiklad€ 1ze pohliZet rovnéz
jako na regulaéni obvod (obr. 3.6) s regulatorem

Grls)=kp =\/%

aregu lovanou soustavou

Gs(s)="

optimalné sefizeny podle integralniho kvadratického kritéria
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| [qez(t)+m2(t)]dt — min (3.28)
0
pro skokovou zménu polohy Zadané veli€iny w(¢) = wyn(¢), resp. poruchové

veli¢iny v(¢) = vyn(?).

V(s)
E(s) = X (s)
W (s) U (s) b Y(s)
> 9 — — —>
.
GRr(s) Gs (s)

Obr. 3.6. Optimalné setizeny regulacni obvod — ptiklad 3.1.

Dosadime-li v Bellmanové¢ parcialni diferencialni rovnici (3.6) na pravé
W . /4 4 w7 4 * - -
stran¢ optimalni fizeni  {u }, dostaneme tzv. Hamiltonovu-Jacobiovu-
Bellmanovu parcidalni diferencidlni rovnici

T
oV ( *)(an ( )
- = x,u ,tl+| — x,u ,t), 3.29
Py fo =~ (3.29)
kde jiz nevystupuje siln¢ nelinedrni operdtor min (viz prvni postup v piikladé
3.1).

Pti feSeni uloh optimalniho fizeni je vhodné zavést Hamiltonovu funkci
pomoci vztahu

T
H(x,u,a—V,tjzfo(x,u,t)+(8—VJ f(x,u,t), (3.30)
ox ox
pak Bellmanova parcialni diferencidlni rovnice bude mit tvar
—8—V:minH(x,u,a—V,tj. (3.31)
ot {u} ox
Oznacime-li
H*(x,é—V,tj:H(x,u*,a—V,t):minH(x,u,a—V,tj, (3.32)
ox ox {u} ox

pak pomoci Hamiltonovy funkce mutize byt zapsana i Hamiltonova-Jacobiova-
Bellmanova parcialni diferencialni rovnice

_ar :H*(x,a—V,t). (3.33)
ox



3 Dynamické programovani 89

Tyto zapisy budou vyuzity v dal$i Casti.

3.2. Kvadraticky optimalni Fizeni

Uvazujme ulohu optimalniho fizeni pro fizeny linedrni dynamicky
podsystém s kvadratickym ucelovym funkcionalem:

1y 1

J" =min| - j( TQx+uTRu)dt+—x]T\;SxN ,

u 2t0 2
x(¢)= Ax(¢)+ Bu(z),
X(to =Xy, fo 1 X0 pevné, (334)
x(ty)=xy, ty pevne, xp volne,

Rl’l
xle)e pro ¢ € (tg.ty),
u(t)eRr

kde A je  ¢tvercova matice fadu n, B - matice typu (n,r), Q - symetricka
kladn€ definitni (nejcastéji diagonalni) matice fadu n, R - symetrickd kladné
definitni (nejcastéji diagondlni) matice fadu r, S - symetrickd kladn¢ definitni
(nejCastéji diagonalni) matice fadu n.

Obecné pro 7y <oco matice A, B, Q a R mohou mit ¢asové proménné
prvky, matice Q a S mohou byt kladné semidefinitni.

V tomto ptipadé Bellmanova parcialni diferencialni rovnice bude mit tvar

o = min H(x,u,a—V,tj, (3.35)
ot u ox
kde
oV \ 1 v\
H(x,u,—,tj=—(xTQx+uTRu)+(—j (Ax + Bu). (3.36)
ox 2 ox

w7 . 14 1 44 14 *
Urc¢ime optimdlni fizeni {u }:

H _ pu+8"
ou ox
R +B7 Y ¢
ox
W =—r'BTY (3.37)

ox
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O°H d .
— =R >0 = ostréglobalni minimum.
Ou

Po dosazeni (3.37) do (3.35) obdrzime Hamiltonovu-Jacobiovu-Bellmanovu
parcialni diferencidlni rovnici

T
_8_V 1 TQ __(a_Vj BR™ BTa_V (a_Vj Ax (3.38)
or 2 ox ox \ oOx
Jeji feseni, tj. Bellmanova funkce V(X, t), pfi ¢t =¢) musi vyhovovat okrajové
podmince
1
Vx(ey )stN]ZExT(tN )Sx(zy ). (3.39)

Bellmanovu funkci budeme hledat ve tvaru kvadratické formy
V(x,z):%xTK(t)x, (3.40)
kde K(t) je  neznama symetrickd matice fadu n s casové proménnymi

prvky.

Pokud najdeme takovou matici K(t), pro kterou funkce (3.40) bude
vyhovovat rovnici (3.38) a okrajové podmince (3.39), pak jeji volba byla
spravna.

Protoze
Y _L T k),
or 2
oV
= K(r)x,
.~ K@)
1ze psat
—%xT K(t)x = Qx——x K(t)BR'BTK(t)x + x" K(1)Ax . (3.41)

Protoze plati

K ()ax] = X7 AT K (o),

je mozno posledni vyraz jako skaléar ptedstavit ve tvaru souctu [tuto upravu je
nutno provést z toho ditvodu, aby matice K(t) byla symetricka]

T K (1) Ax :%xTK(t)Ax—k%xTATK(t)x

a pak obdrzime z (3.41) po uprave rovnost
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%xT [K(z)+ O-K(t)BR'BTK()+ K(t)A+ A" K(t)]x =0,

kterda musi byt splnéna pro libovolny stav X. Vyraz v lomenych zavorkach musi

tedy byt nulovy, tj.

K(t)+K()A+ AT K(¢)- K(/)BR'BTK(1)+ 0 =0. (3.42)
Obdrzena maticova rovnice se nazyva Riccatiova diferencidlni rovnice,

jejiz feSenim je neznama symetricka matice K(t) vyhovujici okrajové podmince

K(ty)=S5. (3.43)

Resenim transponované Riccatiovy diferencidlni rovnice pfi stejné
okrajové podmince (matice S je symetrickd) lze ukazat, ze matice K(z) =K T ()
je skute¢né symetricka.

Kvadratické forma (3.40) je tedy skutecné Bellmanovou funkci pro ulohu
optimalniho fizeni (3.34), a proto minimalni hodnota ucelového funkcionalu

bude

T = ¥ Ko by (3.44)
Ze vztahl (3.37) a (3.40) dostaneme optimalni zpétnovazebni fizeni (obr.

3.7)

u (1)=—R'BTK(t)x"(¢). (3.45)

Vidime, Ze optimalni fizeni u (t) je v kazdém okamziku t pii zadanych
maticich B, R a uréené matici K(t) dano stavem x (t). Je velmi vyhodné, Ze tato

zavislost je linearni. Znovu pfipominame, ze matice A, B, Q a R mohou mit
casoveé proménné prvky, tj. mohou to byt nestacionarni matice.

w(t)=0 u(t) x(t)

={>(§)=D R8Tk > B :D@:D J ;
. RIDICI | RizEnY q
| PODSYSTEM  i! PODSYSTEM A ;

Obr. 3.7. Kvadraticky optimalni zpétnovazebni linearni systém fizeni
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Maticova Riccatiova diferencialni rovnice (3.42) piedstavuje soustavu
1 S, : 1, . Wy y .
5n(n+1) nelinedrnich diferencidlnich rovnic 1. fddu obecné s proménnymi

koeficienty. Protoze matice K(t) je symetricka (k; =k ;) urCujeme prvky k; (¢)

pro j>i, i=12,...,n; j=12,...,n. PfifeSeni se vétSinou zavadi zpétny Cas
T=ty—t, (3.46)

a tim se pfevede okrajova (koncova) podminka (3.43) na pocatecni podminku
a pro vlastni feSeni lze pouzit libovolnou numerickou metodu feseni obycejnych
diferencialnich rovnic.

Budou-li matice A, B, Q a R konstantni a koncovy ¢as nekoneény, tj.
ucelovy funkcional bude mit tvar

o0
J{u}z%j(xTQx+uTRu)dt, (3.47)
lo
pak jde o staciondrni Ulohu optimalniho fizeni, jejiz feSeni je podstatné
jednodussi. Koncovy stav x(o0) =x, muize byt volny, resp. pevny nulovy, tj.
x(0) =xy =0, protoze by integral (3.47) nekonvergoval. Pokud feSeni ulohy
optimalniho fizeni existuje, automaticky v pfipadé¢ volného koncového stavu
bude zaruceno x(o0) = x, =0 (viz napf. ptiklady 3.1 a 3.2).

V této stacionarni Uloze optimalniho fizeni Bellmanova funkce ma také
tvar kvadratické formy [srovnej s (3.40)]

V(x)= %xT Kx. (3.48)
kde K je konstantni symetrickd matice fadu n.

V : :
Protoze aa—t:O, lze stejnym postupem jako v pfedchozim piipadé

z Hamiltonovy-Jacobiovy-Bellmanovy parcialni diferencialni rovnice (3.38)
ziskat nelinearni maticovou rovnici

KA+ A"K-KBR'B'K+0=0. (3.49)

Je to Riccatiova algebraickd rovnice. Jejim vytfeSenim dostaneme
konstantni symetrickou kladné definitni matici K. Konstantni matici K lze také
ziskat pti konstantnich maticich A, B, Q a R jako ustalené feSeni Riccatiovy
diferencialni rovnice (3.42) pro libovolnou pocatecni, resp. koncovou podminku,

protoze K(—o)=0. Optimalni zp&tnovazebni fizeni je pak dano vztahem

u (1)=—R'BTKx" (1),
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%

u =—R'BTKx". (3.50)

Vidime, Ze optimalni fidici podsystém lze snadno realizovat pomoci
proporcionalnich vazeb od stavovych proménnych (obr. 3.7).

Optimalni hodnota G¢elového funkcionalu (3.47) mize byt ur€ena pomoci
Bellmanovy funkce (3.48)
J =%x§ Kx,. (3.51)

Protoze v ucelovém funkcionalu (3.47) koncovy cas (horni mez) je
nekone¢ny, musi fizeny podsystém

x=Ax+ Bu (3.52)
vyhovovat podmince piné iiditelnosti
rank|B, AB,..., A" 'Bl=n, (3.53)

t]. hodnost matice Fiditelnosti musi byt rovna fadu fizeného podsystému n. Tato
podminka zarucuje, ze existuje takové fizeni u(t), které prevede fizeny
podsystém (3.52) zlibovolného pocatecniho stavu x(75)=x, do stavu O
(pocatku soutadnic), ptipadné jiného libovolného stavu, za kone¢nou dobu.

Nefiditelné stavové proménné by pro ¢, — oo zpusobily neomezeny rist
hodnoty ucelového funkcionalu (3.47).

U kvadraticky optimalnich linedrnich stacionarnich systémil fizeni
(¢, = ) Bellmanova funkce

V(0= x" (el (354)

ma jesté jednu velmi dilezitou interpretaci (K je symetrickd kladné definitni
matice). Ukazuje se, Ze ji lze povazovat za optimdlni Ljapunovovu funkci.
Ljapunovova funkce slouzi ke kontrole stability dynamickych systémi. V nasem
ptipadé Ljapunovova funkce vyjadiuje zobecnénou vzdalenost stavu Xx(t) od
klidového rovnovéazného stavu x, =0 (od pocatku soufadnic). Bude-li na

. .. J4 . 7 4 4 4 * W 4
stavove trajektorii vyvolané optimalnim tizenim # (¢) splnéna podminka

dV[x(t)] <0, (3.55)
dt

pak zobecnéna vzdalenost stavu X(t) od rovnovazného stavu x, =0 bude
neustale klesat a pro r—>oo bude x(w)=0, tzn. Ze dynamicky systém bude
globalné asymptoticky stabilni, viz (1.34).
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Z Hamiltonovy-Jacobiovy-Bellmanovy parcialni diferencialni rovnice
(3.29) vyplyva, ze vyraz

T
oV # oV
— xX,u ,t+— 3.56
(8xj f( ) ot ( )
je vlastné totalni (exaktni) derivace Bellmanovy funkce podle Casu, proto lze
psat
T
dv (oV * oV *
—=|— x,u t)+—=—fo\x,u ,t). 3.57
dt (8x) f( ) ot f"( ) (3:57)
V naSem staciondrnim ptipad¢ kvadratického tucelového funkcionalu plati
V =V(x), tj.
dVv I({ 7 *T *
—=—— X+u " Ru |. 3.58
Voo ) (356)
Protoze matice Q a R jsou symetrické kladné definitni matice, proto je
splnéna podminka globalni asymptotické stability (3.55) kvadraticky
optimalniho zpétnovazebniho systému tizeni
x ()= (A ~BR'BT K)x*(t) . (3.59)
Rovnice (3.59) byla ziskdna dosazenim (3.50) do (3.52). Tzn.
charakteristicka ¢isla matice
A-BR'B'K (3.60)
budou mit zaporné realné ¢asti.

Souvislosti  Bellmanovy funkce s Ljapunovovou funkci se vyuziva
piredev§im pro navrh optimalnich nelinedrnich systémul fizeni pfi soucasném
zajisténi asymptotické stability.

Priklad 3.2
UvaZujme fizeny podsystém
x(t)=bult), bh>0, (3.61)

ktery ma byt fizen z pocatecniho stavu x(0) =x, tak, aby v ¢ase 75 hodnota
ucelového funkcionalu

Iy

Tuy=> |

(qx2 +m2)dt+%sx2(tN); q,r,s >0 (3.62)
0

byla minimalni. Provedeme podrobny rozbor vlivu ¢, a sna optimalni fizeni
(ViteCek 1992).
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ReSeni:
Je to uloha optimalniho fizeni s kvadratickym ucéelovym funkcionalem,

pro kterou Riccatiova diferencialni rovnice (3.42) ma tvar (K =k, A=0,B = b,
R=r,Q=0,S=59)

lé(t)—?kz(tﬁ =0 (3.69)

pii koncové podmince

k(ty)=s. (3.64)
V souladu s (3.45) optimalni zpétnovazebni fizeni je

" (t)=—kp(t)x"(2), (3.65)

kde

k() ="k(0) (3.66)

je Casove promeénné zesileni fidiciho podsystému.

Pro feSeni Riccatiovy diferencialni rovnice (3.63) zavedeme zpétny Cas
T=ty—t (3.67)
a novou proménnou
k()=k(ty —7)=k(2), (3.68)
pro kterou plati
dk(t)  dk(ty —7)  dx(r)

= —— (3.69)
dt dr dr
Po dosazeni (3. 69) do (3.63) a upravé obdrzime diferencialni rovnici
. b
K+—Kk"—g=0 (3.70)
r

S pocatecni podminkou
x(0)=s. (3.71)

Je to také Riccatiova diferencidlni rovnice. Pro jeji feSeni pouZzijeme
Eulerovu substituci

Y (3.72)
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pak

.. N2
e=__|Z_[Z
sz (zj }
a po dosazeni do (3.70) dostaneme obycejnou linearni diferencidlni rovnici
2. fadu
z-p*9-y, (3.73)
r
jejiz feSenti je jiz snadné:

/12—192%:0 = Ao =1p,

i

z(r)= cle'BT + cze_ﬂr.
Vrétime se k proménné (3.72)

(z)= r 2(z) 1 . cleﬁr —cze_ﬁT (3.74)

_b_zﬁ_b cleﬂf+c2e_ﬂr.

Neznamé konstanty ¢; a ¢, ur¢ime z poc€atecni podminky (3.71):

a _
s=tfgp 2 a_arl
b ﬂ +1 CH a—1
)
kde
o= i\/} . (3.75)
bs
Po dosazeni (3.75) do (3.74) a upravé dostaneme
K(r): 1 " asinh St +cosh fr (3.76)

b 1 acosh Br +sinh Br

Vratime se k ptivodni proménné K(t). V souladu se vztahem (3.68) a (3.66)
muZeme psat

1 —asinh[B(ty —1)]+cosh[ Aty —1)]
k(t)=— 3.77
() \/aacosh[ﬂ(tN —t)]+sinh[ﬁ(tN —t)] (3.77)

b
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a

oy 14 asinh[ﬂ(tN —t)]+cosh[ﬂ(tN —t)]
kp(t)_\/;acosh[ﬂ(tN —t)]+sinh[ﬂ(tN —t)]' (3.78)

Optimalni pribeh {x* (1)} urcime z diferencialni rovnice uzavieného
systému fizeni. Dostaneme ji dosazenim (3.65) do (3.61)

X (£)+bkp(t)x (£)=0. (3.79)

Diferencialni rovnici (3.79) feSime separaci proménnych a dostaneme

X* dx* t %
I , =—b_[kp(r)dr,
0

X0 X
X (t)=x, exp{— b} k; (r)dr} . (3.80)
0
Na zéklad¢ vztahu (3.61) a (3.80) ur¢ime optimalni oteviené tfizeni
u'(£)=—xpkp (t)exp[— bj' kp (T)d‘[] . (3.81)
0

Optimalni hodnotu ucelového funkcionalu (3.62) ziskame z Bellmanovy
funkce

V(x,t)= %k(t)xz (3.82)

pro ¢ =0 a x;

J = %k(o)xg . (3.83)
a(s) 4

1 SR S

é >

0
s=§ﬁ

Obr. 3.8. Piiklad 3.2 — zavislost koeficientu o na parametru s

w
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Konecny koncovy ¢as (0 <y <)

Jak vyplyva ze vztahti (3.77) + (3.83) zédsadni vliv na feSeni ulohy
optimalniho fizeni ma koeficient «, jehoz zavislost na parametru s je na obr. 3.8.

a) s=0 => ag=wo

Pro o = ze vztahi (3.77), (3.78), (3.80), (3.81) a (3.83) dostaneme:

ko) = Jar tehlley o). (3.84)
kp(t)= \ﬁ tgh[B(ty —1)], (3.85)

£\ cosh[ﬂ(tN—t)]

x (t)=xg cosh(fty) (3.86)

y__ . |gsinh[Bey —)]

wle)= xo\/: cosh(fty) (3.87)
2

J*:;—Z gr tgh(Bry ). (3.88)

Eliminaci ¢asu t ze vztahl (3.86) a (3.87) obdrzime zavislost optimalniho
Fizeni u~ nastavu x :

2
u? =25 —)26—0 :
r cosh”(fty )
resp.
2
u =— 4 x*z—)zc—osignx*. (3.89)
r cosh®(Bty)

Znaménko minus pfed odmocninou zaru€uje zdpornou zpétnou vazbu,
a tim 1 stabilitu.

Vztah (3.89) plati pro

s Yo
cosh(fty)

jinak

=Xy, (3.90)

u =0.
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PoloZime-li
X =X,
o (391)
Xy =X=—u,
b

pak je zfejmé, Ze prubéh stavové trajektorie pro xp < x; =x < x, je stejny (aZ na
1, . (- o .
konstantu —) jako zavislost optimalniho fizeni u' na stavu x . Vsechny

pribchy jsou ukazany na obr. 3.9 a 3.10. Pro urcitost je uvazovan x, > 0.

a) c)
k(t)a xt)a ,
< = oo {x ®} 1
1 fn > @ Xo s=0 S:B\/a
el Ne=Lar >
0 t 0 ty t
b) d)
ks (A 1
S= 0
tN —> 00 q
9 ® *-—-»> o XO\/:
r s=0 5= %ﬁ r
>
0 ty  t

Obr. 3.9. Piiklad 3.2 — optimdlni pribéhy pro rtizné hodnoty parametru s:
koeficientu k(t) Bellmanovy funkce — (a), zesileni kp(¢) Fdiciho podsystému —
(b), stavové proménné — (¢), fizeni — (d)
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Obr. 3.10. Ptiklad 3.2 — optimalni pribé&hy pro rizné hodnoty parametru s:
stavové trajektorie — (a), zavislosti fizeni na stavu — (b)

1
b =— = a=1
) s 5 qr

Stejnym postupem jako v predchozim ptipad¢ dostaneme:

k(t)=k = %\/E , (3.92)
kp(t)=kp =1, (3.93)
x*(t):xo e A, (3.94)
u*(t)z —xo\/ge_ﬂt, (3.95)
J —ﬁﬁ (3.96)
oV |

u :—\ﬁ X (3.97)
r

Tento vztah plati pro

x| > xoe_’BtN =Xy - (3.98)

Uvahy tykajici se stavové trajektorie jsou stejné, jako v piedchozim
piipadé.
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C) s=00 = a=0

Stejnym postupem dostaneme:

Kle) = ar cotghl Aty )], (3.99)
kp(t)= \ﬁ cotgh[ Aty —1)], (3.100)
o\ sinh[B(ty —1)]
x (t)=x, sinh(ﬂ]’\;N) : (3.101)
«on_ - |gcosh[Bty —1)]
u (t)= xo\ﬁ Sinh(ﬂ;vN) , (3.102)
J =% gr cotgh(fry ), (3.103)
2

w = |4 X2 X0 o " .

\/: \/ + b2 () sign (3.104)

V tomto piipadd pro x =xy =0=u" =0 (r>1y).
Pro jiné hodnoty parametru Slze odpovidajici pribéhy ziskat stejnym

zptusobem. Tyto pribehy budou pro 0<s < %\/E lezet mezi pribéhy pro s = 0
1 e atx 1 y TN
as= 5 qr . Podobné pribéhy pro 5 \/a < s < oo budou lezZet mezi priab&hy pro

s:% qr a s=o (obr. 3.9 a3.10).

Z obr. 3.9 a 3.10 vidime, Ze realizace optimalniho zpétnovazebniho fizeni
pro konec¢ny koncovy ¢as (0<ty <o) a pro s;t% gr je velmi obtizna.
VyZaduje pouziti fidicitho podsystému s Casové proménnym zesilenim kp(¢)
a dale od okamZiku ¢, zarucujiciho u (£)=0 (obr. 3.9 b, d). Pfi nedodrZeni

* O W I4 . . W . W w7 14 A w7 W
u (¢)=0 pro ¢ >ty miZze byt velmi negativné ovlivnéno fizeni, pfedevsim pfi
pozadovaném pevném koncovém stavu. Jednoducha je realizace optimalniho

. , NPT . 1 y o
zpétnovazebniho fidictho podsystému pro S=Zq/qr, protoze zesileni
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k;(t):k; =\/E je stejné jako pro zy —oo (viz dale a také priklad 3.1).
r

Rovnéz v tomto ptipade neni kritické dodrzeni podminky u (1)=0 pro ¢ >1 N

Pro kone¢ny koncovy €as optimalni zpétnovazebni fizeni mize byt rovnéz
realizovano nelinedrnim zesilenim, danym zavislosti optimalniho tizeni U’ na
stavu  x (obr. 3.10b). Tato nelinearni statickd charakteristika fidiciho
podsystému zavisi na pocatecnim stavu, viz vztahy (3.89) a (3.104).

Z toho vSeho vyplyva, Ze realizace kvadraticky optimdlniho fizeni pro
konec¢ny koncovy c¢as je pro vétSinu praktickych aplikaci nepouzitelna.

Nekonec¢ny koncovy ¢as (¢, =)

Pi1 nekone¢ném koncovém cCasu, tj. pro ¢, — oo Uloha optimalniho fizeni
je stacionarni. Koeficient & je ze vSech vztahl eliminovan, a proto optimalni
fizeni na ném nezavisi, nezavisi také na tom, zda koncovy stav je volny ¢i pevny
(pevny musi byt vzdy nulovy). Je zfeymé, Ze vztahy (3.92) + (3.97) ziskané pro

1 . : 1
s = 5 qr a 0<ty <oo plati 1 pro ), — o0, tzn. tyto vztahy jsou pouzitelné pro
0<ft<o. Na obr. 3.9 a 3.10 optimalni pribéhy pro ¢, — o jsou znaceny
carkovang.
Vsechny vysledky, Gvahy i zavéry z ptikladu 3.1 plati i v tomto ptipadé,
Stacionarni kvadraticky optimalni fizeni (¢, — o0) ma veliky vyznam pro
praxi piedevsim z diivodu snadné realizace fidiciho podsystému.

Priklad 3.3

Uréime optimalni zpétnovazebni fizeni u*(x*), které pievede tizeny
podsystém
x(¢) = ax(t)+ bu(t), bh>0 (3.105)

Z pocatecniho stavu x(0)=x, do koncového stavu x(e0)=x, =0 tak, aby
ucelovy funkcional

o0

J{u}z%j(qx2+m2)dt; q,r >0 (3.106)
0

mél minimalni hodnotu.
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Reseni
Je to stacionarni uloha optimdlniho fizeni s kvadratickym ucéelovym
funkciondlem. Podminka plné fiditelnosti je splnéna (rankb =n =1). PouZijeme

Riccatiovu algebraickou rovnici (349) pro A =a, B =b, Q =09, R =7r
a dostaneme:

2 a ro _r ’ 2 249
k —2rb—2k—b—2q—O:>kL2—b—2(ai a“+b ;J

Z dtivodu stability [viz vztah (3.60)] pro k > 0 volime znaménko plus
a obdrzime

* bk «
u =——=x,
r

u" =—l(a+,/a2+bzﬁjx*. (3.107)
b r

Optimalni hodnota c€elového funkcionalu se ur¢i na zakladé vztahu (3.51)

2
J" :’%(m Ja? +b21]. (3.108)
2b r

Ze vztahu (3.107) vyplyva, Zze pro »—>0 dostaneme fyzikalné
nerealizovatelné fizeni. Pro ¢ — 0 energeticky optimalni fizeni ma smysl pouze
pro a > 0 (tj. pro nestabilni fizeny podsystém), protoze pro a < 0 (globalng
asymptoticky stabilni fizeny podsystém) energeticky optimalni fizeni je nulové
— fizeny podsystém by byl nefizeny. Z tohoto divodu se predpoklada g, r > O.
Koncovy stav v tomto pfikladé nemusel byt zadan.

Pro a — 0 ziskdme stejné vysledky jako v ptikladé 3.1, resp. 3.2 pro
fN —> 00,

Priklad 3.4
Pomoci dynamického programovani pro fizeny podsystém
$(¢)=bult), b>0 (3.109)
ur¢ime optimalni zpétnovazebni fizeni minimalizujici ucelovy funkcional
L5( 2 2,2
J{u}=gf(qu +qr Y +ru )dt; q1-92-7 >0, (3.110)
0

pfi¢emZ fizeny podsystém ma byt pteveden z pocate¢nich podminek
90)=yo, 3#0)=0 (3.111)
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do koncovych podminek
¥(o0) = j(00)=0. (3.112)

ReSeni:

Volime stavové promeénné

=) } (3.113)

X =Y

a obdrzime stavové vyjadieni stacionarni ulohy optimalniho fizeni:

X =X,

%y = bu, (3.114)

y=x

x1(0)=x19, x,(0)=0, } (3.115)

x1(0)=0,  xy(:0)=0,

J = r?} 1I(q1x12+q2x2 +m2)dt (3.116)
0

Zkontrolujeme fiditelnost. Ze stavového vyjadieni (3.114) mame

0 1 0
P s -

a proto matice fiditelnosti (3.53) bude mit tvar

(B AB]:{O b]

b 0

Jeji hodnost je rovna 2 = n = fizeny podsystém (3.114) je pln¢ fiditelny.

Optimalni fizeni ur¢ime dvéma postupy:
1. postup

Vyjdeme z Bellmanovy parcialni diferencialni rovnice (3.31) pro 88_1: =0:

0= mmH(x u an (3.118)
u ox

kde
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oV 1 7 o) \ oV oV
H| x,u,— |==\qx{ +q>x5 +ru” |+—x, +—bu. 3.119
( 6x] 2(% i +q2X3 ) o, (3.119)
Urcime optimdlni fizeni:
oH oV
—=mu+—0>,
ou 8)(?2
s Y poomyt =2V (3.120)
Ox5 r Oxy
2
a@ [;I =r > 0 = ostré¢ globalni minimum.
u

Optimalni ftizeni (3.120) dosadime do (3.119) a obdrzime Hamiltonovu-
Jacobiovu-Bellmanovu parcialni diferencialni rovnici

) 2
1 Qxi + 2% o7 +8—VX2 =0. (3.121)
2 r \ Ox, Oxy

Reseni této rovnice, tj. Bellmanovu funkci, pfedpokladame ve tvaru kvadratické
formy

V(.?C) = E xTKx = %(kl 1X12 + Zkl 2X1X2 + kzzxg ) (3122)
Matice K je symetricka, proto k;, = k5. Po dosazeni

¥ ky1x1 +kypxa, (3.123)
5x1

LA kyoxy +kppxy (3.124)
8x2

do rovnice (3.121) dostaneme

1 2 ) b 2
5{%?61 +qyX) _7(k12x1 t+ koo ) |+ (ky 1y + kyoxp Jxy =0

a po upraveé

1 b 5 ), 1 br 5 ), b?

~| q1——kin |xX{ +=| g2 +2kjp ——kip X5 +| kyy ——kyokoy [x1xp =0.
2 r 2 r r

Posledni rovnice musi platit pro libovolné x; a x,, proto lze psat
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B2
g1 ——kir =0,
r
b>
qr + 2k12 ——k22 = O, (3125)
r
b2
ki =——kiokyp =0.

Realna feseni této soustavy nelinearnich algebraickych rovnic jsou:
2
ki =% a1 a2 TN,

1
kyy =k Zig a7,

1 2
k2 =J—“E\/”(Q2 +Z\/Q1Vj-

Matice K musi byt kladné definitni, tj. musi platit

ki1 >0, kytkyy —kin >0,

tzn. k>0, ky, >0. RovnéZ ky, >0 z divodu stability [viz vztahy (3.120)
a (3.124)]. Proto musime uvazovat kladna znaménka.

Na zaklad¢ vztahu (3.120) dostaneme optimalni zpétnovazebni fizeni

* b L3 *
u :—;(klle +k22X2), (3126)
resp.
u" =—\@ xf—1/2+3@ X (3.127)
r r b\r
2. postup

Vyjdeme z Riccatiovy algebraické rovnice (3.49), tj.
KA+ A"K-KBR'B'K+0=0, (3.128)
kde
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ky, k q O
K —| 12} ks = ko, Q:{ ! }
ko1 ko 0 q

0 0
0= .

Po dosazeni a upravé se ziska stejna soustava nelinedrnich algebraickych
rovnic jako (3.125), a proto dalsi vypocty jsou stejné. Vidime, Ze oba postupy
jsou zcela ekvivalentni.

Zkontrolujeme stabilitu optimalniho uzavieného systému fizeni, jehoZ
stavové rovnice ur¢ime dosazenim (3.126) do (3.114):

% *

Xl :Xz,

I ¥ « b2 .

Xy =——kjpx) ——kppx;.
r r

Charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni je

S -1 B2 B2
_ |22 2 _
N(s)= br ki S+b,, - —s[s+ . kzz}t . kis. (3.129)

Charakteristicky mnohoc¢len je 2. stupné, a proto nutnou a postacujici
podminkou globalni asymptotické stability je splnéni Stodolovy podminky. Ta
bude splnéna pro k;, >0 a ky, >0. Vidime, Ze kvadraticky optimalni fizeni

skute¢né zarucuje globalni asymptotickou stabilitu.

Z charakteristického ~ mnohoc¢lenu  (3.129)  vyplyva, Ze  pro
b2k3y — 41k 5 > 0= g,b > 2,/qyr koteny budou zéporné redlné a odpovidajici
pfechodny proces bude nekmitavy (aperiodicky). Pro ¢,b< 2@ kotfeny

budou komplexni se zapornou redlnou ¢asti a prechodny proces bude kmitavy.
Lze tedy vhodnou volbou vahovych koeficientl », g, a g, zajistit pozadovany

prechodny proces.

V(s)
E(s) = X41(5)
W(s) .. |U(s) b Y (s)
kp(L+Tps) —»  — S
S
GRr(s) Gs(s)

Obr. 3.11. Optimalné setizeny regulacni obvod — ptiklad 3.4
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Kvadraticky optimalni zpétnovazebni systém fizeni ziskany v tomto
priklad¢ 1ze povazovat za optimalné sefizeny regulacni obvod (obr. 3.11) podle
kvadratického integralniho kritéria

| (qlez +qp6” +ru’ )dt — min (3.130)
0

pro skokovou zménu polohy zadané veliiny w(t) = won(t), resp. poruchové
veli¢ciny v(t)=von(¢). Regulator je typu PD s optimalnimi hodnotami
stavitelnych parametrt [viz vztahy (3.114) — prvni rovnici, (3.126) a (3.127)]:

kp =Ly = [0 (3.131)
r r

T;:k2_2: ‘1_2+2Jz (3.132)
ko Va1 b\gq

Velmi snadno mizeme na zékladé vztahu (3.51) vypocist minimalni hodnotu
ucelového funkcionalu (3.130). Pro x5, =€(0) =0 dostaneme

2
g (O)\/ql(qz +2\/qu”). (3.133)

2 b

Bellmanova parcialni diferencialni rovnice spolu s okrajovou podminkou
predstavuji nutné podminky optimality. Protoze ve vSech ptipadech byl pouzit
kvadraticky ucelovy funkciondl a existence optimalniho fizeni byla zarucena,
bylo mozné obdrzena feSeni povaZovat za optimalni.

Da se rovnéZz dokazat, existuje-li po Castech spojité fizeni u(x,t) ziskané
Z Bellmanovy parcialni diferencidlni rovnice, které spolu se stavovou
diferencialni rovnici vytvofi jedinou trajektorii {x} na intervalu <t0,tN>, pak
toto fizeni je feSenim ulohy optimélniho fizeni. V tomto piipadé¢ Bellmanovu
parcialni diferencialni rovnici spolu s okrajovou podminkou lze povazovat za
postacujici podminky optimality.

Dynamické programovani je velmi uCinnym ndéstrojem feSeni
nejriznéj$ich optimalizac¢nich uloh. Dovoluje snadno uvazovat i omezeni fizeni
a stavu. Umoznuje rovnéZ zastoupenim operatoru min operatorem max piimo
feSit maximaliza¢ni tlohu optimélniho fizeni.

Pfi odvozovani Bellmanovy parcidlni diferencialni rovnice byla
pozadovana spojitd diferencovatelnost Bellmanovy funkce. Tento velmi tvrdy
pozadavek lze v nékterych piipadech oslabit a tak rozsifit pouZitelnost
dynamického programovani (Gorecki 1993).
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4 PONTRJAGINUV PRINCIP MINIMA

Jiny velmi uCinny pftistup k feSeni Uloh optimalniho fizeni pfedstavuje
Pontrjaginuv princip minima (Athans & Falb 1966; Bryson & Ho 1969;
Gorecki 1993; Hsu & Mayer 1967; Kaczorek 1981; Kubik aj. 1972; Kubik aj.
1982; Lewis & Syrmos 1995; Mikles & Hutla 1986; Razim & Horacek 1985;
Sage & White 1977; Spiral & Ovsjanikov 1982; Szklarski, Jaracz & Vitecek
1989; Stecha & Horacek 1985; Takahashi, Rabins & Auslander 1972; Tou 1964;
Vitecek 1992). Pomoci Pontrjaginova principu minima (dale také jen principu
minima) lze feSit 1 velmi slozité ulohy s omezenim fizeni 1 stavovych
proménnych.

Mezi principem minima a dynamickym programovanim, které predstavuji
dva zcela odlisné pftistupy k feSeni uloh optimélniho fizeni, existuje tésna
souvislost. Tuto souvislost vyuzijeme pii ziskani zdkladnich vztaht principu
minima.

4.1 Formulace Pontrjaginova principu minima

Uvazujme ulohu optimalniho tizeni (3.1) a pfedpokladejme, Ze ma feSeni.
Ozna¢me v ji odpovidajici Hamiltonové funkci (3.30)

8V(§x,t) _ p(f), (4.1)
X

ktera pak bude mit tvar

H(x,u,p,t)zfo(x,u,t)+pr(x,u,t) (4.2)
a podobn¢ Bellmanova parcialni diferencidlni rovnice (3.31)

oV

——=min H(x,u, p,t), 4.3
o = (x,u, p,1) (4.3)
kde p je vektor sdruZenych (konjugovanych) proménnych nebo také kovektor
stavu.

Uvazujeme v rovnici (4.3) optimalni fizeni (z divodu piehlednosti
nebudeme ho ani jiné proménné oznacovat hvézdickou), odstranime tak silné
nelinearni operator min a dostaneme Hamiltonovu-Jacobiovu-Bellmanovu
parcialni diferencialni rovnici

_ar = H(x, u,p,t). (4.4)
ot
Derivujme levou i pravou stranu podle X pii uvazovani vztahu (4.1)

a obdrzime
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0% _8H 0%V oH

= + : 4.5
oxo0t oOx ox? Op (45)

Podobné derivujme levou 1 pravou stranu vztahu (4.1) podle t:

._62V).C+62V
P=2" " aiox’

2 2
OV 59V (4.6)
oxot axz
V dynamickém programovani se predpokladd spojitd diferencovatelnost
Bellmanovy funkce podle vSech n+1 proménnych, a proto na potadi derivovani
nezalezi. Protoze levé strany vztahl (4.5) a (4.6) jsou stejné, musi byt splnény
rovnosti

= (4.72)
op
= (4.7b)
ox

Jsou to tzv. kanonické diferencidlni rovnice principu minima. Z Hamiltonovy
funkce (4.2) plyne, Ze prvni rovnice je stavova diferencialni rovnice

x=f(x,u,t) (4.8)

fizeného podsystému a druha je sni sdruZenda (konjugovand) diferencidlni
rovnice.
Vidime tedy, ze pokud tuloha optimalniho fizeni ma fteSeni, pak
Hamiltonova funkce (4.2) musi mit globalni minimum podle fizeni, t;.
H' =min H(x,u,p,t) (4.9)
{u}
a dale musi platit kanonické rovnice (4.7). To je vlastn€ podstata Pontrjaginova
principu minima. V zavislosti na druhu koncovych podminek (1.175) dostaneme
rizné podminky pro koncové hodnoty vektoru stavu x(¢,) = x,, resp. vektoru
sdruzenych proménnych p(¢y )= py. Pocatecni podmince x(zy)=x, musi
vyhovovat feSeni stavové rovnice (4.8). V obecném piipadé volného koncového
Casu tp a volného koncového stavu x, ze vztaht (3.7) a (4.1) vyplyva

koncova podminka pro vektor sdruzenych proménnych

oF [x(t),¢]

™ (4.10)

ptN)=pN =
t:tN
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Pontrjagintiv princip minima spolu s pfisluSnymi okrajovymi podminkami
predstavuji nutné podminky minima celového funkcionalu ulohy optimalniho
fizeni (3.1).

Velmi dilezité jsou vlastnosti Hamiltonovy funkce (4.2). Jeji totélni
(exaktni) derivace podle ¢asu t je dana vztahem

T T T
d_H:(aﬁj “(G_Hj a9 0 (4.11)
dt ox ou op ot

cv

Obr. 4.1. Optimalni fizeni: vnitini — (a), hrani¢ni — (b)

Protoze predpokladame existenci feSeni ulohy optimdlniho fizeni, musi
platit kanonické rovnice (4.7), a proto prvni a tieti vyraz v (4.11) se vzajemné
eliminuji. Druhy vyraz je rovnéz nulovy, protoZze v pfipadé vnitiniho minima
Hamiltonovy funkce
o _
ou
a Vv pripad¢ hrani¢niho minima
u=0,
protoze mnoZzina pripustnych fizeni U je asové neménna (obr. 4.1). Proto na
optimdlni trajektorii {x*} plati

0 (4.12)

aH_ _oH (4.13)
dt ot
Specialng€, bude-li fizeny podsystém stacionarni, tj. f(x,u,t)= f(x,u)
a integrand v ucelovém funkcionalu nebude explicitné zaviset na Case t, tj.
Jo(x,u,t) = fo(x,u), plati
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*

d%:o — H =konst. (4.14)

Bude-li cela uloha optimalniho fizeni stacionarni, pak %‘/ =0 a ze vztahl
(4.3) a (4.9) dostaneme
H =0. (4.15)
Zajimava je interpretace vektoru sdruzenych proménnych p. Z defini¢niho
vztahu (4.1) a ze vztahu (3.8) pro optimalni hodnotu ucelového funkcionalu J ’
vyplyva
oV [x(t).¢]
ox

s

_o (4.16)
t=t, OX

p(ty) =

= f()

Vidime, ze pocate€ni vektor sdruzenych proménnych p(zy)= py
vyjadiuje citlivost optimalni hodnoty ucelového funkciondlu J " ke zméné
pocatecniho stavu x(¢y) =x,. Bude-li hodnota nékteré ze sdruzenych
proménnych v pocatecnim Casovém okamziku 7, nulova, napt. p;(zy) =0, pak
optimalni hodnota tcelového funkcionalu J * bude necitliva k malym zmé&nam
pocatecni hodnoty ptislusné stavové proménné, tj. x;(¢y).

Pontrjaginiv princip minima mizZeme tedy pro tlohu optimalniho fizeni
(3.1) obecné formulovat ve tvaru:

min H(x,u,p,t),
{u}
x= aﬂ, x(t9) = xo, (4.17)
op
. oH oF
p=-" pliy)=— :
X ox t:tN

Princip minima (4.17) ptedstavuje nutné podminky lokdlniho minima
ucelového funkciondlu, které obecné nevedou k jednoznacnému feSeni nebo
globdlnimu minimu. Podminky principu minima (4.17) jsou vSak nutné
a postacujici pro globdlni minimum uCelového funkciondlu v piipade, ze
Hamiltonova funkce H je linearni vzhledem k fizeni u, resp. je-li minimum
Hamiltonovy funkce H " konvexni vzhledem ke stavu X (Intriligator 1971).

. /4 L4 w7 14 * O W I4 . W 4 *t W . M . 14
Tvar optimalniho fizeni # muze byt velmi ¢asto urCen jiz minimalizaci
Hamiltonovy funkce. Optimalni fidici proménné jsou obycejné urCeny jako
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funkce sdruzenych proménnych. Z tohoto divodu je tieba nejdiive urcit
zavislost sdruzenych proménnych na case. To vede k nutnosti feSit tzv.
dvoubodovy okrajovy problém vyjadieny soustavou kanonickych rovnic
S okrajovymi podminkami. Tato soustava se skladd z 2n obycejnych
diferencialnich rovnic, znichZ pro prvnich n rovnic jsou dany pocatecni
okrajové podminky (vzhledem ke stavovym proménnym) a pro n zbyvajicich
rovnic jsou dany koncové okrajové podminky (vzhledem ke sdruzenym
proménnym). Pfipomindme, ze v uloze optimalniho fizeni (3.1) byl uvazovéan
obecné volny koncovy cas i1 volny koncovy stav. Pii jinych koncovych
podminkach dochézi ke zméné, viz podkapitola 4.2.

Piiklad 4.1

Pomoci principu minima vytfeSime ulohu optimalniho fizeni (3.34)
S kvadratickym ticelovym funkcionalem (Vitecek 1992).
Reseni:

Sestavime Hamiltonovu funkci

H(x,u,p,t):%(xTQx+uTRu)+ p’ (Ax + Bu), (4.18)
pak kanonické rovnice budou mit tvar:
=M o i ax+Bu, (4.19)

op
) oH ) T
p=—— = p=—-A p-0x. (4.19b)

ox
Minimalizujeme Hamiltonovu funkei podle tizeni:
on =Ru+ B’ D,
ou
Ru +BT p=0,
u =—R'B'p, (4.20)
o*H Y .
= R>0 =  ostré globdlni minimum.

ou

Po dosazeni (4.20) do (4.19) dostaneme soustavu kanonickych rovnic
x=Ax-BR'BTp (4.21a)
p=-0x—A'p (4.21b)

s okrajovymi podminkami:
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pocatecni  x(#y) = x,

koncova  plty)=Sx(ty). (4.22)
Vidime, Ze feSeni soustavy kanonickych rovnic (4.21) pfedstavuje linearni

dvoubodovy okrajovy problém. Jeho vyieSenim ziskdme { p*} a {x*} , a tedy na

zéklad¢ vztahu (4.20) 1 optimalni oteviené fizeni {u*}. Protoze chceme ziskat

optimalni zpétnovazebni fizeni {u>|= (x*,t)} predpokladejme, Ze vektor

sdruzenych proménnych lze zapsat ve tvaru

p(t)=K(t)x(t), (4.23)

kde K(t) je symetricka matice fadu n. Tento ptredpoklad vychazi z tvaru funkce
koncovych parametra v (3.34) a ze vztahu (4.1).

Vztah (4.23) derivujeme podle ¢asu a dostaneme

p=K(t)x+K(t)x. (4.24)
Dosazenim (4.23) do (4.21) obdrZime

x=|4-BRBTK(r)x, (4.25a)

p=-lo+ATK (). (4.25b)
Nyni dosadime (4.25a) do (4.24) a dostaneme

p=|K()+ K(t)4- K()BR'BT K(¢)}x. (4.26)

Levé strany vztahi (4.25b) a (4.26) jsou stejné, a proto 1ze psat
|&(c)+ K (r)4— K())BR BT K(r)}x =0 + AT K(1)}x .

Aby tento vztah platil pro libovolny stav X, musi byt splnéna rovnost
K(t)+K(t)A+ATK(¢)- K(/)BR'BTK(1)+0 =0 (4.27)

pfi koncové okrajové podmince K(zy)=S. Obdrzeli jsme Riccatiovu

diferencidlni rovnici shodnou s rovnici (3.42) ziskanou pomoci dynamického
programovani. Matice A, B, Q a R obecné mohou mit ¢asové promeénné prvky.

Zakladni vztahy principu minima jsme ziskali na zakladé dynamického
programovani, specialné¢ z Bellmanovy parcialni diferencialni rovnice. Proto
feSeni ulohy optimdlniho fizeni, které bude vyhovovat Bellmanové parcialni
diferencidlni rovnici spolu s okrajovymi podminkami, souc¢asné¢ bude vyhovovat
1 podminkdm principu minima. Opacné tvrzeni vSak neplati. Tzn. ze splnéni
podminek principu minima nevyplyvd, Ze fteSeni Bellmanovy parcidlni
diferencidlni rovnice existuje, protoze u principu minima neni nutné



4 Pontrjaginiiv princip minima 115

predpokladat dvakrat spojitou diferencovatelnost Bellmanovy funkce podle
stavu x [viz vztahy (4.5) a (4.6)].

Pti analytickém feSeni ob¢ tyto metody pfedstavuji zcela odliSné piistupy
k feseni uloh optimalniho fizeni. Dynamické programovani vede na nelinearni
parcialni diferencialni rovnici a princip minima na dvé soustavy obycejnych
diferencidlnich rovnic. Princip minima je vétSinou u¢innéjsi, protoze ve své
podstaté¢ rozd€luje feSeni Bellmanovy parciadlni diferencialni rovnice na dvé
etapy. Na prvni etap¢ ur¢i optimalni fizeni jako funkci sdruzenych proménnych
a na druhé¢ etap¢ sdruzené proménné urci jako funkce Casu. Prvni etapa vétSinou
necini zadné potize. Dovoluje Casto ziskat i nékteré vlastnosti optimalniho
fizeni, a to umoznuje urit 1 zpisob dalSiho feSeni ulohy. Druhd etapa je
optimdlni fizeni je oteviené.

V dynamickém programovani ob¢ etapy jsou feSeny soucasné, tj. feSi se
vétSinou velmi siln€ nelinedrni Bellmanova parcidlni diferencidlni rovnice pfi
zadané okrajové podmince. Ziskané optimalni fizeni je zpétnovazebni. Proto pfi

programovani.

Pti numerickém feSeni ob& tyto metody vedou ke stejnym vypocetnim
problémim. U dynamického programovani je tfeba najit pfiblizn¢ fteSeni
nelinearni parcialni diferencidlni rovnice a v metodé principu minima je treba
urcit ptiblizné feSeni dvoubodového okrajového problému.

4.2 Zakladni ulohy

Formulace principu minima (4.17) je dosti obecnd. V né¢kterych ptipadech
je tieba pfii feSeni tloh optimalniho tizeni vyuzit jeSté dodateCnych vlastnosti
Hamiltonovy funkce, sdruzenych proménnych atd., viz pfedchozi podkapitola.
Proto si dale systematicky uvedeme zdkladni tlohy pro obecné nelinearni
stacionarni fizeny podsystém

x=f(x,u) (4.28a)
S pevnym pocateCnim Casovym okamzikem ¢, 1 pevhym pocateCnim stavem
xo = x(ty) pfi riznych kombinacich koncového ¢asu ¢ a koncového stavu

xy = x(ty) (Athans & Falb 1966; Csaki 1972; Viteéek 1992). V tomto piipadé
Hamiltonova funkce ma tvar

H(x,u,p)= fo(x,u)+ pr(x,u). (4.28b)
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a)  Uloha s volnym ¢asem i koncem

t
J* _ II{lln J]on(x,u)dt+F(xN),
“ o

H ()=H (ty)=0,

. OH
x=—,  x(tg)=x,
op
. oH oF
pP=—" pliy)=—
X ox t:tN

b)  Uloha s volnym ¢asem a pevnym koncem

Iy
J =min jfo(x,u)dt,
u f()
H ({)=H (t5)=0,
OH
X=o x(t9)=xq, x(ty)=xy,
P
pz—zﬁ, 74dné podminky na p(ty ).
X

C) Uloha s pevnym ¢asem a volnym koncem

t
J =r?1? f[vfo(x,u)dt+F(xN) :
u "

H*(t):H*(tN):konst,

x=—, x(to)=xo,
P

(4.29a)

(4.29b)

(4.29¢)

(4.29d)

(4.30a)

(4.30b)

(4.30¢)

(4.30d)

(4.31a)

(4.31b)

(4.31¢c)

(4.31d)
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d) Ulohas pevnym ¢asem i koncem

Iy
J"=min [ fo(x.u)dt, (4.32a)
ul
H (t)=H (ty)=konst, (4.32b)
$=2L 0 ig)=xp, xlty)=xy, (4.320)
op
p= —aa—H : 74dné podminky na p(ty ). (4.32d)
X

V ulohach s volnym ¢asem dodateéné podminky (4.29b) a (4.30b) jsou
potiebné, protoze v té€chto ulohach vystupuje dalSi neznama — koncovy Cas ¢y

(viz ptiklad 4.4).

Priklad 4.2
Rizeny podsystém
x=—ax+bu, a=>0, b>0 (4.33)

je tfeba z pocatecniho stavu x(0) =x, pievést v daném koncovém case ¢, do
koncového stavu x(zy ) = x, =0 tak, aby ucelovy funkcional

J:ltf( 2 +ru2)dt' r>0 (4.34)
5 ) q > 4, -

m¢l minimalni hodnotu (Szklarski, Jaracz & Vitecek 1989).
Reseni:

Je to zékladni uloha spevnym casem 1 koncem (4.32). Sestavime
Hamiltonovu funkci

H(x,u, p)= %(qx2 - m2)+ p(—ax +bu) (4.35)

a minimalizujeme ji podle u:

u =——p, (4.36)
r
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d*H
du’

=r>0 = ostré globalni minimum.

Je zfejmé, Ze minimum Hamiltonovy funkce je konvexni funkci stavu,
a proto princip minima dava nutné a postacujici podminky optimality.

Ur¢ime kanonické rovnice:

x=8—H:>5c=—ax+bu, (4.37a)
op
p:—aa—H:p:ap—qx. (4.37Db)
08

Po dosazeni optimalniho fizeni (4.36) do (4.37a) v souladu s tlohou
(4.32) musime fesit soustavu kanonickych rovnic

b2
X =—ax—~"—p, x(0)=x, x(ty)=0,
v

p=ap—qgx.
Eliminaci sdruZzené¢ proménné p se ziska jedna diferenciidlni rovnice

2. tadu

)'é—(az +b? gszO (4.38)

r

pii okrajovych podminkéach

x(0)=xq, x(t5)=0. (4.39)
Kofeny jeji charakteristické rovnice

A2 —(az +b? 2)20

r

jsou

Ao =%f, B=la*+p*4. (4.40)

r

Reseni diferencialni rovnice (4.38) bude mit tedy tvar

xX= cle'& + cze_ﬂt. (4.41)
Neznamé konstanty c¢; a ¢, ur¢ime z okrajovych podminek (4.39):

Xg=c]+C,

0= cleﬂtN + cze_ﬂtN :
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—Pry
= —lXO e— ) (4423.)
27" sinh(By)
1 PN
=—Xg—F—- 4.42b
272 %inh(Bry ) (4.:420)

Po dosazeni (4.42) do (4.41) a Upravé ziskame optimalni stavovou
trajektorii

* sinh[A(ty ~1)]
x (t)=x sinh(,BtN)t . (4.43)

. 14 14 A /4 w7 14 * 14 W r .
Optimalni oteviené fizeni u (¢) dostaneme na zdklad¢ stavové rovnice

(4.33)

u* zé(x* +ax*) ,
tj.

u"(1)= ﬁ?ﬂf}v){a sinh[B(ty —t)]- Beosh|Bley 1)} (4.44)
Vydélenim vztahu (4.44) vztahem (4.43) obdrzime optimalni zpé&tnovazebni
fizeni

sk %

u =—kp(t)x, (4.45a)
p(0)=—la— peotgh{Alex ~) (4.45)

. e r * J4 < 7 . 4 2 . . r v )
které na optimalnim stavu x zavisi linearné. Eliminaci Casu t ze vztaha (4.43)
a (4.44) ziskame optimalni zpétnovazebni fizeni

* 1 * *2 X(% . *
u =—|lax —f |x “+——— signx |, (4.46)
b[ \/ sinh? (3t )

. r r * r [ . 4 W 4 . 4
které na optimalnim stavu x zavisi nelinearné. Tato zavislost, na rozdil od
zavislosti (4.45), je stacionarni, ale zavisla na poc¢ateCnim stavu x,.

Pro ¢5, — o oba vztahy (4.45) a (4.46) budou shodné

(a—p)x . (4.47)

Je to stejny vysledek jako v ptiklad€ 3.3 pro a < 0, srovnej vztahy (3.107),
(4.40) a (4.47).
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Polozime-li ve vSech vztazich a = 0, pak obdrzime stejné vysledky jako
v priklad¢ 3.2 pro s — o, viz vztahy (3.100) = (3.102) a (3.104).

Piiklad 4.3
Ur¢ime optimalni fizeni u' minimalizujici u¢elovy funkcional
[
J:E szdt+sx]2\] ; r,s>0 (4.48)
0

u fizeného podsystému
xX=—ax+bu, ab>0 (4.49)
pro pevny pocatecni okamzik #, =0 i stav x(0)=x, za predpokladu, ze

koncovy €as ¢ je pevny a koncovy stav x(¢, ) =x, Je volny (Szklarski, Jaracz
& Vitecek 1989).

Reseni:
Je to =zakladni uloha spevnym casem a volnym koncem (4.31).
Hamiltonova funkce ma tvar

H(x,u,p)z%m2 + p(—ax +bu). (4.50)
Ur¢ime jeji minimum podle u:
dH
—=ru+pb,
du P
ru +pb=0,
=0y (4.51)
r
2
a;’ ]2{ =r>0 = ostré globalni minimum.
u

Protoze minimum Hamiltonovy funkce je konvexni funkei stavu, proto
princip minima dava nutné a postacujici podminky optimality.

Kanonické rovnice jsou:

x=8—H:>5c=—ax+bu, (4.52a)
op

ox
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Po dosazeni optimalniho tizeni (4.51) do (4.52a) dostaneme [viz uloha (4.31)]
bZ
x=—ax—"—p, x(0)=xg, (4.53a)
r

p=ap, pltn)=sxy . (4.53b)
Nejdiive vyteSime diferencidlni rovnici (4.53b). Jeji feSeni ma tvar

p=ce”.

Z koncové okrajové podminky dostaneme:
at —at
sxy=ce N =>c=sxye "V,

p(t) =sx Nea(t_tN ) . (4.54)
Sdruzenou proménnou (4.54) dosadime do (4.53a) a obdrzime diferencialni
rovnici
b alt-ty)

X = —ax———sxye NI x(0)=x,, (4.55)
Jjejiz teseni je

b2
x(t)=xpe " — T sx ye N sinh(ar). (4.56)

ar

Z ni miiZeme pro ¢ =¢, urcit koncovy stav

XN :x(tN)z (4-57)

ar +b*se N sinh(azy ) .

Po dosazeni (4.57) do (4.56) a upravé dostaneme optimalni stavovou trajektorii

x (£)=x, le_at —a sinh(at)J : (4.58a)
b2se—2atN

o= R : (4.58b)
ar +b*se”“'N sinh(at )

Optimalni oteviené ftizeni u' pak ziskdme na zaklad¢ vztaht (4.51),
(4.54), (4.57) a (4.58b), resp. stavove rovnice (4.49) a (4.58a):

u*(t)z—%em. (4.59)

Vydélenim vztahu (4.59) vztahem (4.58a) a upravou dostaneme optimalni
Zpétnovazebni fizeni
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* *

u =—k;(t)x , (4.60a)

* 2aa
ko(t)=— , 4.60b
Pl) bla— (2 +a)e 2] (4.600)

& . 4 4 . r /4 4 * . . A4 O
které je linearni nestaciondrni funkci stavu x , resp. eliminaci Casu t ze vztahi
(4.58a) a (4.59) obdrzime optimalni zpétnovazebni fizeni

u' :%[x* —yx 2 +ax§(2+a) sign x*] (4.61)

které je nelinedrni stacionarni funkci stavu x . Ze vztahu (4.57) vyplyva, ze
koncovy stav x, obecné nebude nulovy. Zavislost koncového stavu x, na

koeficientu s je na obr. 4.2.

XN (S) a
Xoe_atN )
>
0 S

Obr. 4.2. Zavislost koncového stavu x na koeficientu s - ptiklad 4.3.

UvaZzujme nyni dva limitni pfipady

a) |s=0=a=0

Ze vztaht (4.58) + (4.61) vyplyva, Ze tento pfipad nema zadny prakticky

vyznam, protoze u =0, tj. fizeny podsystém je vlastné nefizeny (viz takeé
piiklad 3.3).

—at
e N

sinh(az )

V tomto ptipadé xy = x(z)) =0 a vztahy (4.58a), (4.59), (4.60b) a (4.61)
budou mit tvar:

b) s=0=>a=

X (t)=xo SIZhHEi((Z\;N_)Z)] , (4.62)
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e ln 1)

wle)= bsinh(azy) ' (4.63)
—alty—t)
* ae
)= el =1 (4.64)
2
u —%{x —\/x 2+sinh)2C—LtN) signx |. (4.65)

Je ziejme, Ze tyto vysledky musi byt shodné s vysledky piikladu 4.2 pro
g=0=f=a.

Priklad 4.4
Je dan fizeny podsystém
X=—ax+bu, a,b>0. (4.66)

Je tfeba urdit Fizeni u~ minimalizujici celovy funkcional
Iy
1
J = I(m+5m jdt; m,r >0 (4.67)
0

pi1 zadaném pocateCnim Case 7, =0 a stavu x; =x(0), zadaném koncovém

stavu xn =x(ty) =0 a volném koncovém Case 7, (Szklarski, Jaracz & Vitecek
N N N

1989).

Reseni:
Je to zékladni Gloha s volnym ¢asem a pevnym koncem (4.30). Sestavime
Hamiltonovu funkci

H(x,u,p):m+%m2+p(—ax+bu) (4.68)
a minimalizujeme ji podle u:
H
—=ru+pb,
du P
e + pb=0,
u' =—ép, (4.69)
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2

d ]2{ =r>0 = ostré globalni minimum.

du
Kanonické rovnice maji tvar:

x:%—H:M'c=—ax+bu, x(0)=x,, x(ty)=0, (4.70a)
P

p=— o ap. (4.70b)
ox

Vytesime sdruzenou kanonickou rovnici (4.70b)

p=ce” (4.71)

a vysledek dosadime do (4.69), dostaneme optimalni oteviené tizeni

u'(r)= _be gar. (4.72)
r

Nezndmou konstantu € urime z vlastnosti optimalni hodnoty Hamiltonovy
funkce na optimalni trajektorii (4.30b). Dosazenim (4.71) a (4.72) do (4.68)
dostaneme

2.2

* 1b°c *

H =m-—— &> —gex’ e
r

Prot =0z podminky H " =0 obdrzime kvadratickou rovnici

2 2arxoc 2mr

¢+ 2 2 =0,
jejiz teseni je
ar b%m 2
C= —b—2 XO + ZT+x . (473)
ar

V souladu se vztahem (4.72) a pozadavkem stability musi platit [viz také (4.77)]
Xg>0=c>0

}:>x00>0, (4.74)
Xg<0=c<0

a proto pro xy >0 musime ve vztahu (4.73) uvaZovat znaménko plus a pro
Xy <0 znaménko minus.

Optimalni oteviené fizeni (4.72) bude tedy mit tvar
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2
u(£) =2 xg —|x3 +2bTm sign x, e, (4.75)
b a‘r

Koncovy ¢as tp wurCime ze stavové rovnice (4.70a) po dosazeni
optimalniho tizeni (4.72), obdrZime diferencialni rovnici
b2C at

X=—ax———e", x(0)=x,, x(ty)=0.
r

Jeji feseni (tj. optimdlni stavova trajektorie) je

2

X (£)=xpe ™ —Qsmh(at). (4.76)
ar

Pro ¢t =t5 = x(¢t,) =0, proto z rovnice

2
_5% Ginh(aty)
ar

0= xge N

muzeme urcit koncovy ¢asovy okamzik
1 2ar
ty=—n|1+—x, |. 4.77)
N 2a ( bc Oj
Protoze xgc >0 [viz vztah (4.47)], vyraz v zavorce je kladny, a proto rovnéz
koncovy ¢as ¢, bude kladny. Tato uloha optimalniho fizeni neni kvadraticka.
Z tohoto diivodu optimalni zpétnovazebni fizeni u" nemize byt vyjadieno jako

linedrni funkce stavu x . Eliminaci ¢asu t ze vztahti (4.75) a (4.76) dostaneme
optimdlni zpétnovazebni fizeni

2 2
ut =y X" +2£ X0 +£ signx* : (4.78)
b 2ar 2ar

r . . /4 14 . r 4 14 * A . W . w W W
které je nelinedrni stacionarni funkci stavu x . Je tfeba si uvédomit, ze rovnéz
konstanta ¢ zavisi na poc¢atecnim stavu x, viz (4.73).

Ze vztahu (4.78) vyplyva, Ze realizace optimdlniho zpétnovazebniho
fizeni je velmi narocna.
Koeficient m v ucelovém funkcionalu (4.67) a volny koncovy cas ¢y

umoznily soucasnou minimalizaci doby fizeni i1 néakladi na fizeni [viz
energeticky a casove optimalni fizeni (1.76) a (1.77)].
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Na zakladni Glohy principu minima (4.29) + (4.32) pro fizeny podsystém

(4.28a) lze prevést 1 obecnéjSi ulohy. Napf. uvazujme nestacionarni ulohu
optimalniho fizeni s volnym ¢asem a pevnym koncem:

I
J* _ 1'1{1u11}1 ZJ(.)fO(x, u,t)dt,
X = f(x, u, t), (4.79)
X(fo): X0 fo 1 X0 pevné,
x(ty)=xy, ty —volny, x, — pevny.

Zavedenim pomocné stavové proménné x,; Vztahy

1 () =1, x40 () =1 (4.80)
1ze stavovou rovnici a U€elovy funkcional zapsat ve tvaru
-’:C: f(xs xn+1,u), } (4.81)
Xpa1 =1,
IN
J= [ folx,x, p,u)dt . (4.82)
i

Okrajové podminky budou:

x(9) = xo } .
pevné, (4.83)
Xp1(to) =19

x(ty)=xy pevny, } (4.84)

X (i) =ty volny.
Vidime, Ze doSlo k rozSifeni stavu X o jednu slozku x,,; a Ze obdrZena

uloha je zakladni tlohou s volnym casem i1 koncem (4.29). Doslo ke zméné
koncovych podminek v disledku volné slozky x,. (¢y) =1y -

4.3 Reléové rizeni

Pro praxi ma velky vyznam reléové Fizeni nazyvané také ,bang — bang“
nebo ,mantinelové ¥izeni (Sage & White 1977). Takové fizeni se velmi
jednoduse realizuje, protoze fidici proménné nabyvaji bud’ svych maximalnich,
nebo minimalnich pfipustnych hodnot. Uloha optimalniho ¥zeni ma v tomto
ptipadé tvar:
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J :r? [foxt)+r (x,2) ]dt+F(xN,tN)
fo

x = f(x,t)+G(x,)u,

tg) = Xo, ty 1 x5 pevné, : (4.85)

(N) XN ty 1 xy obecnévolné,

i Su; < by i=12,...,r,

kde r je spojité diferencovatelna vektorova funkce, G - matice typu (n,r), jejiz
prvky jsou spojité diferencovatelné funkce.

Tato tloha optimalniho tizeni je zvlastni tim, Ze ve stavové diferencialni
rovnici 1 Vv integrandu vystupuje linearni zavislost na fizeni u. Proto také
Hamiltonova funkce H zavisi na fizeni u linearné:

H(x,u, p,t)= folx,t)+ rl (2,2 )u+ pl [£(x,1)+G(x,t)u]. (4.86)
Z tohoto dlivodu princip minima dava nutné a postacujici podminky optimality.

Linearni zavislost Hamiltonovy funkce na ftizeni zplsobuje, Ze jeji
globalni minimum vystupuje, kdyz

a; pro {rT(x,t)+ pTG(x,t)}i >0
.

b; pro {rT(x,t)+ pTG(x,t)}l. <
V piipad¢, Ze
rT(x,t)+ pTG(x,t)z 0, (4.88)

pak Hamiltonova funkce nezavisi na fizeni U, a proto nemize byt ani podle u
minimalizovéana. Pokud vektorova rovnice (4.88) plati nejenom v izolovanych
casovych okamzicich, ale 1 na celych intervalech, pak feSeni tlohy optimalniho
fizeni je singularni. Singularni feSeni mize mit pouze urcita slozka fizeni u;, tj.
kdyz i-ta slozka vektorové rovnice (4.88) je nulova.

Specialnim ptipadem uloh na reléové fizeni jsou Casove optimalni tlohy.

Piiklad 4.5
Rizeny podsystém
fCl = X7,

. (4.89)
Xy =U
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je treba zpocateniho stavu x(0)=x, pievést do koncového stavu
x(ty)=xy =0 Vvco nejkratsi dobé. Pfedpoklada se, Ze fizeni je omezeno
nerovnosti

u(t) <1. (4.90)
Reseni:

Je to typicka Casové optimalni uloha. Sestavime Hamiltonovu funkci [viz
(1.76b)]

H(x, p,u)=1+ p1x; + pou (4.91)
a najdeme jeji minimum podle tizeni u. Dostaneme
u = —sign p, . (4.92)
Ur¢ime kanonické rovnice:
X1 =xy, xX(0)=x,, xltx)=0,
xzﬁﬂj{l 2> X(0)=xo, x(ty) } (4.93)
ap Xy =,
5 =0,
p:—a—H:{?l } (4.94)
ox P2 =—P1>
Sdruzené kanonické rovnice vyfeSime
=C ,
a=a } (4.95)
P =—cit+csy.

Konstanty ¢; a ¢, jsou pocateni podminky pro sdruZené proménné p,
a p,. Nemohou byt libovolné, jsou ureny podminkou x(tN)z(). Optimalni

oteviené fizeni 1~ tedy v souladu s (4.92) a (4.95) bude

u' (1)=—sign(cy —cpt). (4.96)
Je zteymé, Ze ke zméné tizeni — ,,pfepnuti* mize dojit maximalné jednou.
Pro u =1 je feSeni stavovych rovnic (4.89)
Xy =t +x,(0),
;2 (4.97)
X = B +x,(0) + x; (O)

Po eliminaci ¢asu t dostaneme rovnici stavové trajektorie

2 2
x| = x—2+x1(o)—x2T(0). (4.98)
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Pro u =—1 teSeni stavovych rovnic (4.89) je
xy =t +x5(0),

2 | (4.99)
X = —E + )Cz(O)t + Xl(O).

Po eliminaci ¢asu t zase dostaneme rovnici stavové trajektorie

2 12
x| =—x72+x{(0)+sz(O).

Vidime, ze stavové trajektorie jsou tvoreny useky parabol (4.98) a (4.100), viz
obr. 4.3a. Casti parabol, které nepatii optimalnim stavovym trajektoriim, jsou
¢arkované. Srafovana plocha odpovidéd u =+1 a nesrafovand u =—1, pocate¢ni
podminky x;(0) a x,(0), resp. x;(0) a x5(0) ve vztazich (4.97) a (4.98), resp.

(4.99) a (4.100) jsou dany pocateCnim stavem x(0)=x, a podminkami

(4.100)

spojitosti stavové trajektorie na prepinaci kiivce AOB. Bude-li pocatecni stav x

W v /4 . W r W 14 . 14 rowrz 14 * W
lezet ve Srafované oblasti, pak pocatecni optimalni fizeni bude u =+1 a kdyz
stavova trajektorie dojde na ptepinaci kiivku AO, nastoupi pfepnuti na tizeni

*

u =-1 a dalsi prubéh aZ do koncového stavu x(¢,) =0 je shodny s pribéhem
ptepinaci kiivky AO. Bude-li pocatecni stav x lezet v nesrafované oblasti, pak
optimdlni stavova trajektorie je ur€end pocatecnim optimalnim fizenim u =-1,
na prepinaci kiivce BO dojde K pfepnuti fizeni na u =+1 a dali prubéh
optimalni stavové trajektorie je shodny s piepinaci kiivkou BO. Bude-li
pocatecni stav x lezet na pfepinaci kiivce AOB, pak pribch optimalni stavoveé
trajektorie je pln€ urcen odpovidajicim Gsekem piepinaci kiivky a pocatecnim
fizenim, které pro usek AO je u =-1a pro usek BO u” =+1. V tomto piipadé

a)

~~ -

Obr. 4.3. Priklad 4.5 — optimalni stavové trajektorie: bez omezeni rychlosti — (a),
s omezenim rychlosti — (b)
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K prepnuti fizeni nedochazi. Optimalni dobu pievodu £ =t N Z& stavu x(0) = x
do koncového stavu x(¢5) =0 lze urcit napt. na zakladé vztaht (4.97) a (4.99)
nebo podobnym zplisobem jak v piikladech 1.2 a 1.4.

. /4 14 W rowrs 14 * O W w e /4 W
Optimalni zpétnovazebni fizeni ¥ mizeme urcit na zakladé obr. 4.3:

*2
pro xik+xi<0 a xEZO
+1 2*2
. nebo pro x{"—%so a x;<0
U= ‘ . (4.101)
pro xik+%20 a x;>0
—1 :
nebo pro xf—%>0 a xSSO

Vztah (4.101) miZeme zapsat v prehledném kompaktnim tvaru

£

u =-s1gnf xy +EX2 X9

j | (4.102)

Strukturni blokové schéma odpovidajiciho ¢asové optimalniho systému
fizeni je na obr. 4.4.

RIZENY
PODSYSTEM X20

Obr. 4.4. Strukturni blokové schéma ¢asové optimalniho systému fizeni
z ptikladu 4.5

Obdrzeny systém fizeni lze rovnéz interpretovat jako Casové optimalni
regulacni obvod pro skokovou zménu polohy zadané veli€iny w(?)=wyn(t)
s nelinearnim regulatorem (fidicim podsystémem)
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u*(t):sign[be(t)+%é(t)‘é(t)q (4.103)

a regulovanou soustavou (fizenym podsystémem) s pienosem (obr. 4.5)

Gs(s)= %- (4.104)
s

Zajimavé je srovnani tohoto systému regulace (obr. 4.5) se systémem
regulace z piikladu 1.2 (obr. 1.12). V ptikladé 1.2 pti pouziti linearniho
regulatoru PD bylo nutno pro kazdou hodnotu skoku polohy Zadané veli¢iny w,
ur¢it optimalni hodnotu derivacni Casové konstanty 7, 5 [viz vztah (1.51)].
Naproti tomu pii pouziti optimdlniho nelinearniho algoritmu (4.103) je

automaticky zajiSténa minimdalni doba regulace (pievodu) £ =t N

RIDICI RIZENY
PODSYSTEM PODSYSTEM
_._;r> b ! y
> — —p
L 32 i

Obr. 4.5. Strukturni blokové schéma casové optimalniho regulacniho obvodu
z ptikladu 4.5
V ptipadé omezeni rychlosti stavové proménné x;, tj. pro x; = x,

‘xz‘ <m, (4.105)

Ize postupovat podobné jako v piikladé 1.5. Pribéh optimalnich stavovych
trajektorii je ukdzan na obr. 4.3b (pro x, =0). Pii pribéhu zastupujiciho bodu

X(t) na Gsecich |x,| = m,, optimalni fizeni je «~ =0, viz obr. 1.19f a obr. 1.20b.

Pontrjaginiiv princip minima je také casto formulovan v plivodni formé
principu maxima, ktery se od principu minima odliSuje v podstaté¢ pouze
formalné. Vyhoda principu minima spoc¢iva v té€sné souvislosti s Hamiltonovym
principem, Bellmanovym dynamickym programovanim a hlavné v jednotném
ptistupu k feSeni uloh optimalniho tizeni (Athans & Falb 1966).
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5 VARIACNI POCET

Dynamické programovani i Pontrjaginiiv princip minima jsou podstatné
obecnéjsi a ucinngjsi nez klasicky variacni pocet, jehoz zékladni vztahy ziskdme
Z Bellmanovy parcidlni diferencialni rovnice. V nékterych konkrétnich
ptipadech pouziti varia¢niho poctu je rychlejsi a jednodussi (Elsgolc 1969;
Hanu$ 1978; Hsu & Mayer 1967; Intriligator 1971; Lewis & Syndros 1995;
Vitecek 1992).

5.1 Eulerova — Lagrangeova diferencialni rovnice

Uloha klasického variaéniho poctu muize byt povazovana za zvlaStni
piipad optimélniho tizeni, ve které

X=u,

x(t)e R", (5.1)
u(t) eR",

tj. fizeni a stav nejsou omezeny.

Uvazujme ulohu variatniho poctu sucelovym  funkcionalem
v Lagrangeové tvaru s pevnym Casem 1 koncem

Iy
J"=min [ fo(x.%,0)dt, (5.22)

x} "
X(fo)sz, tO 1 X0 pevné, (52b)
x(ty)=xy, ty 1 Xy pevne, (5.2c)

kde x je spojita ¢asova funkce, x - po Castech spojita ¢asova funkce.

Ptedpokladejme, ze uloha (5.2) ma fteSeni. Bellmanova parcidlni
diferencidlni rovnice pro tuto tlohu v souladu s (5.1) mé tvar

T
_86_5_%1[ fo(x,x,t){a_j x} (5:3)

Z nutné podminky minima vyrazu v lomenych zavorkach dostaneme:

a—i{fo(x,x,tﬂ(g—zy }:0,



5 Variacni pocet 133

&% _ 54
ox ox
Vztah (5.4) totaln¢ derivujeme podle Casu t, tj.
2 2
i[af”_oj:__a V_ov. (5.5)
dt\ ox Otox  Px?

Bellmanovu parcidlni diferencidlni rovnici (5.3) pro optimdlni x
(z divodu piehlednosti nebudeme oznacovat hvézdi¢kou) derivujeme podle x
a dostaneme
o ofy o .
— = + X
oxot Ox  ox2

(5.6)

Predpokladame, Ze Bellmanova funkce V je dvakrat spojité
diferencovatelnd, nezalezi proto na potadi derivovani, a proto vztahy (5.5)
a (5.6) Ize zapsat ve tvaru

1(@‘_()): v,
dt\ ox

Pravé strany obou vztaht jsou shodné, plati tedy

@‘_o_i(@‘_ojzo (57)
ox dt\ ox ' '

Dostali jsme Eulerovu-Lagrangeovu diferencidlni rovnici, ktera spolu
S okrajovymi podminkami

x(19) = xo,
x(ty)=xy

vyjadiuje nutné podminky minima G¢elového funkciondlu (5.2a).

(5.8)

Spojitd Casova funkce {X(t)}, kterda vyhovuje Eulerové-Lagrangeové
diferencidlni rovnici (5.7) spolu s okrajovymi podminkami (5.8) se nazyva
extremdla (staciondla, kritikdla). Extremala {Xx} mize byt optimalni stavovou
trajektorii {x*}, ale také nemusi ji byt. Tzn. pokud uloha variacniho poctu ma
feSeni, pak toto feSeni musi byt extremalou.

Z nutné podminky 2. f4du pro minimum vyrazu v lomenych zavorkach
rovnice (5.3) obdrzime:
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2 T 2
8—2 fo(x,x,t)+(a—V) x :%,
ox ox ox

2~ df
o'y, (5.9)
oxc?

Dostali jsme Legendreovu nutnou podminku minima uCelového
funkcionalu (5.2a). V ptipad¢ kladné definitnosti je to zesilend Legendreova
nutnd podminka minima.

Eulerova-Lagrangeova  diferencidlni rovnice spolu s okrajovymi
podminkami a Legendreova podminka pfedstavuji nutné podminky pro slabé
minimum. ProtoZe vSak kazdé slabé minimum je soucasné silnym minimem,
jsou to rovné€z nutné podminky pro silné minimum (viz kap. 1.1 a ptiklad 5.1).

Eulerova-Lagrangeova diferencialni rovnice spolu s okrajovymi
podminkami je rovnéZ nutnou podminkou pro slabé (siln€¢) maximum.
U Legendreovy nutné podminky je tfeba v pfipadé¢ maxima uvazovat opacnou
definitnost.

Eulerovu-Lagrangeovu diferencialni rovnici (5.7) a okrajové podminky
(5.8) mlizeme zapsat slozkove:

i(t0) = X0, (5.10)
(

. Ofy . . : PR y
Protoze @ je funkei x;, x; at, po provedeni totalni derivace podle Casu t

X

v (5.10) obdrzime

2 2 2
Phog P PR %,

éxi @xi 5xl- ataxl' axl' (5 . 11)
xl-(to): X;05 xi(tN): Xy, i=12,...,n.

Vidime, Ze Eulerova-Lagrangeova diferencialni rovnice (5.7) piedstavuje
vlastné¢ soustavu n obycejnych obecné nelinearnich diferencidlnich rovnic
2. tadu, kterou je tieba feSit pi1 2n okrajovych podminkach. Proto feSeni
(extremala) Eulerovy-Lagrangeovy diferencialni rovnice ma tvar

x(t)= x(c,¢,1), (5.12)
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kde vektory konstant ¢, :[cn,clz,...,cln]T acy =[021,c22,...,02n]T seur¢izn
pocatecnich podminek

xo = x(c1,¢5,1p), (5.13a)
a z n koncovych podminek
xy =x(c,e0.ty). (5.13b)

Dilezity je ptfipad, kdy integrand v Gcelovém funkcionalu (5.2a) nezavisi
explicitné na Case t, t.

folx,x,0)= fo(x,x). (5.14)

V tomto ptipadé Eulerova-Lagrangeova diferencidlni rovnice (5.11) ma
tvar

2 2
foy  Oho

axlz : 5xlaxl : 8)61- B

Vynasobime-li tuto rovnici vyrazem x;, pak na levé strané¢ dostaneme

totalni derivaci

%o .
5.15
” ( ey — f 0] (5.15)
Proved’'me naznacenou operaci totalni derivace (5.15) a dostaneme:
2 2
o f(.) 5‘1'2*‘8 fofixi*‘ foxi_ﬁfoxi_afoxl =
Ox;0x; o2 Ox; Ox; OX;

1

2 2
. afo ,+af9xi—8f° ‘
ax axl@xi 5)61-

Vidime tedy, Ze v souladu s (5.15) Eulerova-Lagrangeova diferencialni rovnice
VvV tomto piipad¢ bude

%X —Jo=¢a
ox, (5.16)
i=12,...,n,

kde c¢;; jsou konstanty.

Priklad 5.1
Rizeny podsystém
X =bu, b>0 (5.17)
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je tieba z pocate¢niho stavu x(0) =0 pievést do koncového stavu x(1)=1 tak,
aby ucelovy funkcional

1
J=j1dt (5.18)
T

mél minimalni hodnotu (Vite¢ek 1992).

Reseni:
Eulerova-Lagrangeova diferencialni rovnice

Fo_d(do)_
ox  dr\ ox

1 14
pro fo =— matvar
X

X¥=0.

Jeji feSeni ziskame postupnou integraci

x=c, (5.19)
xX=cit+cy. (5.20)

ProtoZe integrand f, nezavisi explicitné na Case t, mohli jsme vyuZit
vztahu (5.16) a Eulerova-Lagrangeova diferencidlni rovnice by méla pfimo
ekvivalentni tvar (5.19). Je zfeyjmé, Ze¢ okrajovym podminkdm x(0)=0
a x(1) =1 vyhovuji konstanty ¢; =1 a ¢, =0, t]. stavova trajektorie (5.20) bude

x (f)=t. (5.21)
Na zéklad¢ stavové rovnice (5.17) snadno ur¢ime i oteviené fizeni
()=, (5.22)
b
Urc¢ime 1 odpovidajici hodnotu ucelového funkciondlu (5.18)
. 1 1 1
J'=|Sdt=[dt=1. (5.23)
0% 0
Pro trajektorii (5.21) je také splnéna zesilend Legendreova nutna podminka
2
9" fo :2% _950. (5.24)

.2
ox X7
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b)

2,5 7
bu (t)
2 4

15t

Obr. 5.1. Priklad 5.1: prub&hy stavovych trajektorii — (a), priab¢hy fizeni — (b),
priabeh ucelové funkce — (C)
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I kdyz z podstaty tlohy piimo nevyplyva, Ze minimum existuje, obdrzené
fizeni (5.22) a odpovidajici trajektorie (5.21) zajiStuji slabé minimum
funkcionalu (5.18). Uvazujme napf. hladké stavové trajektorie
x(t)=t", ne(0,2) (5.25)

vyhovujici okrajovym podminkam x(0)=0 a x(1)=1 zblizkého okoli
trajektorie (5.21), viz obr. 5.1a. V souladu se stavovou rovnici (5.17)
trajektoriim (5.25) odpovida oteviené fizeni (obr. 5.1b)

u(t) = %z”‘l, ne(0,2). (5.26)

Pro stavové trajektorie (5.25) ucelovy funkcional (5.18) bude ucelovou
funkci zavislou na mocniteli n (obr. 5.1¢)

JIO [ - (5.27)

5 nt"1 n(2-n)
Uré¢ime minimum funkce (5.27):
dJ 1 1
+

dn n2(2—n) n(2—n)2 |

L S| Y (5.28)

nrQ2-n) n@2-n)?

d*J At
— =2 > 0= ostré¢ globalni minimum
dn”|,* 2
T =l )=1. (5.29)

Vidime, ze stavova trajektorie (5.21) skute€né minimalizuje ucelovy funkcional
(5.18). Je to ale slabé minimum, protoZe napf. na stavové trajektorii (obr. 5.2)

-2t pro 0<¢<0,
x(t)=4-02+2(t-01) pro 0,1<t<0,4 (5.30)
t pro 0,4<tr<1

hodnota tceloveého funkcionalu (5.18) je

0,1 1 0,41 1
J= [ —dt+ | —dt+ [dt=0]. (5.31)
—2 2
0 0,1 0,4
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Silné minimum ucelového funkciondlu (5.18) neexistuje. Tento ptiklad
ukazuje, Ze je velmi dulezité uvazovat tfidu funkci, ve které se hleda optimalni
stavova trajektorie.

X(t) A
1,0 -

0,5 -

Obr. 5.2. Stavova trajektorie po Castech hladka — ptiklad 5.1

Priklad 5.2
Rizeny podsystém
X =—ax + bu, a,b>0 (5.32)

je tfeba pievést z pocateniho stavu x(0)=x, Vv okamziku ¢, do koncového
stavu x(7y ) = x =0 tak, aby ucelovy funkcional

1y
J== [ it (5.33)
2 0

m¢l minimalni hodnotu (Vite¢ek 1992).
Reseni:
: : : 1 .
Je to uloha na energeticky optimalni fizeni (energie = mez ). Z Eulerovy

— Lagrangeovy diferencialni rovnice

%_i(af_oj:o
o di\ o

1 . r . 7 4 . .y J4 o« e 4
pro fo = Exz dostaneme homogenni linearni diferencidlni rovnici 2. fadu

=0,
jejiz tesSeni ziskdme postupnou integraci

)'c:cl,
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xX=cit+cy. (5.34)

Neznamé konstanty ur¢ime z okrajovych podminek

XO = 02 C1 = _x_()

0 o } T (5.35)
=Cly +C ¢y = X,

Protoze je splnéna zesilend Legendreova nutna podminka pro minimum

2

0 ];0 =1>0,

ox
z fyzikalni podstaty ulohy optimalniho fizeni 1ze pfedpokladat existenci minima
ucelového funkciondlu (5.33) a teSeni Eulerovy-Lagrangeovy diferencidlni
rovnice vyhovujici okrajovym podminkam je jediné, proto v souladu s (5.34)

a (5.35) optimalni stavova trajektorie {x* (¢)} je dana vztahem (obr. 5.3a)

X (()=-2Cr+x,. (5.36)
In

Optimalni oteviené tizeni {u*(t)} obdrzime dosazenim (5.36) do stavové
rovnice (5.32) a upravou (obr. 5.3b)

u*(z):—%(i+i—1j. (5.37)
b tN atN
Ur¢ime minimalni hodnotu ucelového funkcionalu (5.33)
tN 2 tN 2
J= [ %= 120 [ = X0 (5.38)
2 0 tN 0 ZfN

Eliminaci Casu t ze wvztaht (5.36) a (5.37) dostaneme optimalni
zpétnovazebni fizeni (obr. 5.3d)

u = ﬁ(x* - x—OJ (5.39)

Optimalni stavova trajektorie {x"} je naobr. 5.3c.
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a C)
X(t) & Xp = X
XO .
{x (O}
Xp
> >
0 ty t 0 * X, = X
<
| {x }
b) d)
u(t) 4 u A X
XO a
| . —e »
t 0 <
_ X0
bty

Obr. 5.3. Piiklad 5.2 — optimalni pribéh: stavové proménné — (a), otevien¢ho
fizeni — (b), stavové trajektorie — (c), zpétnovazebniho fizeni — (d)

Pti formulaci ulohy variacniho poctu (5.2) se ptedpokladalo, Ze ucelovy
funkcional (5.2a) se minimalizuje podle x. Vyplyvalo to z toho, Ze se vychazelo
ze vztahi (5.1) a ze souvislosti s dynamickym programovanim. ProtoZze mezi x
a X je jednoznacna zavislost (az na konstanty), klasické tloha varia¢niho poctu
s pevnym ¢asem 1 koncem se nej¢astéji formuluje ve tvaru:

(5.40)

x(ty)=xy, ty i xy pevné.

5.2 Ulohy variac¢niho po¢tu s omezenim

V podkapitole 5.1 ulohy variaéniho poctu byly uvazovany bez vedlejSich
omezujicich podminek. Nejdiive se urCila optimalni stavova trajektorie a pak na



142 5 Variacni pocet

jejim zakladé se ze stavové diferencidlni rovnice urCilo optimalni oteviené
fizeni. Uloha variaéniho poétu miZe byt zformulovana piimo s uvazovanim
prislusného omezeni. Napt. uvazujme ulohu variaéniho poctu s diferencidlnim
omezenim, s pevnym ¢asem 1 koncem:

IN
J = {i? [ folx..)dt, (5.41a)
X
1o
glx,x,1)=0, m<n, (5.41b)

x(ty) =x0, 2y i xo pevné,

, ) (5.41c)
x(tN)sz, tN 1 X pevne,

kde g=[g1.22. -2 ]T je spojit¢ diferencovatelna vektorova funkce
vyjadfujici vztah mezi stavem, jeho zménou v Case a ¢asem.

Je zteyjmé, ze omezenim (5.41b) mlze byt napi. stavova diferencidlni
rovnice. V tomto piipadé m =n.

Ulohu variaéniho poétu s diferencidlnim omezenim (5.41) lze fesit
Lagrangeovou metodou. Sestavi se tzv. Lagrangeova funkce

L(x, X, p,t): fo(x, 5c,t)+pTg(x, x,t), (5.42)
kde p= [pl, D2seeos P ]T je vektor Lagrangeovych soucinitelii (multiplikatori)
— obecné je to vektorova ¢asova funkce.

Za ptedpokladu, Ze hodnost Jacobiovy matice
0g

ox

je rovna m, ulohu varia¢niho poctu s omezenim (5.41) Ize zastoupit tlohou bez
omezeni s ucelovym funkcionalem

(5.43)

Jy = [ Lx. %, p.t)dt. (5.44)

Protoze optimalni feSeni musi vyhovovat omezeni (5.41b), proto plati

fo (x*,fc*,t): L(x*,)’c* ,p*,t) , (5.45)
a tedy musi platit rovnéz
J =Ji. (5.46)

Pro ulohu sucelovym funkciondlem (5.44) Eulerova-Lagrangeova
diferencialni rovnice bude mit tvar dvou vektorovych rovnic
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Ldfi)
ox dt\ox ’

aL_dfa)_,
op dt\op

Protoze Lagrangeova funkce L nezéavisi na p, druhd rovnice v (5.47)

(5.47)

vyjadiuje omezeni (5.41b), proto nutné podminky minima Vv tomto piipade
budou

@_L_i(@_L) 0
ox dt\ox ’
g(x, x,¢)=0, (5.48)
x(ty) = xy,

x(tN) = xN .

Celkovy pocet rovnic je N + m, na jejich zakladé se ur¢i n + m nezndmych
casovych funkei {x;(r)} a {p;(#)}. Kurceni 2n neznamych konstant slouzi 2n

okrajovych podminek, které nesmi byt ve sporu s omezenim (5.41b).
Zvl1astnim ptipadem omezeni (5.41b) je integralni omezeni

In

[ g(x. %)t =, (5.49)
0y
kde g= [gl 3825 &m ]T je spojité diferencovatelna vektorova funkce,

b=[b.b,,...,b, ]T - vektor zadanych konstant.

Postup v tomto piipadé je podobny jako v ptedchozi uloze (5.41), tj.
Lagrangeova funkce L ma tvar (5.42), ale vektor Lagrangeovych souéinitelti p je
konstantni a m muiZe byt vétsi nez n. Nutné podminky minima budou mit tvar:

oL _afi),
ox dt\ox)

IN

J.g(xa X,l‘)dl‘ =b, (5.50)
lo

x(19) = xo.

x(ty)=xy

Ulohy variaéniho podtu tohoto typu se nazyvaji izoperimetrické ilohy
a integralni omezeni (5.49) izoperimetrické podminky. Sviij ndzev dostaly podle
klasické ulohy ziskani mezi kiivkami konstantni délky takové kiivky, kterad
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ohraniCuje nejvétsi ploSny obsah (perimetr = obvod rovinného obrazce).
U izoperimetrickych tloh plati tzv. princip reciprocity (duality), podle kterého
plati (pro jednoduchost uvazujeme m = 1): ,,Minimalizuje-li {X} funkcional J pfi
podmince b = konst, pak {x} maximalizuje b pii podmince J = konst”. Napf.
kiivka konstantni délky ohranicujici maximalni plosSny obsah je soucasné kiivka
nejmensi délky ohranicujici dany plosny obsah. Takovou kiivkou je kruznice.

V tlohach variacniho poctu casto v tcelovych funkciondlech vystupuji
vysSi derivace podle ¢asu. Uvazujme napi. tlohu variacniho poctu s pevnym
¢asem 1 koncem:

J = min [ fo (5,0 x™ e (5.51a)
X
)
x(ty) =xo, x(ty)=xy.
x(ty) = o, x(ty )=ty

(5.51b)

x(”_l)(to) = xgn_l), x("_l)(tN) = x](g_l).

Tuto ulohu lze pievést na Ulohu (5.41) a pak vyfeSit. Zaved'me nove
proménné pomoci vztaht:

X1 =X,
x1:x2=)'c,

)&fz =X3 = ).é, (552)

(n=1)

Xp—1 =X, =X

Je zteymé, Ze pro kazdou proménnou x¥ existuje moZznost dvojiho
zastoupeni novou proménnou, a to x;,;, resp. Xx;. Zvolime prvni variantu
a dostaneme ucelovy funkcional

J" = [ folxr 0,0 Xp 00 )dt (5.53)

pii diferencialnich omezenich
Xy — )'Cl = 0,

— %, =0,
BTt (5.54)

Xn —)'cn_l =0.
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Lagrangeova funkce L pro tuto tlohu bude
L= fo(x1, X050 Xp X0, 0) + Py (000 = 31 ) -4 Py (30, = X0 p)- (5.55)

Eulerovy-Lagrangeovy diferencialni rovnice rozepsany slozkove

o afe)_,

proi=1,2,...,n maji tvar:

—+p1+p220, 1x

—+p2+p320, 2%

+ P2+ Py1 =0, (n—2)x
B 2Bl e,
X

Z t&chto rovnic eliminujeme Lagrangeovy sou€initele p; a jejich derivace p;.

Provedeme to tak, Ze kazdou i-tou rovnici (i-1)krat derivujeme podle Casu t (je
to zaznaCeno napravo). Pak postupnou eliminaci Lagrangeovych soucinitelii od
prvni k posledni rovnici dostaneme

o d(Po), & (| Cpd (),
oxy dt 0x5 dtz Ox3 di" \ ox,,

Po ptevedeni na ptivodni proménnou v souladu se vztahy (5.52) obdrzime
tzv. Eulerovu-Poissonovu diferencidlni rovnici

2 n
%_1[%}61 (afq)_...+(_1)nd_ Yo _|_q (5.56)
ox dt\ ox ) gr?\ o dt" o™
ktera spolu s okrajovymi podminkami (5.51b) tvoti nutné podminky minima
ucelového funkciondlu (5.51a).

Legendreova nutnd podminka (5.9) bude
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[0 0 ... o]l [o o0 .. 0 |
2, |00 0 0.0 .. 0 |,
ox 8% 1y G

0O o0 ... 5 0O o0 ... g

! ox, | | o[x"M 1% |

Protoze se jedna o kladnou semidefinitnost, Legendreova nutnda podminka pro
minimum ucelového funkcionalu (5.51a) ma tvar

2
95y, (5.57)
a[x\"1?
Priklad 5.3

Rizeny podsystém
% =bhu, h>0 (5.58)

je tieba pievést z pocatecniho stavu x(0) =x,, x(0)=0 do koncového stavu
x(ty)=xy =x(ty)=xy =0 Vv zadaném koncovém case ¢y tak, aby ucelovy
funkcional

IN

J = [uar, fy <0 (5.59)
0

mél minimalni hodnotu (Vite¢ek 1992).

Reseni:

V souladu se stavovou rovnici (5.58) ucelovy funkcional lze zapsat ve
tvaru

1,
J=— | #4dt, (5.60)
b 0

a proto pouzijeme Eulerovu-Poissonovu diferencialni rovnici pro n = 2:

é&_if%]+f(@ﬂ:m

ox dt\ ox ) g2\ ox
kde
1 .»
fo=—54
0 b2

Eulerova-Poissonova diferencialni rovnice je linearni homogenni 4. fadu
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d*x
—4 = 0
dt
Jeji feSeni ziskame snadno postupnou integraci:
X = 1,

).(E:CIf'l'Cz,
. C
XZEIZLZ +C2f+C3,

.3
xX=—t 2t + 3t + ¢y

6

Z okrajovych podminek dostaneme:

5] :12—, CH :—6—, C3 :O, Cq =X - (561)

Z podstaty ulohy variaéniho poctu (optimalniho ftizeni) vyplyva, ze
minimum uc¢elového funkcionalu (5.59) existuje (integrand je ryze konvexni),
feSeni Eulerovy-Poissonovy diferencidlni rovnice je jediné, a proto optimalni
stavova trajektorie je ddna vztahem (obr. 5.4a)

3 2
x (£)=xg 2——3— 1 (5.62)
oty
Rovnéz ze zesilené Legendreovy nutné podminky pro minimum
2
g Jgo = % >0
ox b

plyne, Ze na této trajektorii miuze byt ucelovy funkcional (5.59), resp. (5.60)
minimalizovan.

Optimalni oteviené fizeni ziskame na zaklad¢ vztaht (5.58) a (5.62):
u'(r)= (2— - 1J (5.63)
th ZLN
viz obr. 5.4b.

Optimdlni zpétnovazebni fizeni je mozno urcit ze vztaha (5.62) a (5.63)
eliminaci Casu t.

Vypoéteme jeste optimalni hodnotu ucelového funkcionélu (5.59)

* t]y *) 2 L t )2 2

J = dt = 2——1| dt= : (5.64)

2.4 2 3
0 AN b7t
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Obr. 5.4. Piiklad 5.3 — optimalni pribéh: stavové proménné — (a), otevien¢ho
fizeni — (b)

Priklad 5.4
Rizeny podsystém
X =—ax + bu; a,b>0 (5.65)

je tieba pfevést z pocatecniho stavu x(0) = x; do koncového stavu x(o0) =0 pfi

, . : 1 .»
omezeni na celkovou energii (energie = 5 mx“)

L =p, (5.66)
2 0
a pt1 minimalni hodnot¢ ucelového funkcionalu
.1=1jx%h. (5.67)
2
0
Reseni:

Je to uloha varia¢niho poctu s integralnim omezenim. Sestavime
Lagrangeovu funkci (5.42) s konstantnim Lagrangeovym soucinitelem p

2. P

=12 Py
27 2

(5.68)

a v souladu s (5.50) dostaneme

Ldfi)
ox dt\ ox ’
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FoLx=0. (5.69)
Z
Protoze p = konst, feSeni diferencialni rovnice (5.69) ma tvar
xX= cle_'& + czeﬂt , (5.70)
1
p=—. (5.71)
Jp

Z okrajovych podminek x(0)=x, a x(0) =0 obdrzime ¢; =x; a ¢, =0,

a proto teSeni diferencidlni rovnice (5.69) vyhovujici okrajovym podminkam
bude

x*(t)z er—ﬂt_ (5.72)

Neznamou hodnotu f, resp. Lagrangeova soucinitele p urCime
Z integralniho omezeni (5.66):

%I(— proe F i =,

fch
Rl
4p
B=—3, (5.73)
X0
x4
- 02 , (5.74)
16b;

Z podstaty ulohy vyplyva, ze globalni minimum ucelového funkcionélu
(5.67) existuje, feSeni vyhovujici nutnym podminkdm (5.72) je jediné, a proto

optimdlni stavova trajektorie {x* (1)} je dana vztahy (5.72) a (5.73).
Na zakladé stavové rovnice (5.65) jiz snadno ur¢ime optimalni oteviené

fizeni

u*(t)z—%)(ﬁ—a)e_ﬂt. (5.75)
Eliminaci Casu t ze vztahi (5.72) a (5.75) (napf. jejich vydélenim)
ziskdme optimdlni zpétnovazebni fizeni

u =—~—“x . (5.76)
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. 4 W M 14 14 W rowr7 14 * M M 14 14 14 *
Vidime, Ze optimalni zpétnovazebni fizeni u# je linearni funkci stavu x
ktera zavisi na pocatecnim stavu x, viz (5.73).

Vypocteme optimalni (minimalni) hodnotu tcelového funkcionalu (5.67):

o0 0 2
I =L = L g A Par =20 (5.77)
2 2 4
0 0
resp. na zéklad¢ (5.73)
* xg
=20 5.78
165, (5.78)
Ptedpokladejme nyni, Ze mame maximalizovat icelovy funkcional
Ji 1 [#ar. (5.79)
2
0
pi1 omezeni
1 [x*dt=J". (5.80)
2 0

Vzhledem ktomu, Zze Eulerova-Lagrangeova diferencialni rovnice
vyjadiuje nutné podminky jak pro minimum, tak i pro maximum, nemusime
ménit u integrandu v ucelovém funkcionalu (5.79) znaménko (abychom
maximalizaci pfevedli na minimalizaci). Lagrangeova funkce L; bude pro tuto
ulohu mit tvar

L ———1 P22 Lx2, 5.81
1
2 2

kde p; je konstantni Lagrangetiv soucinitel.

Eulerova-Lagrangeova diferencialni rovnice
h_d(oh)_,

Ox dt\ ox
pro (5.81) bude
X— px=0. (5.82)
Ze srovnani (5.82) a (5.69) vyplyva, ze feSeni (5.82) je
X (t)= xoe_ﬂlt , (5.83)

Bi=+p . (5.84)
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Je ziejmé, ze trajektorie (5.72) a (5.83) budou stejné, bude-li platit
P = p;. Podobné jako konstanta £ byla urCena z integralniho omezeni (5.66),
bude i konstanta f; déna integralnim omezenim (5.80):

%I(xoe_ﬂlt)zdt =J,

2

X0 _ ¥

45 ’
X

Pr=—%. (5.85)
4J

Po dosazeniza J (5.78) dostaneme
4b

pr=—=8. (5.86)
X0

Vidime, Ze dana uloha vyhovuje principu reciprocity. Vyplyva to piimo ze
srovnani Lagrangeovych funkci (5.68) a (5.81), kde integrandy ucelové funkce
a integralniho omezeni jsou zcela rovnocenng, protoZe vyndsobenim konstantou
1ze jednu Lagrangeovu funkci pfevést na druhou a na optimalni feSeni to nema
zadny vliv.

5.3 Uloha variaéniho poé¢tu jako iiloha optimalniho Fizeni

Uvazujme ulohu optimélniho tizeni s pevnym ¢asem i koncem

IN
J =min Jfo(x, u,t)dt,
u tO
x = f(x,u,t)
x(tg) =xg, ty i xy pevné, (5.87)

In)=Xy, ty i Xy pevné,

} te(t.ty)-

X

Tuto tlohu optimalniho ftizeni 1ze povazovat za tlohu variatniho poctu
(5.41) s diferencialnim omezenim, kde

g(x, X, u, t) = f(x, u, t) - X, (5.88)

proto nutné podminky optimality budou mit tvar
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OL _d[oL)_y (5.89)
ox dt\ox

OL _dfoL]_y (5.89b)
dp dt\op

OL _d[oL)_y (5.89¢)
ou dt\on

kde L je Lagrangeova funkce

L(x,.fc, u,p,t)zfo(x,u,t)+ pT[f(x,u,t)—)'c]. (5.90)

Protoze Lagrangeova funkce (5.90) nezéavisi na & a p, proto nutné
podminky pro ulohu optimdlniho ¥Fizeni s pevaym casem i koncem (5.87) maji
tvar

%_1(%)_0
ox di\ ox ’

X = (x, u,t),

oL _ 0, (5.91)

Piiklad 5.5
Vyftesime ptiklad 5.3 pomoci podminek (5.91).

Reseni:
Rovnici fizeného podsystému (5.58) zapiSeme pro x; = x stavové:
X =X%5,
e (5.92)
X, =bu.
Lagrangeova funkce (5.90) bude mit tvar
2 . :
L=u”+p(xy —x))+ py(bu—x,). (5.93)
V souladu s nutnymi podminkami (5.91) lze tedy psat:

oL d(ﬁ—.Lj=Oz>1ﬁ =0,
6x1

6x1 dt
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)y,
8x2 df 8x2
a—L=O:>2u+pzb=0,

ou

X| =Xy,

X2:b1/l.

Z prvni rovnice dostaneme p; =c;, dosadime do druhé rovnice, ze které
obdrzime p, =—c|t +c,. Dosadime vysledek do tieti rovnice a ziskdme fizeni

u= g(clt—cz ). (5.94)
Po dosazenti tizeni (5.94) do stavovych rovnic dostaneme

X’l =Xy,
b2

Xy = 7(le —cy),

resp.
. b’
X1 ZT(CllL—Cz).

Reseni ziskame postupnou integraci

X —ﬁc £2 —ﬁc t+c
1 4 1 5 2 3
2 5 b?
X]=——cCit” ———cCrt” +c3t+cy. 5.95
1=l T 3t+cy (5.95)
Z okrajovych podminek obdrZzime nezndmé konstanty:
24 12
= 23 X0 Cy = 22 X0 C3:O, Cq =X - (596)
bty b7ty
Stavova trajektorie (5.95) a oteviené tizeni (5.94) maji tedy tvar
" £t
x (£)=x(t)=xp| 25 =35 +1], (5.97)
In IN
u'(t)= %in—lj. (5.98)
th tN
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Ze srovnani se vztahy (5.62) a (5.63) vyplyva, ze jsme dostali optimalni
stavovou trajektorii a optimalni oteviené fizeni, a proto dalsi postup 1 vysledky
budou stejné jako v prikladé 5.3.

Ukazeme si souvislost klasického variaéniho poctu s Pontrjaginovym
principem minima. Uvazujme pro ulohu optimalniho fizeni (5.87) Hamiltonovu
funkci

H(x,u, p,t)= fo(x,u,t)+ pr(x, u,t)
a srovnejme ji s Lagrangeovou funkci (5.90), t;.

L(x,x,u,p,t)zfo(x,u,t)+ pT[f(x,u,t)—)'c].

Je zteymé, Ze plati

L=H-p'%, (5.99)
proto nutné podminky (5.89) budou mit tvar

OL _d[OL) o9, 5 0, (5.100a)
ox dt\ox ox

OL_dfoL)_g%1 _ 4y, (5.100b)
dp dt\op op

OL _d(OL) g 9 _y (5.100¢)
ou dt\ou ou

Vidime, ze prvni dvé rovnice jsou kanonické diferencidlni rovnice
principu minima, ve variacnim poctu také nazyvané¢ Hamiltonovy kanonické
rovnice. Posledni vztah (5.100c) vyjadfuje nutnou podminku pro vnitini
minimum Hamiltonovy funkce podle fizeni u. Odtud také vyplyva, Ze klasicky
variaéni pocet 1ze povazovat za specialni ptipad Pontrjaginova principu minima,
kde vztah (5.100c) ma zna¢né obecnéjsi tvar

min H , (5.101)
{u}

umoziujici uvazovat 1 hrani¢ni minimum (tj. fizeni mize byt omezeno). Proto

vektor Lagrangeovych soulinitelit p lze pokladat za vektor sdruzenych

proménnych (kovektor stavu) a Ulohy varia€niho poctu s riznymi koncovymi

podminkami (a tedy nejenom s pevnym ¢asem i koncem) mohou byt zavedenim

Hamiltonovy funkce feSeny Pontrjaginovym principem minima.
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6 ZAVER
Teorie optimalnich systéma fizeni patii mezi naro¢né oblasti teorie

automatického fizeni, kterym je vénovana neustale vysokd pozornost v odborné
literatufte.

Vzhledem k dostupnosti relativné levné a vykonné vypocetni techniky je
mozné v soucasné dob¢ realizovat i velmi slozité a vypocetné narocné algoritmy
fizeni, jejichZz bézné praktické pouziti bylo doposud neredlné. Z tohoto ditvodu
optimaliza¢ni metody a pfistupy nabyvaji na vyznamu. RovnéZ neustale rostouci
ceny vSech druhll energii a zhorSujici se ekologie Zivotniho prostfedi vyZzaduji
vys8i kvalitu fizeni. Proto je tfeba, aby absolventi technickych univerzit byli
seznameni se soucasnymi moznostmi optimalniho ftizeni. Skripta obsahuji
zdklady metod dynamické optimalizace, které umozni vaznym zajemciim dalsi
studium 1 specializovanych odbornych publikaci.
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