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PREDMLUVA

Odbornd monografie ,,Nelinedrni systémy. Decentralizované fizeni® je
vénovana navrhu fizeni nelinedrnich dynamickych systémi, které maji
matematicky model v tzv. standardnim tvaru. Tato skupina nelinearnich systému
je pomérné Siroka a zahrnuje mnoho, pro technickou praxi, dilezitych systémti.
Jsou to predev§im mechanické a elektromechanické systémy (roboty,
manipulatory, elektrické motory atd.). Hlavni pozornost je vénovana robustnim
fizenim, kterd nevyzaduji znalost pfesného matematického modelu a métitelnost
poruchovych veli¢in. Dlraz je kladen na jednoduchost a nazornost. Monografie
obsahuje fadu plvodnich mySlenek a postupl, znichz nékteré vznikly jiz
difve v ramci spoluprace s Ustavem technické kybernetiky Slovenské akademie
véd v letech 1985 az 1990. Jeji souCasna podoba vznikla v ramci spoluprace
s pracovniky Fakulty aplikované kybernetiky Univerzity TomasSe Bati ve Zling.
Nezbytna teorie je doplnéna plné feSenymi piiklady, které tvofi nedilnou soucast
popsan¢ teorie. Pfedpoklada se znalost teorie automatickeho tizeni v rozsahu
skript: Viteckova, M., ViteCek, A. Zdklady automatické regulace. 2. rozsiten¢
vydani (3. dotisk), Ostrava, 2023 a ViteCkova, M., ViteCek, A.: Nelinedrni
Fizeni. Analyza. Ostrava, 2019, ptip. jinych podobnych odbornych texti.

Vzhledem k tomu, Ze odbornd monografie pojednava o zékladech navrhu
fizeni nelinearnich systém, nejsou v nich uvadény presné dikazy ani odkazy na
pouzitou literaturu. Pro prohloubeni a rozSifeni problematiky nelinearnich
systémi jsou doporuceny nize uvedené publikace:

CELIKOVSKY, M. Nelinedrni systémy. Nakladatelstvi CVUT, Praha, 2006
HUBA, M. Nelinedrne systémy. Vydavatel'stvo STU, Bratislava, 2003

KHALIL, H. Nonlinear systems. Third edition. Prentice-Hall, New Jersey,
2002

NOSKIEVIC, P. Modelovani a identifikace systémit. Montanex, Ostrava, 1999

RAziM, M., STECHA, J. Nelinedrni systémy. Vydavatelstvi CVUT, Praha,
1997

SLOTINE, J. E., L1, W. Applied Nonlinear Control. Prentice Hall, Inc.
Englewood CIliff, New Jersey, 1991

ZITEK, P. Simulace dynamickych systéemu. SNTL, Praha, 1990

ZITEK, P., VITECEK, A. Navrh TFizeni podsystémii se zpozZdenimi
a nelinearitami. Vydavatelstvi CVUT, Praha, 1999

Publikace je urena predevSim pro studenty magisterského a doktorského
studia oborti z oblasti automatizace, robotiky a mechatroniky.
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6 Seznam zakladniho znaceni

SEZNAM ZAKLADNIHO ZNACENI A SYMBOLU

a konstanta, amplituda, Sitka hystereze

a;  koeficient levé strany linearni diferencidlni rovnice, koeficient
mnoho€lenu ve jmenovateli pienosu, koeficient charakteristického
mnohoclenu

~

ctvercova matice systému fadu n [typu (n, n)]
¢tvercova matice dil¢iho systém fadu n; [typu (n;,n))]

koeficient viskdzniho tieni, moment tfeni, konstanta

S o a

koeficient pravé strany linearni diferencialni rovnice, koeficient
mnohoclenu v ¢itateli pfenosu

b,  konstantni vektor vstupu dimenze n;
B matice vstupu typu (n, m)
Cj koeficient tuhosti

C  ctvercova matice Coriolisovych, odstfedivych a viskoznich sil fadu »
[typu (n,m)]
di  prvek agregacni matice D

d,  prvek zakladni agregacni matice D,

d"  prvek vystupni agrega¢ni matice D,

D agregacni matice s prvky dj; typu (m, n)

D,  zékladni agregacni matice s prvky d; typu (m, n)
D,  vystupni agregacni matice s prvky d;’i typu (m, n)
e; =x;" —x; odchylka, odchylka stavovych proménnych

vektor odchylek stavovych proménnych e; dimenze n

kineticka energie

e
Ex
E,  potencialni energie
f sila

fi obecné nelinearni funkce

f, F vektorova obecné nelinearni funkce se slozkami f;, F; dimenze n

fa agregovana vektorova funkce f dimenze m
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g

tihové zrychleni

gi, g; obecné nelinearni funkce

4
8i
G

Q
e
[*%)
A

RAAARAT ST TSS9

~ N
=

vektor tihovych sil dimenze »

vektorova obecné nelinearni funkce se slozkami g; dimenze n
tiha

pienos

matice obecné nelinedrnich funkei gj; typu (n,m)

ctvercova agregovana matice G tadu m [typu (m,m)]

malé dopravni zpozdéni

obecné nelinearni vystupni funkce

vektorova obecné nelinearni vystupni funkce se slozkami /; dimenze m
proud, index (i = 1,2,...,n, pokud neni feceno jinak)
jednotkova matice

index (j = 1,2,...,m, pokud neni feceno jinak)

moment setrvacnosti

konstantni koeficient

vaha derivacéni slozky regulatoru

vaha integracni slozky regulatoru

zesileni regulatoru, vdha proporciondlni slozky regulatoru

¢tvercova matice uzavieného systému fizeni s maticemi Kj; na diagonale
fadu n [typu (n,n)], matice linearni klouzavé plochy typu (m,n)

ctvercova matice dilc¢iho podsystému fadu n; [typu (n;,n))]

délka

Lagrangeova funkce, indukénost

Lieova derivace skalarni funkce /# podél vektorové funkce f

hmotnost, moment, pocet fidicich proménnych wu;, pocet vystupnich
proménnych y;

integral z pozadovan¢ho modelu dil¢tho podsystému m} (= 0), dil¢i
integracni klouzava plocha

integral z pozadovaného modelu uzaviené¢ho systému tizeni m” (= 0),
integracni klouzava plocha — vektor se slozkami m; dimenze m
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m;  pozadovany model dil¢iho podsystému (= 0)

m"  pozadovany model uzaviené¢ho systému fizeni (= 0) — vektor se slozkami
m} dimenze m

M vzijemna induk¢nost, moment

M Ctvercova matice setrvacnosti fadu z [typu (n,1)]

n fdd dynamického systému = pocet stavovych proménnych x;, stupen
charakteristického mnohoclenu

n dil¢i fad = fad podsystému

N charakteristicky mnohoclen

q; zobecnéna (konfiguracni) proménna, ¢islo nefazoveé rovnice

q vektor zobecnénych (konfiguracnich) proménnych ¢g; dimenze n

0, cCtvercova matice fiditelnosti dil¢iho podsystému fadu »; [typu (n;, n))]

0, O ctvercoveé vahoveé matice fadu » [typu(n,n)]

r relativni stupenl, polomér, vzdalenost hmotného bodu od osy otaceni

v dil¢i relativni stupenl

R odpor

R, Rayleighova disipativni funkce

S komplexni proménna v Laplaceové transformaci

Sj agregovana odchylka

S vektor agregovanych odchylek s; dimenze m

t skute¢ny Cas

T. casova konstanta

T, derivacni Casova konstanta

T,  integracni Casova konstanta

T diagondlni matice Casovych konstant T, fadu m [typu (m, m)]

u napéti, fizeni

u;  tidici (vstupni) proménna

u vektor fidicich (vstupnich) proménnych u; dimenze m

u;  amplituda fizeni (nasyceni, omezeni)

U  diagonalni matice amplitud fizeni u} fadu m [typu (m, m)]
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vektor poruchovych proménnych dimenze p <n

Ljapunovova funkce

zaddana promeénna

zadana promeénna

vektor Zadanych proménnych w; dimenze m
stavova proménna

stavova promeénna

vektor stavovych proménnych (stav) x; dimenze n
agregovany vektor stavu x dimenze m
rovnovazny stav (equilibrium) dimenze n
vystupni proménna

vystupni proménna

vektor vystupnich proménnych y; dimenze m
pomocna stavova proménnd, dopliikova proménna

vektor pomocnych stavovych proménnych z; dimenze n

konstanta, thel, (¢asova) funkce u kombinovaného fizeni
konstanta, casové meéritko
zména polohy hmotného bodu m; v tthovém poli

kladné malé Cislo
7 —q; odchylka zobecnénych (konfiguracnich) proménnych

vektor odchylek zobecnénych (konfiguracnich) proménnych &; dimenze m
uhlovy kmitocet

magneticky tok

velka kladna redlné konstanta

koeficient pomérného tlumeni

dil¢i klouzava plocha (= 0)

klouzava plocha (= 0) — vektor se sloZkami o; dimenze m

rychly Cas

zesileni
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@  Ctvercova nejcastéji diagonalni matice zesileni @; fadu m [typu (m,m)]

Horni indexy
optimalni, doporuceny

s velkym zesilenim

¢ kombinovany (combinated)
st klouzavy (sliding)

- inverzni

r transponovany

W zadany

Dolni indexy

a agregovany

e odhadnuty (estimated), vyjimkou je rovnovazny stav (equilibrium)
0 pocatecni

Symboly

(totalni) derivace podle Casu (‘ v téchto textech neoznacuje derivaci)
A odhad

M norma

H absolutni hodnota

Rela¢ni znaménka

Q

ptiblizn€ rovno

po zaokrouhleni rovno
=  implikace

<  ekvivalence

Grafické znacky

integrace
.. I vicendsobna integrace

nelinearni systém (podsystém, prvek, ¢len)

linearni systém (podsystém, prvek, ¢len)

jednorozmérovy signal (proménna, veli€ina)

L

mnohorozmérovy signal (proménna, veli¢ina)
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souctovy Clen (vyplnény segment
_ oznacuje znaménko minus)

ZKkratky

adj adjungovany

arg argument

asign aproximace funkce sign
const konstanta

det determinant

dim dimenze vektoru, typ matice
lim limita

rank hodnost matice

sat  nasyceni

sign znaménkova funkce, znaménko

Proménné jsou znaceny kurzivou malymi pismeny.

Matice jsou znaceny tu¢né kurzivou velkymi pismeny a vektory tuéné kurzivou
malymi pismeny.

Originaly jsou znafeny malymi pismeny a odpovidajici obrazy velkymi
pismeny.

Pojmy veli¢ina a proménna maji stejny vyznam a pouzivaji se alternativné.

Vyjimky od vySe uvedeného oznaceni jsou vyslovné uvedeny.
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1 NELINEARNI DYNAMICKE SYSTEMY

Néavrh fizeni nelinearnich dynamickych systémi (slovo dynamicky budeme
Casto vynechavat) patii mezi naro¢né oblasti automatického fizeni. VétSina
znamych metod ndvrhu fizeni se tyka vzdy pouze urcité, Casto velmi uzké, tridy
nelinedrnich systému. Je to ddno jejich velikou rlznorodosti a také tim, Ze jak
teorie nelinearnich systému, tak 1 teorie automatického fizeni se neustéle
rozvijeji a stale se objevujyi nové pfistupy k navrhu fizeni a soucasné jsou
vyvijeny nové technické a programové prostiedky pro jejich aplikaci
a implementaci.

V odborné monografii je vénovdna pozornost nelinearnim dynamickym
systemim, jejichZ matematicky model ma standardni tvar, pfipadné mohou byt
na n¢j matematickymi Upravami transformovany. Takové nelinearni systémy
jsou v technické praxi velmi rozSifené. Mezi né patii mechanické,
elektromechanicke, elektrické a hydraulické systémy, se kterymi se setkdvame
velmi Casto.

Standardni tvar jejich matematickych modelli umoziiuje zjednodusene
ovéfeni fiditelnosti a nasledné navrhnout jejich vhodné fizeni.

Pro transformaci matematickych modeld na standardni tvar jsou vyuzivany
jednoduché klasické piistupy nevyzadujici specialni znalosti matematické
analyzy a mechaniky. Jiny obecny pfistup je stru¢né uveden v ptiloze C.

Z divodu zjednoduSeni zapisu vtextu Cas ¢, pifipadné jiné nezavislé
proménné, budeme Casto vynechavat.

1.1 Standardni tvar modela nelinearnich systémiu

I kdyZz vétSina z popisovanych piistupl k navrhu fizeni je pomérné obecna,
budeme se zabyvat pouze fizenim nelinearnich dynamickych systémi, jejichz
matematické modely maji tzv. standardni tvar
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X =X, x,(0),
X, =X, x,(0),
n, :
qu - fﬁh (X)-l- Zlgqu (x)uj’ qu (0)9
L J=
xqﬁ-l = qu+2a quH(O),
xq1+2 = qu +3» xq1+2(0)9
n,
qu - qu (X)-i- Z“lg%j(x)uj’ Xg, (0)5
j=
xqz +1 7 xq2 +2° xq2+1(0)9
N3y Xy, 02 = Xy 30 x,..,(0) (1.1a)
n <. m
" Xn = f;l(X)+ Z:lgnj(x)uj’ xn(0)7
j=
q;=qatn; Gy =0; n=q,=>n; j=12,...m, (1.1b)
j=1

kde x=[x,x,,....x,]" je vektor stavovych proménnych (stav) dimenze n, u; —

fidici (vstupni) proménné, f; — obecné nelinearni funkce, g, ; — obecné
J

nelinearni funkce, n — poCet stavovych proménnych (fad nelinearniho systému),

n; — dil&i ¥ad, m — pocet Fidicich proménnych, T — symbol transpozice.

Matematicky model (1.1) ma slozkovy tvar, ktery miZe byt také vyjadien
ve tvaru
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X" = f, (x)+ qulj(x)”j’

5= L (0 X (o (12)

= () + Zg,y (x)u,.

Z divodu zjednoduSeni zépisu pocatecni podminky budeme Casto
vynechévat.

Standardni model nelinearniho systému (1.1) nebo (1.2) mizeme vyjadfit
piehlednéji v kompaktnim (vektorovém) tvaru

x=f(x)+2.8;,(x)u;, x(0)=x, (1.3)
Jj=1
nebo
x =f(x)+G(x) u, x(0)=x, (1.4)
sy () (ol
F=Deasis o Xsaseos S s Xaneeon fo ] odim f =, (1.5)
uz[ul,uz,...,um] , dimu=m, (1.5b)
g,=10.0,..g,,.0....8, 0., [ .dimg, =n, (1.5¢)
0 0 ... 0]
g‘]ll g‘]lz g‘]lm
0 o ... O
G=| ... ... .. .. l|=[g.808,}dimG=(nm), (1.5d)
g%l ngz ngm
0 o ... 0
_gnl gnZ gnm_

kde f je vektorova funkce, g; — vektorova funkce, u — vektor fidicich

proménnych (fizeni), G — matice funkci g;, dim — dimenze (rozmér) vektoru
nebo typ matice.
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V dalsim textu se pfedpoklada, pokud nebude feceno jinak, i =1, 2, ..., n;
j=1,2, ..., m (m<n) a striktn¢ se nerozliSuji pojmy systém (podsystém)
a model. Proto budeme vétSinou pouzivat zkraceny pojem standardni nelinearni

systém.

U standardniho tvaru modelu nelinedrniho systému (1.1) budeme nazyvat
rovnice, ve kterych vystupuje fizeni nefdzové. Jsou to rovnice ¢q,,q,,...,4,, =n.
Jejich pocet je roven m. Rovnice 1 az ¢, -1, ¢, +1 az ¢, -1,...,q, ,+1 aZ n—1

jsou fazové (nasledujici stavovd proménna je derivaci predchozi stavové
proménné). Jejich pocet je (n, —1)+(n, - +...+(n, —)=n—m.

Priklad 1.1

Je tteba rozhodnout, zda nelinearni systémy s matematickymi modely

x=x—x"+(x*+Du; (1.6)
X, =Xy,
X, =X, + X7, (1.7)

Xy = XX, + X,X5 +u;

X, = XX, +uy,

R > (1.8)
Xy =Xy,

X, =x + x3xi + XUy + XUy

X =uy, ]

Xy = X,X,X5 + 1y + XUy, (1.9)
X3 :—xf — X, +u; +u, +us;

maji standardni tvar.
Reseni:
Pro nelinearni systém (1.6) v souladu s (1.1) plati n=n, =q, =1, m=1, ;.
f=x-x°, g=@"+1). (1.10)
Nelinedrni systém (1.6) ma standardni tvar.

Nelinedrni systém (1.7) nemd standardni tvar, protoze druhd rovnice neni
fazova a neobsahuje fizeni. V dalsi ¢asti textu bude ukdzano, Ze nékteré takove
matematické modely se daji transformovat na standardni tvar.
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Pro nelinearni systém (1.8) v souladu s (1.1) miZeme psat n, =¢q, =1,
ny=3, n=n+n,=q,=4, m=2,1.

L oxx, | 1] [0 ] 1 0]
X, 0 0 0 O
f=l o ba=lgres, L G=lg &]=| | 1D
X +x3xf_ X B XX, |
Nelinedrni systém (1.8) ma standardni tvar.
Podobné pro nelinearni systém (1.9) lze psat n,=¢, =1, n,=1, ¢, =2,
ny=1, n=n+n,+ny,=q,=3, m=3,1.
0 1 0 0
f =] xxx ,gle,gzzl,g3:x22,
—x; — X, 1 1 1 (112
1 0 O
G=[g, & &l=|0 1 x
1 1 1

Nelinearni systém (1.9) ma standardni tvar.

1.2 Zpétnovazebni linearizace vstup-stav standardnich nelinearnich
systémi a riditelnost

Pro vyclenéni nefazovych rovnic zavedeme zdkladni agregacni matici D,
typu (m, n), jejiz prvky jsou dany vztahy (viz ptiloha A)

1 pro i=gq,
ds = I (1.13)
710 pro i#gq;

V kazdém tadku matice D, se objevi pouze jedna jednicka.

Jejim pouzitim se dostanou agregované veliciny
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q1 f‘h
X /.
x, =D, x=| *|, f,.=D, f=|""]|
(m1)  (mn) () : 1) (mn)(n,1) :
X /,
s (1.14)
g‘hl g‘]lz gglm
G =D G =|5¢" 8x2 - Sem
(m,fn) (m,Z)("’m)
_gnl gn2 gnm_

Prakticky miZeme ziskat agregované veliciny (1.14) piimo vynechdanim
sloZek vektoru nebo iadku matice odpovidajicich fazovym rovnicim.

Nyni miizeme matematické modely (1.1) — (1.4) vyjadiit jednodusSeji
v agregovaném tvaru [porovnej s (1.2)]

qu :f‘h (x)+ qulj(x)uja
j=1

xqz :fq2 (x)+ zngj(x)uja
j=1

(1.15)
b= 1,00+ gy (e
resp.
x,=f(x)+G, (x)u. (1.16)

Ze slozkového vyjadieni matematického modelu (1.1) nebo (1.2) vyplyva,
ze nelinearni systém fadu n sestava z m podsystému s dil¢imi tady ny, na,..., 1.
Mezi jednotlivymi podsystémy existuji vazby (interakce) dané obecné
nelinedrnimi funkcemi fqi (%) a g;(x).

Existuje-li inverzni matice
G, (x)=[D,G(x)] ", (1.17)
pak 1ze zvolit fizeni u na zakladé rovnosti u’ = [,(x)+G (x)u,t).
=G, ()’ — f,(x), (1.18a)
u =[u)u),.. ul, (1.18b)

které standardni nelinearni systém s matematickymi modely (1.1) — (1.4), (1.15)
a (1.16) transformuje na linearni systém (obr. 1.1). Je to tzv. exaktni neboli
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zpétnovazebni linearizace vstup — stav. Linearni systém se sklada z m vzajemné
nezavislych linearnich podsystémi, viz (1.20).

.0 . _ 0 .0
X, =Uy, X, =,y X, =1y, (1.19a)

resp.

x =u’. (1.19b)

— = NS [—

» & = S t—»

Linearizovany systém - LS

Obr. 1.1 Zpétnovazebni linearizace vstup-stav standardniho nelinearniho
systému: a) standardni nelinearni systém, b) linearizovany systém

Protoze plati [viz také (1.1) a (1.2)]
(ny)

. . _ () = ()
Xg =X, Xy =X, Sseens Xy =X, "0, (1.20)

vektorovou rovnici (1.19b) mizeme zapsat slozkové
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x1=x2,
x2:x3,
. _ .0
.qu =Uu;,
X =X
q,+1 q,+2>
(1.21)
qu = U,
x‘]z + = xQz +22
_ .0
X, =u,.

PouZzijeme-li fizeni (1.18a) na agregovany systém (1.16), dostaneme
linearni agregovany systém (1.19b). Naproti tomu, pouZzije-li se fizeni (1.18a) na
neagregovany systém (1.1) — (1.4), dostane se linearni systém ve sloZkovém
vyjadieni (1.21).

Vidime, Ze pouzitim fizeni (1.18) u standardniho nelinearniho systému, za
predpokladu splnéni podminky (1.17), jsme dostali linearni systém skladajici se
ze vzajemn¢ nezavislych linearnich podsystému dil¢ich fadu »n; s novymi
vstupy u;) (viz obr. 1.2)

X

=X
a1 +1 9j+2? xqj—l +1 xq,i—l +1
X =X X X
q;+2 q;+3° q;4+2 q+2 0
| = | =T e p (1.22)
. _ 0 X X
xqj = UJ L q; | L q9; |
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a)
u’ X x
j q; q;-1 Xg 42 X+l
NG v
——
n;
b) 0 Xg. +1
u. q(/fl
j
» b, = | > Yoz | |
[ J
A, |«
J Xq,

Obr. 1.2 Linearni podsystém: a) sloZzkové vyjadreni, b) stavové vyjadieni

Cely linearni systém lze tedy popsat ve tvaru

x=Ax+ Bu’, (1.23a)
(4 0 ... 0]
0 4, ... 0 ,
A= , dim A= (n,n); (1.23b)
0 0 A,
[0 1 0 0
0 0 1 .. 0
A;=|... .. . . |, dmd;,=(n,n;); (1.23¢)
0 0 0 1
(0 0 0 0
(b, 0 0
0 b, ... 0 ,
B= , dim B = (n,m); (1.23d)
0 0 b, |
T .
b,=[0 0 ... 1]", dimb,=n,. (1.23¢)

Protoze pro dil¢i ctvercovou matici fiditelnosti Q. tadu n; kazdého
linearniho podsystému (1.22) plati
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[0 0 0 1]
0 0 .. 1 0
Q,=b, Ab, ... Ab|=|... .. .. .. .| (1.24a)
0 1 0 0
L 0 - .
detQ, =—1 = rankQ, =n,, (1.24b)

je dany linearni podsystém fiditelny, a proto je fiditelny 1 cely linedrni systém
(1.23) (det je determinant, rank — hodnost matice).

Riditelnost jednotlivych linearnich podsystémi vyplyva pfimo také z toho,
ze kazdy linearni podsystém sestava z n; sériové zapojenych integratoru (takove
zapojeni je vZzdy fiditelné).

Je ztejmé, Ze je-li splnéna podminka (1.17) [tj. existuje inverzni matice

-1 ’ ’ . r ’ r ’ N7 ’ %
G (x)] pro dany standardni nelinearni systém, pak ho vhodnym fizenim [napf.
(1.18)] miZeme transformovat na fiditelny linearni systém. Z tohoto diivodu
postacujici podminka fiditelnosti standardniho nelinearniho systému ma tvar

rank G, (x) =rank G(x) =m = detG,(x) =det[ D,G(x)] = 0. (1.25)

Vidime, Zze podminkou fiditelnosti standardniho nelinearniho systému je
existence inverzni agregovan¢ matice G,(x)= D, G(x), tj. agregovana matice

vvvvvv

aby jeji determinant byl nenulovy.

Standardni tvar nelinearnich systému se také nckdy nazyva nelinedrni
kanonicky tvar ¥Fizeni.

Standardni nelinearni systémy jsou afinni, tj. linearni v fizeni.

Piiklad 1.2

Je dan standardni nelinearni systém

X = [1(X)+ g (X)u; + g, (x)u,,
T (1.26)

X3 =Xy,
Xy = f4(X)+ g4 (X)u,,

u kterého bylo pouzito fizeni (1.18). Je tfeba urcit vlastnosti ziskaného systému.

Reseni:
Z diivodu zjednoduSeni zapisu nezdvisle proménné budeme n&kdy
vynechavat.
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Standardni nelinearni systém (1.26) zapiSeme v kompaktnim tvaru (n, =1,
ny=3,n=n+n,=4,q,=1,q,=n=4, m=2)

x=f(x)+G(x)u, (1.27)
kde

T T
X =[x,%),%5,%,] ", w=[u,u,]",

f:[fl,x3,x4,f4]T,

_811 812_ _gn_ 812
Glx) = | 0 0 0 0
x = = ) = ) =
8 & 0 0 8 0 & 0
i 0 81 L 0 i | 842 |

V souladu se vztahem (1.13) bude zékladni agrega¢ni matice typu (2, 4)
1 000
D, = .
0 0 0 1

Agregované veli¢iny tedy budou

g1 &n
Ga(x)=DaG(x)=E) 8 8 ﬂ 8 3 {g; ij
L IPY)
e
1 0 0 Of|x
fa(x)=Daf(X)={O 0 0 J- N {ﬂ
4l
Urcime jesté inverzi zakladni agregacni matice
1 g2

G\(x)= adj G, (x) _ 1 {g@ _gIZ} _| &u 81184 ,
detG,(x) g8, 0 &y 0 1
8

kde adj je adjungovany.
Z posledniho vztahu je ziejmé, Ze pro g,,84, # 0 je detG,(x) =0, jinak by

inverze matice G,(x) neexistovala a dany standardni nelinearni systém by byl
nefiditelny.
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Po dosazeni fizeni

u=G, (x)u’ - f,(x)]

do
x=f(x)+G(x)u

dostaneme
X = f(x)+ GG, (0’ - G(x)G, (x) f,(x),
x=u’

Provedeme dil¢i vypocty

g 82 L gy Lo
G(x)G—l(x): 0 0 . gll gllg42 — 00
‘ 0 0 0 1 0 0|
0 gy 2P)) 0 1]
_ul_ _fl_
-1 0 0 -1 0
G(x)G, (x)u” = o’ G(x)G, (x)f,(x)=
_”g_ LS4

a dostaneme

. 0 _
xl—ul,} n =1

X, =x

S n=4,
Xy = Xy, n,=3
.0
Xy =U,.

Vidime, Ze obdrZeny systém je linearni fadu 4 a Ze se sklada ze 2 vzajemné
nezavislych linedrnich podsystému fadu 1 a 3.

Piiklad 1.3
Je tieba ovéfit fiditelnost nelinearnich systémt z ptikladu 1.1.
ReSeni:

Pro standardni nelinearni systém (1.6) plati (1.10), a proto mizeme psat
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D =d =1= g (x)=g(x)=x>+1,
det(x* +1)#0.

Standardni nelinearni systém (1.6) je fiditelny.

Nelinearni systém (1.7) nema standardni tvar, a proto o jeho fiditelnosti
nemizeme rozhodnout.

Pro standardni nelinearni systém (1.8) plati vztahy (1.11). V souladu s nimi
a (1.13) mizeme psat

_ 0]
1 0 0 O 1 0 0 O0flO0 O 1 O
D, = = G,(x)=D,G(x)= = ,
0 0 0 1 0O 00 110 O XX,
RIEESN
1
detG,(x) = =x, = x, #0.
X X

Standardni nelinearni systém (1.8) je fiditelny pro x, #0.

Pro standardni nelinearni systém (1.9) plati (1.12). MlZeme tedy psat

1 00 1 0 0
D =01 0/=I=G,(x)=G(x)={0 1 x}|,
0 0 1 1 1 1

kde I je jednotkova matice odpovidajiciho typu.
1 0 O 1 0 O
det| 0 1 x5 |=[0 1 x|=1-x5 = x,#=*l.
1 1 1 1 1 1

Standardni nelinearni systém (1.9) je fiditelny pro x, # +1.

1.3 Jednoduché transformace modelii nelinearnich systémi na standardni
tvar

Obecna transformace matematickych modelii nelinedrnich systémi na
standardni tvar je teoreticky 1 prakticky velmi néaro¢na. Z tohoto diivodu
uvedeme pouze jednoduché, ale z praktického hlediska dilezité postupy formou
obecnych 1 konkrétnich ptikladu.
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Volba vhodnych stavovych proménnych

Metoda volby vhodnych stavovych proménnych spociva v postupném
derivovani nestandardnich rovnic ve sloZkovém stavovém vyjadieni. Kazda
nestandardni rovnice se derivuje podle Casu tolikrat, aZz se v nich objevi vstup
(fizeni) a pak se vhodné zvoli nové stavové proménné. Pokud po tomto postupu
matematicky model nebude mit standardni tvar, pak je tfeba obratit se na
specializovanou literaturu, zda takova transformace je pro dany systém mozna.

Priklad 1.4
Nelineadrni systém n-tého tadu s jednim vstupem

7 — £, (z, Z,...,Z(n_l)) +g,(z, z',...,z("_l))u,

(1.28)
2(0), 2(0),...,z""(0),
je tfeba transformovat na standardni tvar a ovéftit jeho tiditelnost.
Reseni:
Volbou stavovych proménnych x, =z, x, =% =2, ..., x, =X,  =z""
dostaneme
X, = Xy, x,(0) = z(0),
S %) =20 (1.29a)
%, = [y (X x,) + €, (0,0, x,(0) =2"7(0),
resp.
x=f(x)+g(x)u, x(0) = x,, (1.29b)
kde
x=[x1,x2,...,xn]T, dim x =n,
f =[x 11, dim f =n,
£=[00,....g,1", dim g =n.

Pro standardni nelinearni systém (1.29) plati n =n; =g, m = 1 a podminka
fiditelnosti m4 jednoduchy tvar

g, (x)=0. (1.30)

Priklad 1.5

Nelinedrni systém ve striktnim trojuhelnikovém tvaru s jednim vstupem
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Z) = 2, z,(0),
z, = f,(2),2,) + 23, z,(0), (L.31)
zy = f3(21,25,23) + g3(21, 25, 23)u, x;(0),

je tieba transformovat na standardni tvar a ovéfit fiditelnost.
Reseni:
Zvolime nové stavové promeénné
Xy =2, X, =X =2 =2y, X3 =X, =2 =2,
a miiZeme psat
X3 = 22’
X =[x, )+ 23 = 23 =x— f,(x,x),

VIR afZI(‘xl’xZ)x + af‘Z,(xlaxz)
- 1

i ey
’ ox, 0x, R
. Of(x,,x of,(x;,x , , ) '
X3 = fZ(a; 2)x2 + fZ(axl 2)x3 + 3000 %0, X5 = (30, %) ]+ &30x0, %5, x5 — f5 (3, %) Jue.
1 2
g;(x)
f3(x) ’
Standardni nelinedrni systém bude mit tvar
X = X, x(0) =z,(0),
Xy = X3, x,(0)=z,(0), (1.32a)
X3 = f3(x) + g5 (x)u, x3(0) = £5[2,(0),z,(0)]+ z;(0),
t.
x=f(x)+g(x)u, x(0) = x, (1.32b)
kde

x=[x,%,x], dimx=3,
f:[x29x3af_;,]T9 dmlf:3, (1320)
g:[OaO,gﬂT, dll’Ilg=3

U standardniho nelinearniho systému (1.32) je n=n,=¢q,=3, m=1 a
podminka fiditelnosti je
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g3(x) = g3[x, %y, %, — f5(x,%,)] 2 0.

Je zfejmé, Ze striktni trojuhelnikovy nelinedrni systém konec¢ného tadu n
muze byt vzdy transformovéan na standardni tvar, ale pro vyssi fdd n obecny
zapis je velmi neptehledny a postup je pracny.

Pti Gpraveé je mozné zapis 1 vlastni Upravu zjednodusit a dosazeni provést
az v koncové¢ fazi. Ukdzeme si to na nelinedrnim systému (1.31), tj.

Z, =z,

. _ !

Z, = [+ 23,
st '
Zy = f3 + g

Z druhé rovnice vypocteme
=2, - f;
a pak také druhou rovnici derivujeme podle Casu (zatim pouze symbolicky)
= fl4z, = 5= 1+ fi+ g
Po dosazeni novych proménnych dostaneme

X, = X,,
X, = X3, (1.33)
Xy = o+ fi+ g,
kde
le =af2 Z +6f2 Z, = 2k X, +8f2 X5,
0z, 0z, ox, ox,

Po dosazeni a Gipravé se obdrzi stejny vysledek jako (1.32).

Obecng¢jsi striktni trojihelnikovy tvar je uveden v ptiloze B.

Priklad 1.6

Stejnosmérny motor s cizim buzenim lze zjednoduSené zastoupit
nahradnim obvodovym schématem na obr. 1.3, pro které plati
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20

4040 =i[Mikmib(r)—bmwa)—mZ(r)], s
% ) Lik[uk (6) = Mi, (D) = Ry (1), |
% _ LLb[u,, (t) = Ryiy ()],

kde a je thel natoCeni hfidele [rad], @ — uhlova rychlost [rad.s'], M —
vzdjemna induk¢nost mezi vinutim buzeni a kotvy [H], ix — proud kotvy [A], i) —
budici proud [A], ux — napéti kotvy [V], up — budici napéti [V], b, — koeficient
viskozniho tfeni [kg.m?rad'.s'], m, — zatéZny moment [N.m], L; — celkova
indukénost obvodu kotvy [H], L, — celkova indukénost budiciho obvodu [H], Ry
— celkovy odpor obvodu kotvy [ Q], R, — celkovy odpor budiciho obvodu [Q],
J» — celkovy hmotny moment setrva¢nosti redukovany na hiidel motoru [kg.m?].
Predpoklada se linearni magnetizaéni charakteristika.

Matematicky model stejnosmérného motoru s cizim buzenim je tfeba
transformovat na standardni tvar.

u, (1)

m_ (1)
a(t)

Obr. 1.3 Schéma stejnosmérného motoru s cizim buzenim
ReSeni:

Druhé rovnice v matematickém modelu (1.34) je nestandardni, a proto ji
derivujeme podle ¢asu

2 .
& (M CU Mz’kdlb—bmd“’—dij. (1.35)
dt Jm dt dt dt dt
Po dosazeni za derivace di, diy a do zmodelu (1.34) a upravé
dt dt dt

dostaneme
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o b M?* M(bm R, RbJ..
=——-0- a)—J— I, +

5 R i L E4+E
d¢ J: J Ly J, L 5 (1.36)
b, 1 dm, M . _
J J, dt J, L, oLy
Nyni zvolime stavové proménné a fizeni, oznac¢ime poruchy
X =a, U =u,,
X, =X =, U, =y, (137)
X; =X, =0, v=m,,
Xy = 1.

Po dosazeni (1.37) do druhé¢ rovnice v (1.34) vypocteme budici proud
1
i, =—(0b, x,+J x,+V),
b M)C4 ( m”v2 m*3 )

dosadime do (1.36) a pii1 uvazovani (1.37) po Upravach dostaneme standardni
tvar matematického modelu stejnosmérného motoru s cizim buzenim (n, =3,

ny,=1,n=n+n,=4,q,=3,q,=n=4,m=2)

X = X, x(0) = a(0),
):Cz = X3, x,(0) = Cf)(o)» (1.38)
X3 = f3+ g3 + 83Uy, X3(0) = @(0),
Xy = f4+ &all, x4(0) =1,(0),
resp.
X = f(x,%3,%,,V) + G(x,,%3,%,, V), x(0)=x,, (1.39a)

kde
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x:[xl,xz,x3,x4]r, dim x =4, uz[ul,uz]r, dimu =2,
f =055, 15, /41 dim f =4, v=[v,y]", dimv =2,
.
0 0 (1.39b)
G=[g,.8]= , dim g, =dim g, =4, dm G = (4,2),
&1 8xn
| 0 gy
f—i _ ﬁ(bx+Jx+v)2+
3 J,i 2 JmLk Xf m7v2 m”*3
SR (TS (b, x, +J,x;) +
Jm Jm Lk Lb
_L(&+&j L
Jm Lk Lb Jm (139(;)
fa= —&x4 _1x (b, x, +J,x; +V),
Ly k X4
=——X,, = b,x, +J,x;+v),
&31 J 1L, 4> 83 Jmka4( 2 3+ V)
_ 1
Ea Lk,
kde v je povazovano za poruchovou veli¢inu.
Zakladni agregacni matice ma tvar
0 010
D, = , (1.40)
0 0 01
a proto lze psat
0 o0
G :DG:{O 0 1 0} 0 0 :{831 g32}
! ’ 0 0 0 1]g &n» 0 gy
0 g

Z podminky ftiditelnosti (1.25)
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831 &3

84

detG, = =g,,8, %0 (1.41)

vyplyva, Ze nelinearni systém ve standardnim tvaru (1.38) nebo (1.39) bude
fiditelny pro x, =i, #0.

Zvolime-li za c¢tvrtou stavovou proménnou v (1.37) x, =i, a vypocteme
z druhé rovnice v (1.34) proud kotvy

i, = (b, xy +J,x; +V), (1.42)

Xq
pak po dosazeni do (1.36) a Upravé dostaneme ponckud jiny standardni tvar
modelu stejnosmérného motoru s cizim buzenim

X =X, x,(0) = a(0),
X, = X,, x,(0) =w(0),
H =% ,(0) .( ) (1.432)
Xy = f3+ gy + gly,  X3(0) = w(0),
Xy =S4+ &ahs x,(0) =17, (0),
kde
b’ M 5, 1(b, R R
=X, ——— XXy ——| 2+ + = |b,x,+J,x;)+
Ve Jriz JmLk24 Jm[']m I Lb(mz n¥3)
CU(RR) 1
']m Lk Lb Jm
i = —&x4, (1.43b)
L,
1 M
= b x,+J x,+V), =——X,,
831 Jmex4( X2 mx3 )> &3 J L 4
_ L
841 Lb.

Zékladni agregacni matice je stejnd jako (1.40), a proto podminka
fiditelnosti je

det(D,G) = det G, = det{g“ g”} — gogn=—"2 \ o0,
gy O L Ly

. x, =i, #0.
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V tomto ptikladé vystupuje 1 poruchova veli¢ina v. Pokud je méfitelna,
muZze byt uvazovana v fidicim algoritmu. V opacném ptipad¢ je povazovéana za
nepiesnost matematického modelu nebo za neurcitost.

Priklad 1.7

Typicky mechanicky systém fadu 2z s n stupni volnosti mlize byt popsan
matematickym modelem (viz také kapitola 3)

M(q)g+C(q.9q9+g@q) +v=u, (1.44)

kde M(q) je ctvercova symetricka kladné definitni matice setrvacnosti fadu n,
C(q,q) — ¢tvercova matice Coriolisovych, odstfedivych a viskdznich sil tadu n,
g(q) — vektor tihovych sil dimenze n, g — vektor zobecnénych (konfiguracnich)

proménnych dimenze n, v — vektor poruchovych proménnych dimenze n, u —
vektor zobecnénych sil (fidicich proménnych) dimenze n.

Matematicky model mechanického systému (1.44) je tfeba transformovat
na standardni tvar a ov¢fit jeho fiditelnost.
Reseni:

V piipadé mechanickych systémill s matematickym modelem (1.44) je
feSeni jednoduché. Zavedeme stavoveé promeénné a oznacend:

xl :q:[x17x39"'9x2n—1]T :[QDQZ?'”JQn]TD

xz :q:[x2=x47"'9x2n]T :[q.lﬂq.Zﬂ"‘?q.n]Ta
x=[x1,x2,...,x2n]T :[QIJq.lﬂqzaq.z""quq.n]Ta

T T
v=[v,Vy,...,v, ', w=[u,uy,...,u,l .

(1.45)

Nyni jiZ mizeme matematicky model mechanického systéemu (1.44) zapsat
ve standardnim tvaru

3:‘71 =X, . x,(0)= q.(O), } (1.46a)
x2 :fz(xav)+M (xl)u9 xz(o):q(o)a

kde
So(x,v)= -M! (xD[C(x)x, + g(x)) +v]. (1.46b)

Matice M(x,) — je Ctvercova symetricka a kladné definitni, a proto existuje
jeji inverze — dany mechanicky systém je fiditelny.

Doplitkové proménné

V ptedchozim textu transformace modelti na standardni tvar ptfedpokladala,
ze model nelinearniho systému je afinni, tj. linearné zavisly na fizeni. Nyni
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budeme uvaZovat obecnéjSi modely nelinedrnich systémii, kdy pomoci
doplitkovych proménnych upravime jejich model tak, aby pomoci vhodné volby
stavovych proménnych mohl byt transformovan na standardni tvar.

Piiklad 1.8
Je dan nelinedrni systém
Z, =2z,, z,(0) = zy,, }
Z, = fi(z,2,u"), 2,(0) = z,,

(1.47)

ktery je tfeba upravit tak, aby ho bylo mozn¢ transformovat na standardni tvar.
Reseni:

U nelinearniho systému (1.47) zavedeme doplitkovou proménnou z; =u’
a dostaneme

Z) =2y, z,(0),
22 :f2,(217z2az3)9 22(0)9 (148)
Zy =1, z5(0) =u'(0).

Nyni jiZ miizeme pouzit postup z predchoziho textu, tj. druhou rovnici je
tieba jednou derivovat podle Casu a pouzit nové stavové proménné x, =z,

. . . . . T
Xy =X, =2 =2y, X3 =X, =25, zy =U , . X=[x,X,,%;] .
MiuliZzeme psat
: 0
Z, = [(21,25,23) = x3= f5(x0,%,,23) = z3= [, (X,%,,%3),  (1.49)

T4 N 4 I

2 = 2
oz |, Z, Oz,

X3+
X

u . (1.50)
X

Po dosazeni (1.49) do (1.50) a upravé dostaneme

)'c3:af2 x2+6f2 x3+af2 u,
Oz|, = 0Oz, 0z3]
13(x%) g5(x)
t].
X =X, x(0) = z,(0),
X, = X5, x,(0) =z,(0), (1.51)

Xy = fi(0)+g(u,  x0)= /3]

Je ziejmé, Ze nelinearni systém (1.51) ma standardni tvar.
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Priklad 1.9

Nelinedrni systém

Z, =z z,(0)
1 29 1 s
: 3 (1.52)
2, =74 +u-, 22(0):
je tieba transformovat na standardni tvar.
Reseni:
Zavedeme novou doplitkovou proménnou z; =u' a dostaneme
Z, = Z,,
: 3
Zy=u.

Zvolime stavové proménné x, =z, X, =X =2,, X3=X,=2,, f{.
T
X =[x,%,,%;] .
MiuliZzeme psat

s 3 _ 3 _3
Iy, ==Z;+2Z; = X3=—z;+2Z; = ZzZ3=3/x +X;,

.o 2l .

Xy =—x, + 3(x, +x,)7 u,
tj.
X =X, x(0) = z,(0),
X, = X3, x,(0) =z,(0), (1.54)

Xy =—x; +33/(x; + xz)z u, x3(0) =—z,(0) + [u'(0)].

Obdrzeli jsme standardni tvar, 1 kdyZ za cenu zvySeni fadu systému o 1.

V celé tad¢ prakticky dilezitych piipadi transformace nestandardnich
matematickych modelll nelinearnich systémii na standardni tvary muize byt
provedena jednoduchymi postupy spocivajicimi ve vhodné volbé stavovych
proménnych, pfip. v zavedeni doplitkovych proménnych.

1.4 Zpétnovazebni linearizace vstup-vystup standardnich nelinearnich
systémii a relativni stupen

Uvazujme nelinearni systém
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x=f(x)+G(x)u, dimx=dm f=n, dmG =(nm), (1.55a)
y=h(x), dimy=dimh=m, dimu=m, (1.55b)
kde h je obecné nelinearni spojita vektorova funkce.

Protoze pocet vystupi y; je stejnym jako pocet vstupi (fizeni) u; (tj. m),

Ptedpokladejme, Ze nelinearni systém (1.55) mé rovnovazny stav (pracovni
bod) x, =0 = y, =0 odpovidajici fizeni u, =0.

Relativni stupenn vystupu y; je dan fadem derivace podle ¢asu r;, pro ktery
se poprvé objevi v derivovaném vyrazu néktera ze slozek tizeni u. Vysledny

relativni stupent dané¢ho nelinedrniho systému je dan souctem dil¢ich relativnich
stupnd, tj.

r=n+r+..+r,. (1.56)

Relativni stupent » u nelinearniho systému je lokalni vlastnost, kterd plati
pro dany stav, pfip. pro danou oblast stavil.

Priklad 1.10

U jednorozmérového nelinedrniho systému

X, ==X, + X5,
. : (1.57)
X, =—sinx, +u
je tteba urcit relativni stupen » za predpokladu, Ze vystup je dan vztahem:
a) y=x, (1.58a)
b) y=x,, (1.58b)
C) y=x,+x,. (1.58¢)
Reseni:
a) Y :h(xl):'x19
d—y:d—hfcl ==X, +X,,
dr dx
dy .. :
1 =—X, +X, =X, —Xx, —sinx, +u.

Rizeni u se objevilo pfi druhé derivaci vystupu y, proto relativni stupefi
r=2=n=2.

b) y=h(x,)=x,,



36 Nelinedrni dynamické systémy

dy dh . .
—=——X,=—sinx, +u.
dtr dx,

V tomto piipadé¢ se fizeni u objevilo pfi prvni derivaci, a proto
r=l<n=2.
) y=h(x;,x,) =X +Xx,,
dy oh . Oh . :
dt Ox Ox,
Rovnéz v tomto piipadé se fizeni objevilo pii prvni derivaci, a proto
r=l<n=2.

Je zteymé, Ze relativni stupen siln€ zavisi na vystupni funkci 4.

Priklad 1.11

Je dan dvourozmérovy nelinedrni systém tadu n = 2

X, =—x;+x, tu —u,, (1.59)

X, =—smx, +u, +u,, '
:x,

=h } (1.59b)

Vo = Xy-

Je tteba urcit jeho relativni stupen.

ReSeni:
Y =h(x)=x,
d dh .
dt dx

Vo =hy(x,) =x,,
d dh .

dt dx,
V obou piipadech se ¥izeni u =[u,,u,]" objevilo pfi prvni derivaci, a proto
rn=r=1.
Nelinearni systém (1.59) ma relativni stupen
r=n+r=2=n=2.
Priklad 1.12

Je dan model jednorozmérového linearniho systému ve tvaru prenosu
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Y(s) b, 5" +b, , " 4t b5 +b,
U(s) s"+a, "+t as+a,

n—r

G(s) = , (1.60)

kde Y je obraz vystupu y, U — obraz fizeni u.

Je tfeba ukdzat, Ze relativni stupen linearniho systému popsaného prenosem
(1.60) je dan rozdilem stupiiii ymenovatele a Citatele, tj. 7.
Reseni:

Jednorozmérovy linearni systém (1.60) vyjadiime v kanonickém tvaru
fizeni

X = X5,
Xy = X3,

(1.61)
Xn == _aoxl - ale = _an_lxn +l/l,

y=box; +bx, +-+b, X, ..
Protoze
T
y=h(x), x=[x,%,..,X,] ,

muzeme psat

T
dy dh) . Oh . oh . oh .
—— = — | X=— X t+t—X, ++ X, ] =
dr \dx ox, ox, OX,_, .1
= DyX; + blxz et bn—rxn—r+l9
d*y . . .
dt2 = b0x2 + bl'x3 teeet bn—rxn—r+29
d” ) . .
—3} = boxr + blerrl teeet bn—r‘xn =
d¢
=box, ) +DX, 5+ =b,  (agX, +ayx, +--+a, X, —u).

Vidime, Ze fizeni u se objevilo pii r-té derivaci, a proto relativni stupen
jednorozmérového linedrniho systému (1.60) je skutecné dan rozdilem stupna
jmenovatele a Citatele pfenosu, tj. 7.

Piiklad 1.13
U standardniho nelinearniho systému z ptikladu 1.2 (1.26)
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n =1 {x = fi(x)+ g (X)u; + g, (X)u,,
n=4 2= (1.62a)

n, =33X; =X,

Xy = f4(X)+ g4 (Xu,

s vystupy
y=h(x)=x, } (1.62b)
Yy =hy(x,) = x,,

je tteba urcit relativni stupen.

ReSeni:
Lze psat
d dh . )
A _1x1 =X = f1(x)+ g (X)) + g1, (x)u,.
dr dyx

Rizeni se objevilo jiZ pfi prvni derivaci, a proto 7 = 1. Podobné lze psat

dt dux,
d2y2 .
=Xy = X,,
ez
d’ ,
?)gzzx4:f4(x)+g4z(x)u2.

Rizeni se objevilo pii tieti derivaci, a proto », =3.
Relativni stupen standardniho nelinearniho systému je r =7 +r, =4.
Vidime, Ze relativni stupent 7; =1 je roven dil¢imu fadu n, =1 a podobné

relativni stupenn », =3 je roven dil¢imu fadu n; =3. Relativni stupen
standardniho nelinedrniho systému » =4 je pak roven celkovému fadu n=4.

Samoziejmé tyto zavery plati v pfipadé definovani vystupii podobné jako
(1.62b).

Uvazujme nyni obecny standardni nelinedrni systém ve slozkovém
vyjadieni (1.1)
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X = Xy, X (O),
x2 = x3’ x2 (0)7
n, .
).Cq] = ‘fql (x)+ Z:nglj(x)uj’ 'qu (O)’
j=
xq1+1 :‘xq1+2’ xq1+l(0)7 (1633)
xq1+2 = xq1+39 xq1+2(0)9
n, :
x‘lz = ff]z (x)+ Z:lngj (x)uf’ x‘]z (0)’
j=
rxq2+l = xq2+29 xq2+1(0)3
s Xy 0 =Xy 43 Xy 42 (0),
n . mn
" xn :fn(x)-l_zlgnj(x)uj’ ‘xn(O)’
j=
q;=q;,,+n;, q,=0, n=%n,, (1.63b)
j=1
s vystupy

Vi =h(x)=x,

Vo = hz(quﬂ) = Xy 410

(1.63c)

yj - h] (xqj'fl"'l) = xqj—1+1 ’

Y =0 (X, ) =X 0
kde y; jsou vystupni proménné (vystupy).

V souladu s definici relativniho stupné pro j-ty vystup lze psat
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dy, _ dh, _.

d¢ dx gt

qH+1

2
d"y; v g

d t-z o qj—l + qj,l +2°

3
4"y, _ s .

ds? et T gty
d"” V. .
i L
a e T =/, (x)+jzlgq,j(x)“j°

Pii derivaci n;-tého fadu podle Casu se v derivovaném vyrazu objevilo
fizeni, a proto relativni stupeni rp=n;, tj. relativni stupenl pro j-ty vystup je
roven odpovidajicimu dil¢imu fadu #;.

Je ztejmé, Ze relativni stupen » nelinedrniho systému ve standardnim tvaru
(1.63a,b) a s vystupy (1.63c) je roven souctu dil¢ich adu n;, tj. plati

=

M

rjznzinj, r,=n;. (1.64)
j=1

1

J

Dil¢i tad nj, tj. relativni stupen r; u standardniho nelinedrniho systému je
velmi dulezity pfi navrhu decentralizovaného fizeni.

Pro r=n zpétnovazebni linearizace vstup-stav je soucasné linearizaci
vstup-vystup. U standardnich nelinedrnich systéemii pro (1.63c) to plati vidy.

Zpétnovazebni linearizace vstup-vystup je také Casto nazyvana dynamickad
inverze.

Vystupni proménné y; 1ze ziskat ze stavovych proménnych x; na zaklade
vztahii (1.63¢)

yj = x‘ijﬁ'l’
.
y=D,x, (1.65)

kde vystupni agregacéni matice D), typu (m,n) je dana (viz ptiloha A)
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D, =[d}], (1.66a)

lpro i=gq;  +1,
Opro i#q;  +1.

d" =

Ji

(1.66b)

Linearizovany standardni nelinearni systém vstup-vystup je na obr. 1.4.

_;:_

Obr. 1.4 Zpétnovazevni linearizace vstup-vystup standardniho nelineérniho
systému
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2 NAVRH fgiZENi STANDARDNICH NELINEARNICH
SYSTEMU

Rizeni systémd je dano cilem Fizeni, ktery v nejastdjsich, pro praxi
dilezitych, ptipadech lze formulovat jako stabilizaci nebo sledovdani.

Stabilizacni  Fizeni stabilizuje vystupni veliCiny na hodnotach
odpovidajicich zadanych veli¢in a soucasné potlacuje skodlivy vliv poruchovych
veli¢in. Naproti tomu sledovaci Fizeni je obecnéjSi, musi byt stabilizacni
a soucasn¢ zajiStovat prubézné sledovani odpovidajicich zadanych velicin
vystupnimi veli¢inami. Samoziejmé 1 v tomto ptipadé poruchové veli¢iny musi
byt potlacovany. Pro sledovaci tizeni se nckdy pouziva pojem programové
Fizeni.

2.1 Nerobustni Fizeni

Nerobustni fizeni ke své spravné ¢innosti vyZzaduje znalost matematického
modelu fizeného systému a méfitelnost poruchovych veli¢in. Je ziejmé, Ze jsou
to velmi ndro¢né pozadavky predevsim v priimyslovych podminkdch. Existence
zaporné zpétné vazby dovede tyto pozadavky zmirnit, ale v n€kterych ptipadech
to mize byt nedostatecné. Vyznam nerobustniho fizeni spoc¢iva v kombinaci
s vhodnym robustnim fizenim, kdy nerobustni fizeni vyuziva ¢aste€nou znalost
vlastnosti fizeného systému a casteCnou méfitelnost poruchovych veli€in.
Naproti tomu robustni fizeni pak zajisti poZzadovanou kvalitu fizeni 1 pfi netiplné
znalosti matematického modelu a métitelnosti poruchovych veli€in.

2.1.1 Rizeni na zakladé modelu

V dalSim textu, pokud nebude feCeno jinak, se budeme zabyvat predevsim
sledovanim a budeme vychdzet ze standardnich tvari modelti nelinearnich
systémi a zpétnovazebni linearizace. Také se piedpokladda dostupnost vsech
stavovych proménnych.

Rozdil mezi obéma fizenimi, tj. stabilizatnim a sledovacim ftizeni, si
ukézeme na jednorozmérovém standardnim nelinedrnim systému.

X = X,
Xy = X3,
: (2.1)
X, = f,(x)+g,(x)u,

y=Xx.

Provedeme zpétnovazebni linearizaci vstup-stav pomoci fizeni [viz (1.18)]
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u=g,' (0’ -£,(x)], g,(x)=0. (2.2)
a dostaneme linearizovany (linearni) systém (obr. 2.1)
X = X,,
X, = X3,
27 (2.3)
x, =u’.

ProtoZe plati y = x; (n =r), jde soucasné o zpétnovazebni linearizaci vstup-
vystup.

gn(x)._> o “'J'

a

Nelinearni standardni systém
-

[

——
Linearizovany systém — vstup-stav

/
\

—
Linearizovany systém — vstup-vystup

Obr. 2.1 Zpétnovazebni linearizace jednorozmérového standardniho
nelinearniho systému
Stabiliza¢ni Fizeni
Pro stabiliza¢ni fizeni miizeme pouzit klasické stavové fizeni v souladu
s obr. 2.2.
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lxo
0
u u

— b o' @ | ns el af |-

v

— Jn ()|«

a

kT

Obr. 2.2 Stabilizaé¢ni fizeni jednorozmérového standardniho nelinearniho
systemu

Zpétnovazebni fizeni (zpétnovazebni regulace) je realizovano pomoci
vektoru

K =[k,ky,....k,], (2.4)

jehoz slozky k; (z divodu strukturni stability musi vSechny existovat) jsou
zvoleny tak, aby zajistily pozadované vlastnosti systému ftizeni, tj.

n
T
u’ =—k"x+kx' == kx, +kx". (2.5)
i=1
Celé fizeni spolu s lineariza¢nim fizenim je pak dano vztahem

1 |
= kx' —k"x)———— f.(x). 2.6
g0 LD ) 20
u

u

Vidime, Ze fizeni se skldda ze dvou casti. Prvni ¢ast pravé strany vyrazu
(2.6) zajistuje pozadované vlastnosti uzavieného systému ftizeni a druhd cast
zajist'uje zpétnovazebni linearizaci.

PoZadovany model uzaviené¢ho systému fizeni ma tvar

X=X,

Xy = X3

x=Kx+bx', (2.7)

v —_— — — —_— & — W
X, =—kx, —kyx, k,x, +kx
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o 1 0 - 0 0
0 0 1 - 0 0
K= - .. o wee oo | dim K = (n,n), b, =|---|,dimb, = (n.1),
0 0 0 - 1 0
—k -k, —ky o =k, K
D,=d’=[0 0 ... 1], -k"=d'K=[-k -k .. —k]

Po aplikaci fizeni (2.6) na standardni nelinedrni systém (2.1) se dostane
X, +kx +k _x _ ++kx, +kx =kx",
(m) (n=1) (n-2) : — w
" kX" k)" e X + hx = kx) (2.82)
Zpétnovazebni vektor k miize byt urCen libovolnou metodou, ale vzdy tak,
aby zajistil asymptotickou stabilitu pii poZzadované kvalité fizeni.
Za predpokladu nulovych poc¢atecnich podminek mizeme ze vztahu (2.8a)
ziskat pfenos systému fizeni
X, (5) _ Y(s) _ k,
X'(s) W(s) " +ks" +ths+k’

(2.8b)

ze kterého je ziejme€, ze pro urCeni zpétnovazebniho vektoru k miZeme
s vyhodou pouzit metodu standardnich tvart.
Sledovaci Fizeni
V tomto ptipadé€ po zpétnovazebni linearizaci je pouzito fizeni
n w
d” x,

1 +k'e, (2.9)

0 _ . T
u =x +ke=

kde
e=x"-x, (2.10)

a k' je dano vztahem (2.4). Pozadovany model zpé&tnovazebniho sledovaciho
fizeni je
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46
€ =6
©2=4 é=Ke, @2.11)
e =—ke —k,e,—-—ke,
0 1 0 0 |
0 0 1 0
K= - - o .« | dmK =(nn),
0 0 o - 1
—k -k, —ky - -k, |
D,=d’ =[0 0 ... 1], -k =d'K=[-k -k .. -k
Celé tizeni je pak dano vztahem (obr. 2.3)
y=—1 (x” kTe)——f(x) (2.12)
g,(x) %6‘—’ g,(x)

u
Opét prvni Cast pravé strany vyrazu (2.12) zajiStuje pozadované vlastnosti
uzaviené¢ho systému fizeni a druha ¢ast zajist'uje zpétnovazebni linearizaci.

x) X
xSl ] & —" 1.5 [ -
—»(2)—>k —’(2)——’"8;1 (x) —>|| NS |1 di
A A 7y 1 y:x
w=ux" !

170

Obr. 2.3 Sledovaci tizeni jednorozmérového standardniho nelinearniho systému

Pouzitim fizeni (2.12) u jednorozmérového standardniho nelinearniho

systému (2.1) se dostane
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.X./-n - x;:} + knen + kn_len_l +---+ kzez + klel ’
Protoze plati

€ =€

po dosazeni obdrzime
W4k Vrk "D vtk +ke =0 =x" — 2.13
e +k.e +k, € +--+ ke +ke =0, e =x/ —x. (2.13a)

Za predpokladu nulovych poc¢ate¢nich podminek mizeme ze vztahu (2.13a)
ziskat pfenos systému fizeni
X,(s)  Y(s) "+ks" +thys+k 1
XV(s) W(s) s"+ks"" +-tks+k

(2.13b)

Z ptenosu (2.13b) vyplyva, Ze pokud jsou k dispozici vSechny derivace
zadané veli¢iny w=x;", pak pfi nulovych pocate¢nich podminkach sledovani je
»idealni“. Samozifejmé, ze se predpoklada dokonald znalost funkci f, (x),
g,(x) a dostupnost vSech stavovych proménnych.

Pro obecné pribéhy zadané veliCiny w=x" ur€eni vyssi derivace nez 3.
fadu neni realné. Nejastéji je uvazovan 2. fad derivace. V tomto piipadé pienos
systému fizeni ma tvar

X, (s)  Y(s) _ kys® + ks + k,

= = - : (2.14)
X'y W(s) s"+ks" +---+ks+k
Pokud nebudou k dispozici Zadné derivace zadané veliciny, tj.
d' x"
—=0 2.15
1, (2.15)

pro vSechna i (i=1, 2,..., n), pak prenos systému fizeni pii nulovych
pocatecnich podminkach je dan vztahem (2.8b).

Je tedy zfejmé, ze stabilizacni fizeni je specidlnim ptipadem sledovaciho
fizeni.

Priklad 2.1

Pro nelinearni systém 2. fadu (obr. 2.4)
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Z, = —zl. +2,, (2.16)
Z, =—sin(z,) +2u
je tfeba navrhnout vhodné fizeni, které zajisti vlastnosti uzavieného systému
fizeni odpovidajici linearnimu systému 2. fadu.
Reseni:
Nelinedrni systém (2.16) nema standardni tvar, a proto ho na néj upravime.
Prvni rovnici jednou derivujeme podle ¢asu
Z=—2,+2, = Z, =2z, —2z,—sin(z,) +2u
a zavedeme noveé proménné
X, =2y, Xy =X, =2, X, =X, =Z,. (2.17)
Po dosazeni a Gipravé dostaneme
X =X,,

tj.
= (2.184)
X, = fr(x) + g,u,
kde
=—x, —sin(x,),
Sr(x) =—x, (x;) (2.18b)
g, =2.
Pivodni proménné jsou dany vztahy
Z, =Xy,
(2.19)
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Obr. 2.4 Nelinearni systém 2. fadu — priklad 2.1

Navrhneme sledovaci fizeni, které pro poZadovany linedrni systém 2. fadu
¥, + 2&,0%, + @3 x, =0 (2.20)

ma v souladu s (2.12) a (2.18) pro k, = &} a k, = 2w, tvar

u =L[5c;” +kTe—f2(x)]:%[x;” +a)§e1 +2&,m4e, +sin(x)) +x,], (2.21)
&>

e =X —Xx, e, =X, —X,,
kde &, je koeficient pomérného tlumeni, @, — thlovy kmitocet netlumenych
kmitd.
Pouzitim tizeni (2.21) u nelinearniho systému (2.18), resp. (2.16), viz obr.
2.5, po upravé dostaneme

. aw 2
X, =X, +28,m0e, + wye, =

&, +2&,m,6, + wie, =0. (2.22)
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w

‘ —>
@, — —>®—>®—> % —>| NS | —
T sin( z, )|«
Yy=21=X%
— ~ 4

Linearizovany systém

Obr. 2.5 Systém sledovaciho fizeni — ptiklad 2.1

Rovnice (2.22) popisuje odchylku sledovani. Je zfejmé, ze pokud pocatecni

podminky
¢(0) = x"(0) — x,(0) = z"(0) — z,(0),
€,(0) =¢,(0) = %"(0) - %,(0) = 7 (0) - £,(0)

budou nulové, pak sledovani bude ,,idealni®, tj.
e()=x"t)—xt)=2z"({)—z(t)=0 pro ¢>0.

V piipad¢é nenulovych pocate¢nich podminek pribéh odchylky sledovani
e, (t) se fidi diferenciadlni rovnici (2.22) a pro &, >0 vzdy asymptoticky
konverguje k nule.

Nelinearni systém (2.16) na obr. 2.4 je silné nelinearni, viz obr. 2.6, kde
jsou odezvy na skokové zmény vstupni veli¢iny u=0,4; 0,5 a 0,6. Z obr. 2.6
a ze vztahu (2.16) vyplyva, 7e pro |u|>0,5 se dominantn& projevi integracni
vlastnost nelinedrniho systému, protoze zéporna zpétna vazba u prvniho

integratoru se stava nelCinna a druhy integrator spolu se zpétnou vazbou
realizuje proporcionalni ¢len se setrvacnosti prvniho tadu.

Na obr. 2.7 je pfechodova charakteristika navrzené¢ho systému fizeni pro
w, =1rad.s'a & =1, viz (2.20).
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5
W)

4,5+ v(®) pro u(H)=0.6
u(t)

4l
3.5t

N
2.5t

2 W1 pro u(t)=0.5

1.5¢

1r /_\
0.5t ‘

N u(r)

0 5 10 15 20 25 30

/}'(I) pro u(t)=0.4

0

Obr. 2.6 Odezvy nelinearniho systému na skokové zmény vstupni veliCiny —
ptiklad 2.1

1.5
w(@®)
w() "

1+

0.5}

0 5 10 15 20 25 30
£ [s]

Obr. 2.7 Ptechodové charakteristika navrZzeného systému fizeni — ptiklad 2.1

Pro ovéfeni navrZzeného sledovaciho fizeni (2.21) byla zvolena pfechodova
charakteristika proporcionalniho ¢lenu se setrvacnosti 3. fadu
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1

W(S):XIW(S):le(S):S(2S3+2S2+2S+1)

(2.23)

z divodu nulovych pocate¢nich podminek az do 2. tadu vcetné. Sledovani
zadaného prib¢hu w [tj. pfechodové charakteristiky (2.23)] vystupni veli¢inou
y=x, pro nulové pocatecni podminky je na obr. 2.8 a pro
¥(0) = x,(0) = z,(0) = 0,5 je na obr. 2.9.

1.5
@)
w(t)

1 L

0,57

o s 10 15 20 25 30

t[s]
Obr. 2.8 Sledovani zadaného prabé&hu pti nulovych pocatecnich podminkach —
ptiklad 2.1

1.5
W)
w(t)

14t

(0)= 0.5

0 5 10 15 20 25 .30

Obr. 2.9 Sledovani zadaného priibéhu pii nenulové po¢atecni podmince —
piiklad 2.1
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Pribéhy vystupni veli¢iny y=x, jsou o€islovany a vyjadfuji dostupnost
derivaci:

1 — jsou dostupné derivace %" a %" = x,,

2 — je dostupna derivace X",

3 —neni dostupna zadna derivace.

Pribéhy 1 a 2 odpovidaji sledovacimu fizeni, viz vztahy (2.13b) a (2.14).
Pribéh 1 by mél odpovidat ,,idealnimu* sledovani. Je tieba si v§ak uvédomit, Ze
derivace X, a %" jsou ziskdvany aproximaci a tato nepfesnost spolu
s dynamikou systému fizeni (viz obr. 2.7) zpisobuji snizeni kvality sledovani.
Kvalita sledovani se vyrazné¢ zvysi pro o, >1, tj. pfi zrychleni dynamiky
systému fizeni.

ProtozZe stabilizacni tizeni je specidlnim piipadem sledovaciho tizeni, dale
se budeme pifevazné zabyvat sledovacim fizenim a slovo sledovaci budeme
casto vynechavat.

Pro mnohorozmérové standardni nelinearni systémy sledovaci fizeni ma
tvar [viz (1.18) a (2.12)]

u=G, (x)(x) +K,e) -G, (x)f,(x) (2.24)

0
u

kde G.'(x)(x'+ K e) zajistuje pozadované vlastnosti, G,'(x)f,(x) -
zajistuje zpétnovazebni linearizaci a K, je Ctvercovd matice fadu m [typu

(m, m)]

_ le
- sz T
~K,=DK=| ?|=[k,ky,...~k,1", (2.25a)
T
T
—kj ==k, 0 ko —kj, 1. (2.25b)

vvvvvv

Pii navrhu vizeni je vhodné ke kazdému j-téemu dil¢imu podsystému (obr.
1.2) pFistupovat jako k jednoroznérovému systému v souladu se vitahy (2.12)
[pfipadné (2.6)].

Rizeni (2.24) zajisti u uzaviené¢ho systému fizeni, ze jeho matematicky
model ma tvar
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e—Ke=0, e(0)=e,, (2.26)
kde matice dynamiky K je dana vztahem (2.27a) a dil¢i matice K jsou
v normalnim (kanonickém) tvaru fizeni (2. Brunovského — Kalmana -
Luenbergera kanonicky tvar)

‘K, 0 - 0
0 K, - 0 .
K = , dim K =(n,n), (2.27a)
0 0 K,,
_ . 0 _
0 0 1 0
K, = T 2.275)
0 0 0 1 '
__ kj‘I_H +1 qu‘,q +2 qu‘,q +3 kf‘l,' ]

dm K ; =(n;,n;).

Kazdému dil¢imu podsystému fizeni fadu n; (relativniho stupné 7))
odpovida charakteristicky mnohoclen

w n]-—l n;
Ni(s)=kjy otk oS+ tky s’ +s57. (2.28a)

Charakteristicky mnohoclen celého systému fizeni je pak dan jejich
soucinem

N"(s) = f[N;V(s). (2.28b)

Piiklad 2.2

V koncentraénim sméSovacéi (obr. 2.10) s neménnym prifezem S [m?]
probiha dokonalé¢ miseni dvou roztokli stejné latky, ale s rozdilnymi
konstantnimi koncentracemi c¢; a c¢; [kmol.m™] s odpovidajicimi objemovymi
pritoky u1(f) a wux(f) [m’.s!]. Tyto piitoky je tieba fidit tak, aby vysledna
koncentrace roztoku x(f) [kmol.m™] byla rovna w, =x, a vyska hladiny

roztoku x(¢) [m] byla udrzovéna na hodnoté w, = x;".

Predpoklad4d se, Zze objemovy vytok w(¢) je volny, tj. umérny druhé
odmocning vysky hladiny x;(?).
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o f/l_

60 X (O (1)

n

Obr. 2.10 ZjednoduSené schéma koncentracniho sméSovace — priklad 2.2
Reseni:

Koncentra¢ni sméSova¢ na obr. 2.10 mize byt popsan bilancnimi
rovnicemi

s 950 0y +uy (1) - w(0), %,(0)
Sé%ﬁ&ﬂ%@ﬂ=€W&0+Cﬂﬂﬂ—xﬂﬂﬂﬂa%UD (2.29)
V() = ayfn 1)

pti fyzikalnich omezenich

x,(£) >0, u, (£), 1, (£) 2 0, }

(2.30)
0<c¢ <x,(t) L, x, (0)<c,,

kde a je zndma konstanta [m>?2.s™'].

Upravou rovnic (2.29) se obdrzi stavovy model koncentraéniho sméSovace

: a 1 1
X :—E\/;]‘I‘Eul +Eu2,

(2.31)
. c =X, C, — X,
X, =+ u, + u,,
Sx, Sx,
tj.
x=f(x)+G(x)u (2.32a)

kde
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T
a
X = [XI,XZ]T,U :[u13u2]T7f = |:_§\/;130j| )

1 1 (2.32b)
S S
=X, C—X, |

Sx, Sx,

G =

Ze stavového modelu (2.31) vyplyva, Ze nelinedrni systém reprezentujici
koncentracni sméSova¢ je ve standardnim tvaru (n, =rn=n,=r=1, ¢q, =1,
g, =n=2,n=n+n,=r=n+r,=2).

Protoze matice G je C{tvercova (zékladni agregacni matice D, je
jednotkovd), a proto podminkou fiditelnosti v souladu s (1.25) je

G, 6
2
X

detG,(x) =detG(x) =

£0. (2.33)

Tato podminka je vZdy splnéna [viz fyzikalni omezeni (2.30)] aZ na ptipad
¢, =c, =X, , kdy fizeni je zbytecné.

V nasem piipad€ pro ¢, =1 a g, =2 mizeme v souladu se vztahy (2.31)
a (2.32) psat

u=G"'(x)[x"+Ke— f(x)] (2.34a)
kde
x'=x",
S Cr—X S X

BN C, —( C, —C

G, (X)=G (x)= amm x| (2.34b)
G, — G G, — G
_a —k 0
f)=fo=| sV | Ck =k R 0
0 0 —ky,

ProtoZe se ma udrZzovat koncentrace roztoku na hodnoté¢ w, =x; a vySka
hladiny na hodnoté w, = x;" jde o stabiliza¢ni fizeni (tj. jde o béznou regulaci),

v fizeni (2.34) nebude uvazovana derivace x". Vysledné fizeni ve slozZkovém
tvaru ma tedy tvar
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Pouzitim fizeni (2.35) u koncentra¢niho sméSovace (2.29), resp. (2.32) se
dostane

(2.36)

X +kyx =kx = Tx+x=x",  x/(0),
Xy +kyyxy =kyyxy = 1%, +x,=x5, x,(0),

kde 7, a T, jsou Casov€ konstanty [s].

Protoze vysledek je jednoduchy, simulace nebyla provadéna.

Doposud navrhované ftizeni u standardnich nelinearnich systémi po
zpétnovazebni linearizaci bylo linedarni a uzavieny systém ftizeni byl rovnéz
linearni.

Tento ptistup k navrhu ftizeni lze zobecnit. Uvazujme fiditelny standardni
nelinearni systém [(1.1) — (1.4)]

x=f(x)+G(x)u, x(0) = x,, (2.37)

pro ktery je tfeba navrhnout takové fizeni, které zajisti, aby uzavieny systém
fizeni mél matematicky model ve tvaru

e—f"(e)=0, e=x"-x, e(0)=e,, (2.38a)
resp. v agregovaném tvaru

e,—f'(e=0, e =x'—-x, (2.38b)

kde obecné nelinearni funkce f"(e) md stejnou strukturu jako funkce f(x)
ve vztahu (2.37) [viz (1.1)], tj.

FU@ =er s [ (e, sarns [ (@), v (O] (2.39)
a vyhovuje podmince
£70)=0 (2.402)

s globalng€ asymptoticky stabilnim stavem
e=0. (2.40b)
Na zaklad¢ podobnosti se vztahy (2.12) a (2.24) Ize psat
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u=G, (0)[x) - £, ()] -G, (x)f,(x)=
a0 (2.41)

=G, (X)X} - £," (&)~ f,(x)],

kde G,'(x)[x!— f(e)] zajistuje pozadované vlastnosti a G,'(x)f,(x) —
zajiSt'uje zpctnovazebni linearizaci.
Je zifejmé, ze pouzitim fizeni (2.41) u standardniho nelinedrniho systému
(2.37) se obdrzi uzavieny systém fizeni s matematickym modelem (2.38).
Podobn¢ 1 u fizeni (2.6), (2.12) a (2.24) jsme mohli na zdklad¢ tvaru

(struktury) standardniho nelinearniho systému piimo vychazet z pozadovaného

matematického modelu uzavieného systému ftizeni, viz odpovidajici vztahy
(2.7), (2.11) a (2.26).

Navrh fizeni na zdkladé modelu je velmi jednoduchy a ma vyhodu
spocivajici v tom, Ze pozZadovany model uzavieného systému fizeni miizeme
zvolit ve tvaru, ktery nejlépe odpovida naSim predstavam.

2.1.2 Rizeni na zakladé ucéelového funkcionalu

Sledovaci fizeni lze rovnéz navrhnout na zakladé minimalizace
kvadratického ucelového funkcionalu

J=[(e'Qe+eé'Qe)dt, e=x"—-x, (2.42)
0

kde Q a @, jsou symetrick¢é ctvercové kladné definitni, resp. kladné
semidefinitni konstantni vahové matice fadu n [dim Q = dim Q, = (n,n) ].

Z davodu existence kvadratického ucelového funkcionalu (2.42) musi platit
lim e(¢) =lim e(¢) =0. (2.43)
t—>0 t—>0

Prvni vyraz v integrandu kvadratického ucelového funkciondlu (2.42)
zajistuje blizkost trajektorii x(f) a x"(¢), druhy vyraz zajistuje dostate¢nou
blizkost 1 jejich derivaci x(z) a x"(¢), tj. blizkost jejich Casovych zmén. Protoze
kazda Casova zména stavu vyZaduje urcitou spottebu energie fizeni, druhy vyraz
vyjadiuje nepfimo 1 spotiebu energie.

Dulezitost jednotlivych slozek vektoru e(?) a é(¢) vyjadiuji odpovidajici
nezaporné konstantni prvky vahovych matic Q a Q.

Cilem je navrhnout fizeni u, které pro fiditelny standardni nelinedrni
systém [(1.1) — (1.4)]
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x=f(x)+G(x)u, x(0)=x,, (2.44)
zajisti minimum kvadratického ucelového funkcionalu (2.42).
Zavedeme vektor agregované odchylky
s=—De, dmD=(m,n), rankD=m, (2.45)

kde D je nezaporna agregacni matice (tato matice je obecn¢ jind, nez zakladni
agregacni matice D, a vystupni agregacni matice D;). Jejim tkolem je vyclenit
odchylky e; dil¢ich podsystémii do agregovanych odchylek s; ovliviiovanych
odpovidajicimi fizenimi u;. Z tohoto diivodu v kazdém tadku ;j agregacni matice
D je n; kladnych prvki a zbyvajici prvky jsou nulové (viz ptiloha A), tj.

d.>0pro g, <i<gq,,
! o o } (2.462)
d; =0 pro i<q;, nebo i>gq,.
7 dtivodu zjednoduseni je vhodné volit
d, =L (2.46Db)

Jq

Nyni mizeme vektory e(¢) a é(¢) v kvadratickém Ucelovém funkcionalu
(2.42) zastoupit agregovanymi vektory s(¢) a $(z), tj.

J=[(s"s+5T?s)d1, (2.47)
0

kde
T =dag 7,7,,...,T7,], dmT =(m,m), (2.48)
je diagonalni matice kladnych casovych konstant 7.

Ze srovnani funkcionalt (2.42) a (2.47) vyplyvaji rovnosti

Q0=D'D, Q,=D'T’D (2.49)
a na zéklad¢ vztahl (2.43) a (2.45) plati

lim s(¢) = lim s(¢) = 0. (2.50)

t—w t—wo

Ze vztahu (2.49) je zifejmé, ze pro dané matice D a T vzdy existuji
odpovidajici vahové matice Q a Qo, a proto v tomto piipad¢ oba funkcionaly
(2.42) a (2.47) budou vzajemné ekvivalentni. Pro dané matice Q a @, oba
funkcionaly budou ekvivalentni pouze za predpokladu existence rozkladu (2.49).

Jednoduchd struktura kvadratického tcelového funkcionalu (2.47)
umoziuje jeho pfimou minimalizaci.

Pouzijeme pomocny kvadraticky funkcional
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T(Ts'+s)T(T$+s)dt, (2.51)
0

ktery nabyva svého ostrého globalniho minima rovného 0 pro

Is+s5s=0, s(0)=s,=—-De(0)=-De,, (2.52)
tj. pro feSeni

s (1) =exp(=T"'t)s, . (2.53)

Z teseni (2.53) vyplyva interpretace diagonalni matice (2.48) jako matice
casovych konstant.

Nyni si ukaZzeme souvislost mezi kvadratickymi funkcionaly (2.47)
a(2.51).

Pomocny funkcional (2.51) upravime
[(@s+ ) (Ts+s)dt = [(s"s+s"T?$)de +2[s"Tsdt (2.54)
0 0 0
a posledni vyraz integrujeme metodou per partes

Iuvdt = uv Iuvdz‘ (2.55)

a

s vyuzitim koncovych podminek (2.50), t.

fsTTsdt—[s Ts), ISTTsdt——soTso jsTTsdt =

= 2[s'Tsdt=—s,Ts,. (2.56)
0
Na zéklad¢ vztahti (2.54) a (2.56) dostaneme velmi dilezitou rovnost
J=[(s"s+s"T*$)dt = [(Ts+5)" (T + 5)dt + 5, Ts, . (2.57)
0 0

Protoze hodnota [viz (2.56), (2.45)]
s¢Ts, = e, D" TDe, (2.58)

je konstantni, zrovnosti (2.57) vyplyva, ze kvadraticky ucelovy funkcional

(2.47) nabyva svého ostrého globalniho minima J* rovného hodnoté (2.58) na
stejné Casové funkci (2.53) jako pomocny kvadraticky funkcional (2.51).
Hvézdicka znamena optimalni. Rovnéz je ziejmé, Ze za predpokladu platnosti
vztaht (2.49) hodnota (2.58) je ostrym globalnim minimem plvodniho
kvadratického ucelového funkcionalu (2.42).
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Diferencidlni rovnice (2.52) popisuje vlastnosti optimalniho uzaviené¢ho
systému fizeni vzhledem k vektoru agregované odchylky s. Po uvazovani vztahu
(2.45) a upravé obdrzime agregovanou diferencidlni rovnici optimalniho
systému fizeni vzhledem k odchylce e

Dé+T 'De=0, e(0)=e¢,. (2.59)
Protoze plati
e(u)=x"—x(u), (2.60)
po uvazovani (2.44) dostaneme
e(u)=x" - f(x)-G(x)u . (2.61)
Ze struktury matic D a G(x) vyplyva, Ze
DG(x)=D,G(x)=G,(x), (2.62)
a proto pro fiditelny standardni nelinearni systém (2.44) plati
det{ DG(x)] #0 = [DG(x)]"' =G, ' (x). (2.63)
S vyuzitim vztaha (2.59), (2.61) a (2.63) po Upravé dostaneme optimalni
fizeni
u =G, (x)[Dx" + T 'De - Df (x)]. (2.64)

Optimalni fizeni (2.64) pro dané¢ matice D a T minimalizuje kvadraticky
ucelovy funkcional (2.42) pro (2.49), tzn., ze zajiStuje optimalni sledovani
zadané trajektoric x"(z) skuteCnym stavem x(¢#). Zn¢ho a ze struktury
agregacni matice (2.46) vyplyva, Ze dochdzi rovnéz ke zpétnovazebni linearizaci
a optimalni uzavieny systém fizeni je linearni

e—Ke=0, e(0)=e,, (2.65)
kde K je konstantni ¢tvercova matice dynamiky [viz take (2.27)].

Optimalni uzavieny systém fizeni (2.65) sestdva z m linearnich dil¢ich
podsystému fizeni fadu n; s dil¢imi charakteristickymi mnohocleny [srovnej
s (2.28a)]

w n, - n-1y 1
NY($)=(d), +d;, os+e+d, 577 +5" 1)£F+s} (2.66)

J

Kazdy dil¢i charakteristicky mnohoclen musi mit asymptoticky stabilni
kofeny.

Charakteristicky mnohoclen celého optimalniho systému fizeni je souCinem
dil¢ich charakteristickych mnohoclenti, podobné jako (2.28b).
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Zajimavé je, ze kazdy dil¢i charakteristicky mnohoclen (2.66) musi
obsahovat nejmén¢ jeden zaporny realny poél

§=——". (2.67)

Tj

Optimalni uzavieny systém fizeni (2.65) je tvofen m linearnimi
autonomnimi dil¢imi podsystémy fizeni, jejichZ pozadované vlastnosti miizeme
snadno zajistit vhodnou volbou Casovych konstant 7; a koeficientid dj; jejich
charakteristickych mnohoclent (2.66), tj. vhodnou volbou matic T a D. Je to
dalezity zavér, protoZze pozadovanou kvalitu sledovani vyjadienou kvadratickym
ucelovym funkcionalem (2.42) zaru¢ime bez nutnosti piedchozi znalosti
vahovych matic Q a Q. Je tedy zieymé, Ze kvadraticky UcCelovy funkcional
(2.42) ma pouze pomocnou roli a ze pii jeho minimalizaci rovnéZz doSlo ke
zpétnovazebni linearizaci vstup-stav.

Navrhneme-li sledovaci Fizeni na zdakladé linedarniho modelu tak, aby
kaZdy dil¢i charakteristicky mnohoclen obsahoval nejméné jeden zdporny
redlny pol, pak toto ¥Fizeni minimalizuje odpovidajici kvadraticky ucelovy
funkcional.

Priklad 2.3

Je tfeba navrhnout optimdlni fizeni na zaklad€ kvadratického ucelového
funkcionalu (2.42) pro standardni nelinearni systém z piikladu 1.2 [viz (1.26)]

X = () + g (X)u; + g, (x)u,,
2= (2.68)

Xy =Xy,

Xy = f4(X)+ gy (X)u,.

Reseni:
Vyuzijeme nékteré vysledky ziskané v ptikladé 1.2.
V souladu se vztahem (2.64) optimdlni fizeni je
u =G, (x)[Dx" + T 'De - Df (x)], (2.69a)
kde (viz ptiklad 1.2)

L 4P

[DG(x)] ' =G, (x)=| & g111g42 : (2.69b)
0 —
297)

Agregani matici ziskdme na zakladé vztahu (2.46) pro ¢, =1 a ¢, =4
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1 0 0 0
D= : (2.69¢)
0 d,, dy; 1
Matice casovych konstant je diagonalni (2.48)
I, 0
T = : (2.694d)
0 T,
x =[x, %,,%,%,]", X" =[x, x5, % ,%]7,
, . (2.69¢)
e:[€1,62,€3,€4] s f:[ﬁ(x)ax39x4:f4(x)] ’
G, (x)= {g“(x) ng(x):|. (2.69f)
0 g4 (X)

Pouzitim fizeni (2.64) se dostane optimalni uzavieny systém tizeni (2.59),
tj. po dosazeni (2.69c¢) a (2.69d) do (2.59) a upravé dostaneme

1

e +—e =0,
: (2.702)
& +| dy oL &, + d22+@ é, +@e2 =0
T, T, T,
pii pocatecnich podminkéach
e,(0), e,(0), &(0), &,(0). (2.70b)

Casové konstanty 7, a T» zvolime s ohledem na dynamické vlastnosti
fizeného standardniho nelinedrniho systému (2.68). Koeficienty dx a das
zvolime v ndvaznosti na ¢asovou konstantu 7. Napf. pro

1 a d23=£ (2.71)

dy=—
tn I

dostaneme optimdlni uzavieny systém fizeni
Tié +e =0, }

(2.72)
T,¢, + 31,6, +3Tyé, +e, = 0.

Z ptikladu 2.3 je zfejmé, ze kvadraticky ucelovy funkcional (2.42) ma
skutecné pouze pomocnou roli a Ze optimdlni fizeni mizeme urcit pfimo na
zdkladé¢ matematického modelu fizeného standardniho nelinedrniho systému
a pozadovanych vlastnosti uzavien¢ho systému fizeni.

Doposud se predpokladalo, ze matematicky model tizeného standardniho
nelinearniho systému je ¢asové neménny (#-invariantni) a Ze na systém fizeni
nepusobi poruchové veli¢iny.
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Vyse uvedené piistupy k navrhu fizeni plati 1 pro ¢asové proménné (z-
variantni) standardni nelinearni systémy a pro métitelné poruchové veli¢iny, tj.
pro jejich matematické modely ve tvaru

x=f(x,v,t)+G(x,v,t)u, x(0) = x,, (2.73)
kde v je vektor poruchovych veli¢in dimv = p.

V tomto piipadé v Casti fizeni tykajici se zpétnovazebni linearizace musi
byt uvazovany v souladu s matematickym modelem (2.73) odpovidajici vyrazy

f(x) > flxw), } (2.74a)
G(X) —> G(x, vat)a

pfipadné
S (x) - f.(x,v,0), } (2.74b)
G, (x) - G (x,v,01).

2.2 Robustni Fizeni

V piedchozi podkapitole pii navrhu ftizeni se predpokladalo, Zze
matematicky model standardniho nelinearniho systému je znamy a Ze piisobici
poruchove veli¢iny jsou plné¢ méfitelné. V realnych podminkach matematicky
model je znamy pouze piiblizné, vétSinou je zjednodusSen a poruchové veliiny
nejsou Casto plné méfitelné. Z tohoto dlivodu pro praxi maji vyznam metody
robustniho fizeni, které tuto plnou znalost nevyzaduji, nebo ji ziskaji pfimo
z fizeného nelinearniho systému.

2.2.1 Rizeni vyuzivajici malé dopravni zpoZdéni

Rizeni vyuZivajici malé dopravni zpozdéni [TDC — Time Delay(ed)
Control] vychazi z ptedpokladu, ze pfi malém dopravnim zpozdéni 4 se
vlastnosti fizen¢ho systému zméni také malo.

Uvazujme fiditelny standardni nelinearni systém [viz (1.1) — (1.4)]
x=f(x)+G(x)u (2.75)
a jemu odpovidajici agregovany systém [viz (1.14) a (1.16)]
x,=f(x)+G,(x)u. (2.76)
Z této rovnice vyplyva
f[,(x)=x,-G,(x)u. (2.77)

Nyni pfedpokladejme, Ze x, a u je zpozdéno o maly Casovy interval / a Ze
matice G,(x) je konstantni a pfiblizn€ znama. Je zfejmé, Ze plati [viz (2.77)]
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[ (x)= f . (x)=x,(t—h)—G_u(t—h), (2.78)
kde f,.(x) je odhad funkce f,(x), G, — konstantni ¢tvercovd matice rfadu m,
tj. dm G, = dim G, (x) = (m,m), kterd vyhovuje podmince (viz ptiloha D)

Podminka (2.79) zajiSt'uje konvergenci
Jalx(@t=h)] = f,(x) (2.80)

pro h—0 at—oo.

G, (x)G. - IH <1. (2.79)

Je ziejmé, Ze uvedeny piistup k ur€eni odhadu f (x) vlastn¢ realizuje
pozorovatel (estimator) funkce f (x).

Protoze odhad f, [x(¢)] zastupuje funkci f[x(¢)], proto je zfejmé, ze

v fizenich (2.6), (2.12), (2.24) a (2.41) odhad (2.78) zajist’uje zpétnovazebni
linearizaci vstup-stav.

V souladu se vztahem (2.41) fizeni je dano

u=G,[x) ~ f," (@)= G, f,.(x) = G.[%) ~ £, (&)~ fo.()].  (2.81)

Pouziti malého dopravniho zpoZdéni i pro odhad funkce f, (x) ma
uzasnou vyhodu v tom, Ze umozZnuje odhadnout i jeji Casovou promeénnost
a neurcitost véetné neméftitelnych poruchovych veli€in, tj.

f.(xv,t)= £ (x,v,t)+ Af,(x,1),
kde Af, je neurcitost funkce f, .

Jako malé dopravni zpozdéni ~ je mozné volit u Cislicového ftizeni
vzorkovaci periodu. U ¢&islicové simulace je vhodné volit / jako nasobek krokii
feSend.

Pti analogové regulaci malé dopravni zpozdéni 4 je mozné zastoupit
proporcionalnim ¢lenem se setrvacnosti 1. fadu

1
hs+1°

V piipadé potieby je tieba zpozdéné veliCiny vhodné filtrovat.

Piiklad 2.4

U nelinearniho systému (2.16) z ptikladu 2.1 pro stejné zadadni je tieba
navrhnout fizeni vyuzivajici malé dopravni zpozdéni (TDC).
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Reseni:
Vyuzijeme dil¢i vysledky z ptikladu 2.1, a proto v souladu se vztahy
(2.18), (2.21) a (2.78) miizeme psat

X, =X, Ja(x) = f(x), G,(x)=g,,

uzi[xgv+kTe—f2(x)] =
&8>

U= [y (= ) — gyt~ h) — & —KTe] =

gZe fze (X)

l. . ¢V
u === )= 2u(t = ) =3~ e~ 25050,] (2.82)

e =X — X, & =Xy —X,.

Cas je uveden pouze ve vyrazech obsahujicich malé dopravni zpozdéni A.

Blokové schéma systému tizeni bez uvazovani filtrace je na obr. 2.11.

Pro ové&feni navrzeného fizeni (2.82) pro w, =1 rad.s?, & =1ah=0,1s
a g,, =g, =2 bylo pouzito sledovani vystupni veli¢inou y = z; = x; pfechodové
charakteristiky linearniho ¢lenu 3. tadu (2.23) pro nulové pocatecni podminky
(obr. 2.12) a pro y(0) =z,(0) = x,(0) =0,5 (obr. 2.13). Aby bylo mozné vizualni
porovnani kvality fizeni, jsou pribéhy na obr. 2.12 a 2.13 ocislovany stejné jako
na obr. 2.8 a 2.9, tj.

1 — jsou dostupné derivace x," a %" =%, ,

2 — je dostupna derivace X",

3 —neni dostupna Zadna derivace.

Vidime, Ze odpovidajici priibéhy jsou témét shodne.

Pro ovéfeni robustnosti byla v fizeném nelinedrnim systému [viz (2.16),
obr. 2.4 a 2.5] zaménéna funkce sin(z,) funkci cos(z,), viz obr. 2.14. Cislovani

prubéht je stejné jako na piedchozich obrazcich. Vidime, Ze robustnost fizeni
vyuzivajici malé dopravni zpozdéni je velmi dobra.

Pribéhy na obr. 2.12 — 2.14 byly ziskany pro 4 = 0,1 s. Pfi sniZeni hodnoty
h kvalita sledovani se vyrazné zvysi.
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w o -w
X =X
e, ] Xl d |
k2 e S € — |®
w o w dt
X =X X
2
w

A
|
=
&

A

gze c

Obr. 2.11 Schéma systému fizeni — ptiklad 2.4

¥(1)
w(r)
1.2t

]_.

0.8¢
0,6f
0,41

0.2¢

0 5 10 15 20 25 30
t [s]

Obr. 2.12 Sledovani zadaného prubéhu pii nulovych pocatecnich podminkéach —
ptiklad 2.4
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W)
w(r)
1.2}

1t

0.8}
0.6
3(0)=0,5
0.4

0.2+

0 5 16 15 20 25 30

[s]
Obr. 2.13 Sledovani zadané¢ho pritbéhu pii nenulové pocatecni podmince —
ptiklad 2.4

W)
w(t) [
121

1t
0.8}

0.6]
0.4}
0.2/

0

%05 10 15 20 35 30
Obr. 2.14 Sledovani zadaného priibéhu pfi zaméné funkce sin z, funkci cos z, —
ptiklad 2.4

Priklad 2.5

U téZniho stroje s tfecim kotou¢em a vyrovndvacim lanem na obr. 2.15a je
tieba premistit klec s nakladem o uzitecné tize G, z rovné x,(¢,) = 0 na uroven
x,(t;) =1. Pfemisténi klece ma byt provedeno v souladu s lichobéZnikovym
rychlostnim diagramem na obr. 2.15b. Druhd klec je prdzdnd, tézni stroj je
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pohanén stejnosmérnym motorem s konstantnim cizim buzenim (indukcnost
kotvy Ly je zanedbateln¢€ mala).

Vyznam symbolid v zadani a na obr. 2.15: i, (#) — proud obvodu kotvy [A],
uy — tidici napéti obvodu kotvy [V], Ly — induk¢nost kotvy [H], Rx — odpor kotvy
[Q], @ — magneticky tok [Wb], w(¢) — thlova rychlost [rad.s!], G — celkova tiha
(tiha prazdnych kleci + tiha hlavniho vyrovnavaciho lana + uZitecna tiha G,)
[N], G, — uzite¢na tiha nakladu [N], / — vySka pfemisténi [m], D — pramér
tfeciho kotou¢e [m], v,, — maximalni (jmenovitd) rychlost klece [m.s'], a, —
maximalni zrychleni (zpomaleni) klece [m.s%], x;(¢) — poloha klece [m].

i (1)
a) SR L

»

X, (1)1

X =0

Obr. 2.15 TéZni stroj: a) zjednoduSené schéma, b) zadany pribeh rychlosti klece
— priklad 2.5
Reseni:
Pti feSeni ptedpokladame tadu zjednoduseni, ktera vSak z hlediska nédvrhu
fizeni nemaji zdsadni vyznam.

Celkovy nadhradni moment setrvacnosti pohonu téZniho stroje je déan
vztahem
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2
J. =J, +§DT’ (2.83)
g

kde J. je celkovy ndhradni moment setrvacnosti soustavy (kotva + tieci a vodici
kotou?) [kg.m?], g — tihové zrychleni [m.s?].

Moment zatéze mize byt vyjadien zavislosti
D . 2

kde ao [-], a1 [kg.m.s7!], a; [kg] jsou soucinitelé odporu vzduchu.
Dynamika pohonu je popsana diferencialni rovnici momentové rovnovahy
dw

J,—=k, i —m 2.85
c ds m°k z ( )
a diferencialni rovnici obvodu kotvy
di, _
LkE_FRklk :kmCO, (286)

kde £, je ¢initel magnetického toku [V.s] ((N.m.A™']).

Pouzijeme oznaceni

a za predpokladu, Zze L, =0 ze vztahl (2.83) — (2.87) dostaneme matematicky
model téZniho stroje

X, = ax,,
. 2
Xy = =0y — a1 Xy — ayX; + &)U,

kde
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D
a=—,
2
L _, GD
0~ %o 2. ’
2k2 + o, DR
g = Hn T ADRy (2.88)
2R,J,
D2
a,=a,—,
2Ty,
— km
) Rch

Z matematického modelu téZniho stroje vyplyva, Ze je to standardni
nelinearni systém

X, = ax,,
: (2.89a)
X, = f2(x;) + gyu,
kde
fo(xy) =—a, —a,x, —a,x; . (2.89b)

Konstanty a se mizeme snadno zbavit, napt. zavedenim nové proménné
x| = x;/a. Systém je rovnéz fiditelny, protoze g, > 0.

ProtoZe fizeny standardni nelinedrni systém je 2. fadu, navrhneme fizeni
(2.12)

w= L K e [0, (2.90)
&>

které zajisti, aby uzavieny systém fizeni byl popsan matematickym modelem

8 +2&w,6, +wye, =0 = e, =¢,

6, +2&,mpe, +wye, =0, e, =x" —x,, e, = x) —Xx,, (2.91)

ky = a)g, ky =28,
kde w, je uhlovy kmitocet netlumenych kmitt, &£, — koeficient pomérného
tlumeni.

Nyni navrhneme tizeni vyuzivajici malé dopravni zpozdéni 4.

Na zéklad¢ druhé rovnice v (2.89a) miizeme psat
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So(x) =%, —gu =
So () = fr. (%) =%, (8 —h) — g, u(t—h). (2.92)

Cas je uveden pouze ve vyrazech obsahujicich malé dopravni zpozdéni 4.

a)
/=860
800

- 6007
x{(f)
[m]

400 ¢

2001

0 20 40 60 4[s] 80
b) 20
vy, = 16 m.s'l_

[m.s”]

0 .
0 7, t

_ T 40 660 1. 80
=20 e 2 5
°) i)
[m.s~]

Dy

0

S NI : ‘ . . . — ]
0t =20 40 160 ;1573 80

Obr. 2.16 Pribehy pozadovanych veli¢in: a) poloha klece, b) rychlost klece,
c) zrychleni klece — ptiklad 2.5
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Po dosazeni (2.92) do (2.90) a uvazovani (2.91) dostaneme

U= L[xgv + ke +kye, —X%,(t—h)+ g, u(t—h)] =
gZe

U= L[x; +wye, +2E,w4e, — %, (t —h) + g, u(t —h)] , (2.93)
g2e
kde g,, je odhad g, (v naSem pfipad¢ je to konstanta, pii simulaci volime
g2 =8&2)-
Schéma systému fizeni je podobné jako na obr. 2.11.

Pozadovany rychlostni diagram na obr. 2.15b je lichobéznikovy. Mezi
pozadovanou polohou x,*, rychlosti x," a zrychlenim %," plati vztahy

t t
x'(t) =[4"(7)dz, 5'(t) =[%"(0)dz, (2.94)
0 0
a proto lze psat (viz obr. 2.16)
0 0<t<i,
2
M tO S Z‘ < tl
2t~ )
x'(¢) = %’"(Zt—to —1) L <t<t,, (2.95)
2
V—’"M+2tz—to—tl L <t<ty
2| -,
Mty =ty + 1, — ) t, <t
0 0<t<t,
Yl ~to) t,<t<t
tl _tO
x'(t)=1<v, L <t<t,, (2.96)
Yully ~1) t, <t<t
t3 t2
0 t, <t
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0 0<t<ty,
. t, <t<t,
X' (1) =<0 t<t<t,, (2.97)
~a, t, <t<t
0 t, <t
Dale plati vztahy
q, =—mn = Ym_ (2.98)
Z‘1 - tO t3 - tZ
t3
[= J.)'clw(t)dt =v,[(t 1) + (1, —1,)]. (2.99)

ty

Nyni jiz miZeme snadno urCit hledané¢ casové useky pro maximalni
rychlost v,, a maximalni zrychleni a,, klece.

Ze vztahil (2.98) a (2.99) dostaneme

q—%:g—gzgn (2.100)

tz—tlzi—(tl—to). (2.101)
vm

Pro simula¢ni ovéfeni navrzeného robustniho fizeni vyuzivajiciho malé
dopravni zpozdéni byly pouzity hodnoty parametri: /=860 m, D =4 m,
Jn=35.103kgm? v,=16ms"', a,=1ms? G=650.10N, G,=150.10° N,
kn=74,6 V.s (Nm.A"), R,=6.103Q, ap=1,07; a; = 750 kg.m.s™!, o> = 50 kg,
to=4s,t1=20s,6,=57,75s,t;="73,75s, wo=2rad.s!, & = 1.

Stejnosmérny motor s konstantnim cizim buzenim ma jmenovité hodnoty
parametr: Py = 3000 kW, Uy=650V, Iy=5000A, ny=77 min’,
My=372,8.10° N.m, 5y = 0,925. (P — vykon, U — napéti, I — proud, n — otacky,
M — moment).

Na zaklad¢ vyse uvedenych hodnot byly vypocteny koeficienty (2.88) pro
G,=150.10° N: J, =300,04.10° kg.m?, a=2m, a,=1,07 s? a, =3,096 s,
a, = 0,67.10°, g, = 41,44.10° s2.V'!, u, =2581 V.

Pocatecni fizeni up bylo vypocteno ze vztahu (2.90) pro ustileny stav
a x,(0)=0,t.
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Uy =0 (2.102)
8o

Jeho ukolem je udrZet zatiZzenou klec na trovni x,(0) =0.

800 -
x, 0

[m]
600 -

400+

200+

80 £[s] 100

0 20 40 60 80 [s] 100

0 20 40 60 80 t[s] 100
Obr. 2.17 Prab&hy stavovych veli¢in: a) poloha klece, b) rychlost klece,
c) zrychleni klece — ptiklad 2.5
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Rizeni (2.93) bylo pouZito pro malé dopravni zpozdéni & = 0,01 s a zatiZeni
klece G, =150.10° N. ProtoZze se v pritbézich objevily oscilace, byly pouZity
filtry. Pro zpozdéné tizeni u(z — h) byl pouzit filtr

1
2.103a
0,55 +1 ( )
a pro vlastni fizeni
! : (2.103b)
0,1s +1

Ziskané priubéhy stavovych veli¢in, tj. polohy x;, rychlosti X, =x,
a zrychleni X, =X, jsou na obr. 2.17. Pribéh robustniho fizeni (2.93) je na obr.
2.18.

Pribéhy se viditeln¢ nezménily i pro prazdnou klec, tj. G, =0. Je tedy
zieymé, Ze fizeni vyuzivajici malé dopravni zpozdéni je vysoce robustni.

Zajimave a sou€asn¢ velmi dilezité je, Ze robustni fizeni (2.93) pracovalo
spravné 1 pi1 zastoupeni malého dopravniho zpoZzdéni 4 proporcionalnim ¢lenem
se setrvacnosti 1. fadu

s 1
e " & . 2.104

hs +1 ( )

600
u(1)
V1 400!

200+

'HO 7 ‘ ) ‘ ) ) ) ) - -
0 20 40 60 80 t[s] 100
Obr. 2.18 Prib¢h fizeni — priklad 2.5
Piiklad 2.6

Pro koncentra¢ni sméSovac¢ (obr. 2.10) z ptikladu 2.2 je tfeba navrhnout
fizeni vyuzivajici malé dopravni zpozdéni a ovéfit jeho robustnost pro zadané
iselné parametry: x"=1m, x, =1,25 kmol.m>, k,=0,02 s, k,, =0,04 s,

5
¢,=1 kmol.m? ¢,=2 kmol.m?, S=1m? a=0,02m?2.s’', x/(0)=0,5m,
x,(0) =1 kmol.m?,
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Reseni:
V piiklad¢ 2.2 bylo navrzeno fizeni (2.34). Protoze jde o béZnou regulaci,
tj. o stabiliza¢ni fizeni, derivace x" neni uvazovana [D, =1 = G, (x) =G(x)]
u=G"'(x)[K,e— f(x)]. (2.105)
Na zéklad¢ rovnice (2.32a) miizeme psat
f(x)=x-G(x)u
a v souladu s (2.78)
FODR fro() = X~ )~ G u(t~h). (2.106)

Z divodu zjednoduSeni zapisu Cas ¢ je uvazovan pouze ve vyrazech
obsahujicich malé dopravni zpozdéni 4.

Konstantni matici G,, zvolime na zdkladé¢ matice (2.32b), napf. pro

x,=x"=1ma x, =1 kmol.m> (z divodu jednoduchosti), tj.

1 1 4|1 -1
G, = = G, = (2.107)
0 1 0 1
Pro fizeni (2.105) s vyuZitim ptiblizné¢ho vztahu (2.106) plati
u=G, K, e—x(t—h)+G, u(t—h)] (2.108a)

a po uvazovani (2.107) a (2.34b)

i || U=k 0 e ] pRE=m L D n@EE L e
U, 0 1 0 kyje Y(t=h)] [0 1]uy(t=h)
7 (2.108) dostaneme
t =iy kg =5y (6= ) 43— B) (1), (2.108c)
U, = kyye, — %, (t —h) +u, (t—h).
Blokoveé schéma tizeni koncentraéniho sméSovace je na obr. 2.19.

Oveéfeni splnéni podminky (2.79) pro vSechny intervalové zmény x,, x,, ¢
a c, je pracné, a proto bude provedeno pouze simulacni ovéfeni.
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Obr. 2.19 Rizeni koncentraéniho sméSovace — piiklad 2.6

Pi1 simulaci byly pouzity ciselné hodnoty parametri uvedené v zadani
piikladu. Protoze v prabézich vystupovaly oscilace, byla u vSech zpozdénych
veliCin pouzita filtrace s Casovymi konstantou 7, = 0.1 s.

Vysledky simulace jsou na obr. 2.20. Z prib&hii koncentrace x, 1 vysky
hladiny x, vyplyva, Ze fizeni je velmi robustni. Téméf shodné vysledky byly
ziskany po zastoupeni malého dopravniho zpozdéni 4 proporcionalnim clenem
se setrvacnou Casovou konstantou 4.
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Obr. 2.20 Koncentra¢ni smésovac
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: a) prubéh vysledné koncentrace x, a vysky

hladiny x,, b) skokové zmény koncentraci ¢, a c,, ¢) prub&hy pratokl u, a u, —

ptiklad 2.6
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2.2.2 Rizeni s vysokym zesilenim

Rizeni na zakladé modelu je velmi obecné. Pokud pozadovany model
uzavien¢ho systému fizeni je linearni, tak pii jeho vhodné volbé muze
minimalizovat 1 kvadraticky ucelovy funkciondl (viz podkapitola 2.1). Proto
dale budeme ptedpokladat, ze pro standardni nelinearni systém [viz (1.1) —

(1.4)]
x = f(x)+G(x)u, x(0) = x,, (2.109)

je tieba navrhnout takové sledovaci fizeni ™, které zajisti, aby uzavieny systém
byl popsan matematickym modelem

ew)—f"(e)=0, £"(0)=0, e(0)=e,, (2.110a)
e=x"—x, (2.110b)

kde struktura funkce f"(e) je stejnd, jako struktura funkce f(x) ve vztahu
(2.109) s jedinym globaln¢ asymptoticky stabilnim rovnovaznym stavem
e=0. (2.111)

Ozna¢me pozadovany agregovany model uzavieného systému fizeni
(2.110) jako

m"(uw)=0, (2.112a)
kde
m"(uw)=e,(u)— f(e). (2.112b)

Pozadovanym agregovanym modelem budeme Casto nazyvat pouze levou
cast rovnice, tj. m".

Je zteymé, Ze plati [viz (2.109), (2.110a) a (2.112)]

x"—f(x)-G(x)u" - f"(e)=0, (2.113a)
ée(u”)
resp.
£ £,(6) - G, (0w’ — £ (e)=0. (2.113b)
é,(u”)

Pro tiditelny standardni nelinearni systém (2.109), tj. pfi existenci inverzni
matice G,'(x), fizeni #” miizeme urdit piimo z (2.113b)

w =G, ()& - £ (@)~ £,(x0)]. (2.114)

Obdrzeli jsme stejné tizeni jako (2.41).
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Zéasadni problém je vtom, Ze pouziti fizeni (2.114) [(2.41)] vyzaduje
znalost pfesného matematického modelu fizeného standardniho nelinearniho
systému (2.109), co v redlnych podminkéch je nesplnitelné. Z tohoto ditvodu pro

ureni Fizeni u” pouZijeme prabézny vypocet vyuzivajici iteraéni metodu
pevného bodu.
Uvazujme pozadovany agregovany model uzavien¢ho systému fizeni
(2.112) a ptipoc¢téme k obéma stranam vyraz Ju, t].
Ju+m"(u)=Ju =
u=u-J"'m"u),
resp.
-1
u,,,=u—J m'(u), k=0.12,...,u,=u(0), (2.115)
kde J je vhodné zvolend regularni ¢tvercova matice fadu m (detJ =0), uo —
pocatecni fizeni.
Za ptedpokladu, ze matice J je vhodné zvolena a ze proménné funkci f,
S, a matice G, se béhem itera¢niho vypoctu méni dostatecné pomalu, feSeni

rekurentni diferen¢ni rovnice (2.115) bude konvergovat k pevnému bodu «”, tj.

lim o, = u*. (2.116)

k—x©

Zvolime-li za matici J

dm” (u)

J(u;) = du

, (2.117)
uzuk

tj. Jacobiovu matici funkce m", obdrzime znidmou Newtonovu-Raphsonovu
iteracni metodu feSeni nelinearnich rovnic. Jacobiovu matici uréime na zakladé
vztahli (2.112b) a (2.113b)

J(u,)=—-G,(x), (2.118)

pak fizeni u”* ziskame v jednom itera¢nim kroku.

V obecném piipadé, pokud matice J nebude Jacobiovou matici, iteracni
proces miiZze byt nekonecny a dokonce muze divergovat.

Ur€ovani tizeni pomoci rekurentni diferencni rovnice (2.115) neni vhodné,
a proto ji zastoupime obycejnou diferencidlni rovnici, tj.
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wz—/u—lmwmk), (2.119)
2
pro A — oo dostaneme
d;‘(f) =Om"[u(r)], @ =-J", u(0)=u,. (2.120)
T
Je zteymé, Ze pro vhodné zvolenou regularni ¢tvercovou matici J plati
lim u(z)=u". (2.121)

Vzhledem k tomu, Ze tfeSeni diferencialni rovnice (2.120) musi probihat
znacné rychleji, nez jsou casové zmény promeénnych u funkci f,, f," a matice
G,, je vhodné zavést dva Casy. SkuteCny Cas ¢ a ,,rychly* cas

=0t f>>1. (2.122)

Pribéh Casu 7 je dan parametrem p, jehoZ velikost je umérna velikosti 4 ve
vztahu (2.120), tj. absolutni velikosti prvkil ¢tvercoveé matice @ .

Vysetiime stabilitu ustdlen¢ho feSeni (2.121) na zaklad€ linearizované
diferencialni rovnice (2.120) za pfedpokladu, Ze vSechny proménné funkci f,,

[, a matice G, jsou konstantni. Linearizaci provedeme v okoli ustalen¢ho

S 4 4 X b
resenl u , tj.

dAd”(T) = AAu(z), Au(t)= u(r)—u", (2.123a)
T
kde [viz (2.118)]
A:%W(u)]:—@(?a(x). (2.123b)
u

Asymptoticka stabilita ustaleného feSeni u* bude zajisténa, budou-li mit
koteny charakteristického mnohoclenu

det(sI — A) = det[s] + OG,(x)] (2.124)
zaporné realné Casti.
Zvolime-li v (2.120)
J=-G,(x), (2.125)

pak matice A bude diagonalni se zapornymi realnymi prvky, tj. kofeny
charakteristického mnohodlenu (2.124) budou zaporné realné. ReSeni
diferencidlni rovnice (2.120) bude asymptoticky stabilni. V obecném ptipad¢ je
tteba vychazet z charakteristického mnohoclenu (2.124).
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Pro prubézné uréovani fizeni wu”(¢) je vhodnéj$i =zastoupit feSeni
diferencialni rovnice (2.120) integraci

w ()= j@rnw[u(r)]dr+u(0), (2.126)

kde pocatecni tizeni u(0) mizeme urcit z ustaleného rovnovazného stavu, napf.
z agregované rovnice (2.113b)

= [.[x(0)] - G,[x(0)]u(0) - £, [e(0)] =0 =

u(0) = G;l[x(O)]{— S [x(0)] - £, [e(0)] }=
_ _G;I[x(O)]{fa[x(O)] + faw[e(o)]}-

Pocatecni fizeni u(0) miZe byt ur€eno velmi hrubég, protozZe tizeni (2.126)

(2.127)

ma integracni charakter. Pfi nevhodném pocate¢nim tizeni u(0) pfii ,,startu je
tteba pocitat s moznymi velkymi a prudkymi zménami vlastniho fizeni 1 dalSich
veliin, co z praktického hlediska mlize byt neptipustné.

Za ptedpokladu, Ze matice @ v (2.126) bude konstantni, mizeme psat

ux(t):@jmw(r)dr+u(0). (2.128)
0

Ve skuteCnosti podminka, aby vSechny proménné funkci f,, f,*, matice
G, a @ byly konstantni, nemiize byt nikdy strikiné splnéna. Mize byt vSak
piiblizn¢ splnéna, bude-li vypocet fizeni u™(¢) probihat podstatné rychleji, nez
jsou Casové zmény promeénnych x(z) a x"(¢). Znamena to, ze vypocet musi

probéhnout beéhem takového c¢asového intervalu, béhem kterého Ize
ptedpokladat

x(1),x"(t) ~ konst . (2.129)

Lze toho dosdhnout vhodnou volbou matice @ a piedevsim dostatecné
vysokou hodnotou ,,zesileni“ A. Vyrazného urychleni lze dosahnout volbou

matice @ blizké k matici — AJ ', tj. AG," [viz vztahy (2.120) a (2.125)]. Je to
dalezité v singularnich piipadech, jako napt. v ptikladu 2.8. Pokud jsou spravné
piifazeny fidici proménné (akéni veliCiny) k odpovidajicim  dil¢im
podsystémim, pak Casto matice @ mulzZe byt konstantni diagonalni, a proto dale
se budeme zabyvat predevsim témito ptipady.

Matematicky model fizeného standardniho nelinearniho systému (2.109)
musi byt znamy alesponl ¢astecné z diivodu volby fadu » (a dil¢ich fadu n;, tj.
relativnich stupnit ;) pozadovaného modelu uzavieného systému fizeni
a vhodné matice @ zajist'ujici stabilitu a rychlost konvergence.
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Velmi diileZité je, Ze jako integrand ve vitahu pro ¥izeni (2.128) vystupuje
pozadovany agregovany model uzavireného systému vizeni (2.112).

Je vhodné vztah (2.128) zapsat ve tvaru

w (t)=06m(t)+u(0), (2.130a)
kde
t
m(z‘)=jmw(f)dr (2.130b)
0
a
m" ()= é,(t) - £, Te(t)], (2.130¢)
kde @ je diagonalni konstantni matice
@ =diag 0,,0,,...,0 1. (2.130d)
Piiklad 2.7

U nelinearniho systému (2.16)
Z,==2Z,+2Z,,
Z, =—sin(z,) +2u

z prikladu 2.1 je tteba pouZit sledovaci fizeni s vysokym zesilenim, které zajisti,
aby uzavieny systém fizeni mél matematicky model (v novych proménnych pro
z=X)

T } (2.131a)

kde

k =}, k, =2&0,, (2.131b)
@, — thlovy kmitocet netlumenych kmitt, &, — koeficient pomérného tlumeni.
Reseni:

Dany nelinedrni systém nema standardni tvar, a proto vyuZijeme dilci
vysledky z ptikladu 2.1.

Po transformaci dany systém ma standardni tvar (2.18), tj.
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T } (2.132a)

Xy = fr(x) + gou,
kde

fr(x)=—x, —sin(x;), g,=2 (2.132b)
a ptivodni proménné jsou dany vztahy (2.19)

z, =X, Zy =X+ X,.

Pro
D,=d! =[0 1]

poZadovany model (2.131) v agregovaném tvaru je
m" =é, +ke +ke, =
m"” =& +2&,m,6, + mge,. (2.132c)

V souladu se vztahem (2.130) fizeni s vysokym zesilenim je

w*(t) =@j('é1 +28,0,6, + @2e,)d T +u(0) = (2.133a)
0
ux(t)=@{él(f)—é1(0)+2é‘owo[el(t)—61(0)]+w§j€1(7)df}+u(0) =
0

w(t) = K{el (t) +Tije1 (r)d7+T,¢ (z)} +u7(0), (2.133b)

10

kde

KP:2@§00)09 leﬁa T, = ! )
), 2500)0 (2133C)

u*(0) = u(0) - G&,(0) — 2&,0,6e, (0).
Vidime, Ze pokud standardni nelinedrni systém je 2. fadu, pak lze pro
sledovaci tizeni s vyhodou pouzit standardni regulator PID.

Pro ovéfeni navrzené¢ho fizeni s vysokym zesilenim (2.133) pouZijeme
sledovani pfechodové charakteristiky linearniho ¢lenu 3. tadu (2.23) z piikladu
2.1 (ptechodova charakteristika je pouzita z dlivodu nulovych pocatecnich
podminek do 2. fadu véetng).

Na obr. 2.21 jsou pro @=10, & =1, @, =1rads’ a u*(0)=0 ukazany
prubéhy x,", x; a u pfi nulové pocatecni podmince x,(0)=0 a na obr. 2.22 tytéz
prubehy pro po€atecni podminku x,(0)=0,5.
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Je zteyjmé, Ze navrZené sledovaci fizeni je velmi kvalitni. Pribéhy na obr.
2.21 a 2.22 byly ziskdny pro ® =10, ale jiz pro & > 2 je fizeni piijatelné.

Je tfeba si uvédomit, zZe navrZzené robustni fizeni s vysokym zesilenim
pracuje bez znalosti modelu fizeného nelinearniho systému. V podstaté vyuziva
pouze znalost jeho fadu.

Zajimavé je porovnani vysledkl prikladt 2.1,2.4 a 2.7.

1.4

1.2+
"'1“) | /

u(t)

1'1 ~ :_\.11'

0.8+

0.6 -

0.4t

u

0,2+

0 5 10 15 20 25 __30

t[s]
Obr. 2.21 Sledovani zadané pfechodové charakteristiky
pro x,(0) =0 — priklad 2.7
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2
x, (@ ]
u(t) |
1
x1(0) = 0,59
X1
0 1 1 1 1 1
0 xW 5 10 15 20 25 30
: t[s]
Obr. 2.22 Sledovani zadané ptechodové charakteristiky
pro x,(0)=0,5 —ptiklad 2.7
Piiklad 2.8
Pro standardni nelinearni systém
X =Xy, x,(0),
X, = Xa, x,(0),
2 2(0) (2.134)

Xy =xx, +3xu,  x;(0),

y=Xx

je treba navrhnout fizeni s vysokym zesilenim, které zajisti, aby vystupni

veli¢ina y = x; sledovala sinusoidalni prubéh
w(t) = x"(t) =sin( o).

ReSeni:

(2.135)

Standardni nelinearni systém (2.134) je 3. fadu, a proto zakladni agregacni

matice ma tvar
D, =d"=[0 0 1]

a agregovany nelinedrni systém (2.134) tedy je
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Xy = f3(x0)+ g5 (x)u, (2.136a)
kde
fi(x)=xx,,  g(x)=3x,. (2.136b)
Standardni nelinearni systém (2.134) je fiditelny pro
g:(x)=3x,#0 = x,#0. (2.137)

PoZadovany matematicky model uzavieného systému fizeni navrhneme ve
tvaru (mezni aperiodicky prab¢h)

é =e,,
é, =e, (2.138a)
e, =—ke, —k,e, —k;e;,

kde
k=a), k,=3a&;, k,=3w, . (2.138b)

Agregovany pozadovany model je

m" =é, + ke, +ke, +ke =
m" =& + ke + ke +ke,. (2.139)

Na zéklad¢ vztahti (2.130a,b) mizeme psat

u (t)= @Jt'mw(r)dr +u(0) =
0

= @{él (1) —&,(0) + ks[€,(1) — &, (0)] + ky[e, (1) — €, (0)] + kljel(f)df}"‘ u(0) =

t
w(t) = Oé, + ke, + kye, + k[, d ] +u"(0),
0
resp.
t
w(t) = Oley + kye, + kye, + k[ e dr]+u”(0).
0

Za predpokladu, ze k dispozici neni zadnd derivace sledovaného pribéhu
w(t) =x"(¢) [viz (2.135)], fizeni s vysokym zesilenim bude mit vysledny tvar
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uxn=@qu@yh+kf¢g—kggg—%an+uxm. (2.140)
0

Podminka fiditelnosti (2.137) zplisobuje singularitu spocivajici ve zmené
znaménka u fizeni (2.140) pi1 pfechodu x,(#) =0. Zvolime-1i @ konstantni, pak
fizeni (2.140) pracuje dobie pouze pro x,(¢)>0. Pro x,(¢) <0 systém fizeni je
nestabilni.

Zvolime-li @=-AJ"", §j. ® =A/x,, pak Fizeni (2.140) spolehlivé pracuje
pro libovolnou pocatecni podminku x,(0) =0, pouze je tieba omezit velikost
fizeni pro ‘xl (O)‘ <<1.

Je zfeymé, Ze ma-li vystupni veliCina y =x, sledovat sinusoidalni prabch

w=x" (2.135), musi byt dynamika systému fizeni (2.138) dostatecn¢ rychla
vzhledem k thlovému kmitoctu w, tj. o, >> o.

Vysledky simulace pro @, =1 rad.s”', ®=0,05 rad.s'a «*(0)=0 jsou pro
x,(0)=0,5 na obr. 2.23a pro x,(0)=-0,5 na obr. 2.24. V obou pfipadech

0-10 (2.141)

X
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b)

1> (1)

0,5

0 20 40 60 80 100 120
t[s]
Obr. 2.23 Sledovani sinusoidalniho pribéhu pro x,(0)=0,5: a) pribé¢hy w=x,"
a y =x,, b) pribéh fizeni — ptiklad 2.8
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b)

u* (1)

0.5

0 20 40 60 80 100 120

Obr. 2.24 Sledovani sinusoidalniho prib&hu pro x,(0) =-0,5: a) pribéhy w=x,"
a y =x,, b) prabéh fizeni — ptiklad 2.8
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Priklad 2.9

Pro koncentra¢ni sméSovac (obr. 2.10) z ptikladu 2.2 je tfeba navrhnout
fizeni s vysokym zesilenim a ovéfit ho pro ¢iselné hodnoty parametra z ptikladu
2.6 a skokové zmény koncentraci ¢, a c,.

ResSeni:
PoZadovany model navrzené¢ho uzavien¢ho systému ftizeni predpoklddame
ve tvaru (agregovany model je shodny s celkovym modelem)

é +ke =0 _ Y
. e+Ke=0=> m"=¢+Ke, (2.142a)
é, +kye, =0
kde [viz také (2.34b)]
—ky, 0 S
-K, =K = , e,=¢. (2.142b)
0 -k,

V souladu se vztahem (2.128) fizeni s vysokym zesilenim je dano
wi(t)= @jmw(r) dz+u(0)= @j[é(r) + K e(r)]d 7+ u(0). (2.143)
0 0
Pro konstantni diagondlni matici @ miZeme psat
w(t)=0le(t)+K, je(r) dz]+u(0)-0@e(0),
0
resp. ve slozkovém vyjadieni

U ()= O,ley (D) + k[ &, (0 d ] +14,(0) — By, (0),
‘ (2.144)

u, (t) = O,e, (1) + kzzjez ()dz]+u,(0) - 0,e,(0).
0

Vidime, Ze fizeni s vysokym zesilenim vede na decentralizované fizeni
s konven¢nimi regulatory PI.

Pii simulaci byly uvaZovany stejné hodnoty parametri koncentra¢niho
sméSovace a stejné zmény koncentraci ¢, a ¢, zdivodu moZnosti porovnat
vysledky na obr. 2.25 s vysledky na obr. 2.20 z ptikladu 2.6.

Pii simulaci se zjednodusené piedpokladalo, ze u(0)=0, e(0)=0
a O, =0, =2. Pti1 vysSich hodnotach zesileni ®, a ©, kvalita fizeni byla rovnéz
VySSi.
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Ze srovnani vysledkli simulace z piikladi 2.6 a 2.9 vyplyva, Ze v obou
ptipadech je fizeni kvalitni a vysoce robustni. Vyhodou fizeni s vysokym
zesilenim je mozZnost pouziti konvencnich reguléatori.

a) 1.5
50

[ktnol.m'3] x

________
-
-
-
-

1
xl(I) P .
[m] . X

05r¢

0 50 100 150 200 250

b) 25

(9]

e ) v
[kmol.m'SJ

1,5¢

e, 1
[kmol.m's]
0,5}

0 50 100 150 200 250

0 50 100 150 200 250
ts]

Obr. 2.25 Koncentracni sméSovac: a) pribéh vysledné koncentrace x, a vysSky
hladiny x,, b) skokové zmény koncentraci ¢, a c,, ¢) prib&hy pratokl u, a u, —
priklad 2.9
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(2.145a)

(2.145b)

(2.146)

Priklad 2.10
Je tfeba navrhnout fizeni s vysokym zesilenim pro standardni nelinearni

systém

X = Xy, x;(0),

Xy =X X, X5 — X, + Uy + Uy, x,(0),

Xy = —x; + (14 X3 )y, x;(0),

Y= X }

Yo = X3,
jehoz cilem je sledovat zadané sinusoidalni priabé&hy

W, = a;sin( 1),

w, = a, sin( w,t), }

kde a,a a, jsou amplitudy, @ a @, — thlové kmitocty.
ReSeni:
Pro nelinearni systém (2.145) plati:
y=ll" x=[x,x,x51, u=[u,u,,

T
f(x) = [xzax1x2x3 — X, ,—x3] s

0 0
G(x)=|1 |,
0 l+x;

t.nm=2,n=1,n=n+n,=3, m=2.

Pro zakladni agregacni matici [viz (1.13)]

010
D, =
{001}

dostaneme

(2.147)
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T
x,=D x=[x,,x;],

a
9

3

fa(x)=Daf(x)={

1 1
G,(x)=D,G(x)= {O }

2
1+ x5

Protoze

1
detGa(x):‘O =1+x#20 =

2
1+ x5

standardni nelinearni systém (2.145) je (pIn¢) fiditelny.

Pozadovany matematicky model uzavien¢ho systému fizeni zvolime
linearni

€ =6,
é, =—ke —kye,, (2.148)
éy = —kes,
tj.
e—Ke=0 = f(e)=Ke, (2.149a)
0 1 {0
K, 0 :
K = =|-k -k, 0 |, (2.149Db)
0 0 -k
kde
b=l k=200, k= (2.149¢)

3

@, je uhlovy kmitocet netlumenych kmiti, &£, — koeficient pomérného tlumeni,
T, — asova konstanta.

Agregovany pozadovany model tedy je
m'=¢,—f"(e)=¢,+K_e, (2.150a)

—k -k, 0}

2.150b
0 0 -k ( )

éa :Daé:[é2’é3]T’ _Ka :DaK:{

Robustni fizeni s vysokym zesilenim v souladu se vztahem (2.130) je
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uw(t)= @jmw(r)dr +u(0) = @j(e'a + K e)d7 +u(0), (2.151)
0 0

O = diag 6,,0,].

Jeho sloZzkové vyjadteni pro prvni slozku mé tvar

t
u; (1) :@lj(e'2 +k,e, +ke)dr+u (0)=
0

= @1{é1(t)_é1(0)+k2[el(t)_61(0)]+k1jel(7)d7}+”1(o)a
0

t

u ()= Kpl{e1 1)+ Tij.el (r)dr+T,€ (l‘)} +u; (0), (2.152a)

no
kde

2 1

Kp =250,0,, T}, :i» Ipy = - (2.152b)
Wy 28w,

u; (0) =1,(0) - 66,(0) —25,0,0,¢, (0) . (2.152¢)

Podobné¢ pro druhou slozku tizeni mizeme psat

t
us (1) :@2J'(é3 +kye;)d7+u,(0) =
0

= @2{%(0_63(0)"'](3]‘63(7)(17}‘H/‘z(o),
0

u;(z‘):KPZ{eS(t)+TLje3(T)dz}+u;(O), (2.153a)
120

Kp=0,, 1), =1;, (2.153b)
u; (0) =u,(0)—O,e;(0). (2.153¢)

Vidime, Ze robustni fizeni s vysokym zesilenim v tomto ptipad€¢ vede na
konvencni algoritmy regulace PID a PI.

Na obr. 2.26a jsou ukazany zadané sinusoidalni prabéhy w, =x," a w, = x;’
(Cerveng) a prubéhy y, =x, (modfe) a y, =x; (Cerng) ziskané pro hodnoty:
u (0)=u5(0)=0, a =a,=1, o =0lrads’, , =02rads’, K, =40,
T,,=05s, T, =025s (6 =10,& =1, w,=2rads"), K,,=40, T,,=0,5s
(©,=40, T, =0,55s).
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Z obr. 2.26a je ziejmé, Ze sledovani zadanych sinusoidéalnich pribéht je
pomérné dobré. Mize byt podstatné zlepSeno zvySenim hodnot ®, a 6,, tj.
zesileni K, a Kp,.

Odpovidajici prib&hy fidicich veli¢in u, (modie) a u, (Cerné) jsou na obr.
2.26b. Pocateni pribé¢hy jsou kmitavé a jsou zplsobeny neuvazovanim
pocatecnich fizeni u; (0) a u5(0).

Lissajoustiv obrazec pro uhlové kmitoCty w, =2@m, zadané w;, w,
(Cervené) a ziskané y,, y, (modie) pribéhy jsou na obr. 2.27.

a)

V=W
1 1

0 20 40 60 80 100

0 20 40 60 80 100

Obr. 2.26 Sledovani zadanych sinusoidalnich pribéhii: a) zadané w;(z) = x;" (¢),

w,(¢) =x; (¢) aziskané y,(¢) = x,(¢), y,(¢) = x;(¢) prubchy, b) odpovidajici
prubéhy fizeni u,(¢) a u,(¢) — priklad 2.10
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wy (w))

y,01)

Obr. 2.27 Lissajoustiv obrazec pro thlové kmitocty @, =2, — piiklad 2.10

2.2.3 Rizeni v klouzavém rezimu 1

Rizeni s vysokym zesilenim je velmi robustni, ale sou¢asné¢ ma i1 nékteré
nepiijemné vlastnosti. Nepfedpokldda se omezeni fidicich proménnych, co
v realnych systémech neplati.

Uvazujme vztahy (2.126), (2.120), (2.125) a pak robustni fizeni s vysokym
zesilenim je [viz také (2.130)]

u(t) = AG, ' m(t) + u(0), (2.154a)
m(t)=jmw(r)df. (2.154Db)
0

Neékteré problémy lze feSit nekoneéné vysokou hodnotou A — o0
a omezenim fidicich proménnych, tj. pro kazdou slozku fizeni uj plati [je

uvazovano pouze symetrické omezeni (obr. 2.28)]

m
u; mj>0

u;(t)=+0 m; =0, u}>0. (2.155)
—uj m; <0

Vztah (2.155) mizeme pomoci znaménkové funkce sign zapsat ve tvaru
(obr. 2.28)

u; () =u] sign(m;)+u;(0), (2.156a)
kde
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1 m; >0
sign(m;) =<0 m; =0, (2.156b)
-1 m; <0
resp.
u’ (t) = G,'Usign[m(t)] + u(0), (2.157a)
t
m(t):_[mw(z')dr, (2.157b)
0
U =diag[ u",uy',...,u ], (2.157¢)
sign (m) = [sign( m, ), sign( m, ),...,sign(m,)]" . (2.157d)

Jak je ukazano v oddile 2.2.4, jde o integracni klouzavé iizeni.

Alesponi piibliznd znalost inverzni matice G,' je vzdy zadouci. P
spravném pftifazeni fidicich proménnych odpovidajicim dil¢im podsystémiim,
1ze Casto predpokladat, Ze je diagonalni a hodnoty jejich diagonalnich prvki jsou
pak uvazovany v hodnotéach u;".

Pocate¢ni tizeni u(0) budeme Casto z diivodu zjednoduSeni povazovat za
nulové (i kdyZ se to projevi pocatecnimi rychlymi a nepfijemnymi zménami
fizent).

Obr. 2.28 Pfechod od fizeni s vysokym zesilenim u ke klouzavému fizeni u

Obdrzen¢ tizeni (2.157) pracuje v tzv. klouzavém reZimu (médu) a proto
ho budeme nazyvat Fizenim v klouzavém reZimu nebo zjednodusené klouzavym
Fizenim. Zajistuje, ze vSechny trajektorie smétuji ke klouzavé (prepinaci) plose
(kffivce)
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m=0 (2.158)
a zustanou na ni (klouzaji po ni), tj. [viz (2.154) a (2.110)]
m=m"=0=>m"=¢,— f"(e)=0. (2.159)

Vidime, ze dané fizeni realizuje pozadovany model uzavien¢ho systému
tfizeni. Pohyb se zastavi pro ¢t — oo v rovnovazném stavu [viz (2.40b)]

e(0)=0. (2.160)
m>0
e(0)=0
m<0
m=0
(m" =0)

Obr. 2.29 Geometricka interpretace klouzavého tizeni

Pro jednorozmérovy ptipad geometricka interpretace je na obr. 2.29.

Je zfeymé, Ze aby vSechny trajektorie sméfovaly ke kiivce m =0, musi
platit

m>0 = m<0,
m<0 = m>0.

Tyto podminky miizeme zapsat ve tvaru jediné podminky

m-m<0. (2.161)
Podminku (2.161) lze vyjadiit v ekvivalentnim tvaru

1d .20 (2.162)

2dt

Protoze plati
2

2
m :‘m

b

1ze ‘m‘ (m=#0) povazovat za ,,vzdalenost od m =0, proto podminka (2.162)

vyjadiuje tu skutec¢nost, Ze pro rostouci ¢as se m zmensuje, tj. blizi se k 0, tj. ke
klouzavé¢ kiivce, viz (2.158).

Tyto tvahy mohou byt pfimo rozsifeny i na mnohorozmérovy ptipad, tj.
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V:li(me):me:meW<0, (2.163)
2 d¢
kde vyraz
V:%me (2.164)

muZe byt povazovan za Ljapunovovu funkci.

Nespojita funkce sign z divodu velmi rychlého (teoreticky nekonecné
rychlého) ptepinani z jedné krajni hodnoty na druhou krajni hodnotu (chattering)
je nejcastéji nahrazovana spojitymi aproximacemi (obr. 2.30):

a) nehladka aproximace

mj m.
— pro —<1
) & E .
sat| 4 |={ o (2.165)
sign | —= pro |—|>1
g, E;
J J
b) hladka aproximace
m. —q! ’Zf
tgh[—JJ: i a=e (2.166)
g a+a
c) hladka aproximace
. m;
a51gn(mj,gj):‘—] (2.167)

>
v,
kde sat je funkce nasyceni, ¢, — malé kladné ¢islo.

Vsechny uvedene aproximace maji pro m; =0 spolecnou tec¢nu se sklonem
1/&, (obr. 2.30) a plati pro n&
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m. n;
el
g/—>ol: gj £;,—0 Sj (2.168)

= gljrilo[asigrl( mj,gj)]: sign( m; ).

1

. . | . .
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Obr. 2.30 Spojité aproximace nespojité funkce sign:

1 - sign(m,), 2 - tgh[—’j, 3 - asign(m,,¢;),4 — sat[—’}
<.

J €
Priklad 2.11
Pro nelinearni systém
i=x0—x +2u (2.169)

je tteba navrhnout klouzavé tizeni, které zajisti pozadovany model uzavieného
systému fizeni

é+ae=0, a>0, (2.170a)
tj.
m" =é+ae. (2.170Db)
Reseni:
Je zieymé, Zze nelinearni systém (2.169) je standardni a fiditelny
(n=m=1),t.
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x = f(x)+gu,
; (2.171)
fx)=x"—4/|x|, g=2.
V souladu se vztahem (2.157) mizeme psat
=Ly sign(m), g =2, (2.172a)
g
kde
t t
mz_fmwdf:j(é+ae)dr. (2.172b)
0 0

Klouzavéa (ptepinaci) kiivka ve stavové rovin€ (e,é) je dana vztahem
(2.158), viz téz obr. 2.29. Protoze plati

t
m(t)=0,t. [m"(r)dr=0 pro >0 =
0

() =m"()=0 pro ¢>0. (2.173)

Vidime, Ze piepinani a nasledné ,klouzani* nastdva v souladu
s poZzadovanym modelem (2.170), viz obr. 2.31.

A

é

é+ae=0

Obr. 2.31 Geometricka interpretace klouzavé (piepinaci) kiivky
— priklad 2.11

Pro simulaci byla zvolena hodnota a=1 a funkce sign(m) byla
aproximovana funkci nasyceni sat(m/g) pro rizné hodnoty malého kladného

Cisla ¢. Hodnota (amplituda) nasyceni fizeni u™ =1,5 byla uréena

experimentalné s ohledem na predpoklddané maximalni hodnoty x".
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Na obr. 2.32a a 2.33a jsou odezvy uzaviené¢ho systému fizeni na
jednotkovy skok (jde o stabilizacni fizeni)

() =n(t) (2.174)

a odpovidajici pribéhy fizeni u* jsou na obr. 2.32b a 2.33b, kde 7(¢) je
jednotkova Heavisideova funkce.

a)

x\l'

x"(?) |

x(@) | | £ =1/100

t[s]

b) 08

0.6
u sl 0

0.4

0,2

0 Il 8 12 16 20

Obr. 2.32 Stabilizaéni fizeni pro & =1/100 — priib&h: a) stavu x, b) fizeni u* —
priklad 2.11
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& =1/1700

0 4 8 12 16 20

Obr. 2.33 Stabilizaéni fizeni pro & =1/1700 — priibéh: a) stavu x, b) fizeni u* —
ptiklad 2.11

Obr. 2.32 ukazuje vysledky simulace pro ¢ =1/100. Vidime, Ze klouzavé

fizeni nenastalo a ze v podstaté jde o fizeni s vysokym zesilenim a omezenim.
Rizeni dokonce omezeni (nasyceni) nedosahlo a jeho priibéh je vyhovujici.

Pro &£ =1/1700 klouzavy rezim jiz vystupuje (obr. 2.33).

Vidime, Ze klouzavé tizeni se dostane pfirozenou cestou z fizeni s vysokym
zesilenim zvySovanim zesileni a omezenim vystupu.

Ze srovnani fizeni u* na obr. 2.32b a 2.33b vyplyva, Ze v tomto piipadé

fizeni s vysokym zesilenim je pro praxi vyhodné&jsi, protoze je také vysoce
robustni, ale nenici akéni orgén jeho vysokou aktivitou pii prepinani.
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Pribchy stavové trajektorie pro a =1, e(0)=1 a rizné hodnoty & jsou na
obr. 2.34 (porovnej s obr. 2.31). Pro velmi nizké hodnoty & v klouzavém rezimu
prabeh stavové trajektorie je velmi nepiehledny. V klouzavém rezimu doba
dosazeni klouzavé kiivky je konecna.

Sledovani sinusoidalniho signalu
x"(t) = sin(0,5¢) (2.175)

je na obr. 2.35 a 2.36. Obr. 2.35a a 2.36a ukazuji, Zze klouzavé fizeni v tomto
ptipadé je vyrazné méné kvalitni. TotéZ se tyka i prib&hi fizeni u*' na obr.
2.35b a2.36b.

é L
e(o0) =0 e(0)=1
0
a=1
04 &= 1/10
£=1/100
08!
£=1/1000]

1.2 ik

0 0.2 04 06 0.8 181,2

Obr. 2.34 Priubéhy stavove trajektorie pro riizné hodnoty & — piiklad 2.11
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x(2) = x™(¢)

£=1/100

0 4 8 12 16 20
t[s]

b)

u 'sg(!) _

0.4

o 4 8 12 16 10

Obr. 2.35 Sledovaci fizeni pro & =1/100 — pribéh: a) stavu x, b) fizeniu*' —
ptiklad 2.11
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x“'

1 X

£ =1/1700 P

b)
1.5

y .sf(r)

o 4 8 12 16 20

Obr. 2.36 Sledovaci fizeni pro & =1/1700 — pribéh: a) stavu x, b) Fizeniu* —
ptiklad 2.11

Vznik fizeni v klouzavém rezimu zavisi na kroku feSeni, pouzité metod¢
feSeni diferencidlnich rovnic a realizaci funkce sign.

A

v

Obr. 2.37 Reléovy Clen s hysterezi realizujici realnou funkci sign — ptiklad 2.11
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x(1) = x"(1)

b)
1.5

u.sf(r)

0 4 8 12 16 20
t[s]
Obr. 2.38 Klouzavé tizeni pti pouziti reléového €lenu s hysterezi pro a =0
a 0,01: a) prabéh stavu x, b) pribéh klouzavého fizeni u*’ — piiklad 2.11

Obr. 2.38 ukazuje pribéh stavu x a fizeni u*' pfi pouziti reléového &lenu
s hysterezi pro u,, =1,5; a=0 a a=0,01. Pro oba pfipady se priib&hy pii daném
rozliSeni shoduji. Detail pritbéhu stavu pro @ =0,01 je na obr. 2.39.
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0,5

(5 0.4 |
x() 0,3 ¢
02}

0.1

0 | 0:2 | 0;4 | 0,I6 | 0;8 | 1
' t[s]
Obr. 3.39 Detail pritbéhu stavu x (modie) pro a = 0,01 — ptiklad 2.11

Vyuzijeme nyni Ljapunovovu funkci (2.164) k odhadu hodnot u7'.

Aby uzavieny systém fizeni s klouzavym fizenim byl stabilni, pak musi
platit [viz (2.163)]

V=m"m" <0,

t].
V=m'le,~ f(@]=m"[x; - f,(x)~G,(x)u—f,"(e)]<0.
xa
éa
Pro [viz (2.155)]
u=G, (x)u* (2.176)
dostaneme

V=Sl £y (0) ~u; = £ @)<0.

OznaCme

5= £y ()= £ (e) < z; <ulf 2.177)

a dostaneme
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Ms

m(z; —u; <0 = m, iz, —u; <0,

J

tj. dostatecnou podminkou zipornosti sumy scitancii je zapornost kazdého
sCitance.

Protoze z; >0, nejmené piiznivy pfipad je

)l <mut = ul N ).
m;
Plati
sign(mj)zﬁzw, (2.178)
\,-\ M

a proto v souladu se vztahy (2.157), (2.176) a (2.177) miizeme psat
u; =u} sign(m;),

resp.
=G, (x)Usign(m), (2.179a)
kde
sign(m) = [sign( m, ),sign( m, ),...,sign(m,)]" . (2.179b)
U = diag{ u" ,ul,...,u"1". (2.179¢)

Ze vztahu (2.177) je ziejmé, ze u} zavisi na x” a x (pfipadn€ i), ale
z divodu jednoduchosti se voli nej éastéjl konstantni.

V konkrétnich ptipadech z diivodu nepfijemné vysoké aktivity fizeni, tj.
pfepinani, je nespojita funkce sign nahrazovana reléovym c¢lenem s hysterezi
(obr. 2.37), ptipadné jejimi spojitymi ndhradami (2.165) — (2.167).

Priklad 2.12

Pro transformovany nelinearni systém (2.132a,b) z ptikladu 2.7 je tteba
navrhnout klouzavé fizeni zajiStujici poZadovany model systému fizeni
(2.132c¢).

ResSeni:

Klouzavé tizeni ziskdme z fizeni s vysokym zesilenim jeho zvySenim na
o . Proto miizeme vyuzit fizeni (2.133) ve tvaru algoritmu PID z ptikladu 2.7.
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Zesileni K, ve vztahu (2.133) zastoupime v souladu se vztahem (2.179)
funkeci sign a dostaneme

t
u'l(t) = Lu’" sign {el () + ljel (r)dz +Tpe (t)} +u”(0), (2.180a)
&2 ;%
kde
g, =2, T1:2—§°,TD= 1 , & =1, wy=1rad.s™". (2.180b)
Wy 28w,

Hodnota ™ =1,3 byla uréena experimentaln¢.

2) X = xI‘“
1 L
0
xl(f)
0 5 10 15 20 25 30
t[s]
b)
1.5
u.sf(r)

0 5 10 15 20 25 30

Obr. 2.40 Sledovani piechodové charakteristiky x,": a) pribéh stavu x,,

b) priibéh klouzavého fizeni u* — ptiklad 2.12
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Pro ovéteni klouzavého fizeni (2.180) bylo pouzito sledovani ptfechodové
charakteristiky linearniho Clenu 3. fadu (2.23) zpfikladu 2.1 pii nulovych
pocate¢nich podminkach. Funkce sign byla realizovdna reléovym ¢lenem (obr.

2.37) pro a=0. Vysledky simulace pro #*(0)=0 jsou na obr. 2.40 (srovnej
s obr. 2.21).

Je zteyjmé, Ze klouzavé ftizeni (2.180) zajiStuje kvalitni sledovani (obr.
2.40a), ale pribéh klouzavého ftizeni (obr. 2.40b) ukazuje na jeho vysokou
aktivitu, ktera mtize byt v konkrétnich ptipadech neptipustna.

xl(f)

b)
L5}

u.sf(r) |

-1.5

Obr. 2.41 Sledovani sinusoidalniho pribéhu x;" — cervené: a) prubeh stavu

x, — modfe, b) priibéh klouzavého fizeni u* — p¥iklad 2.12

Na obr. 2.41 je uk4zéano sledovéni sinusoidalniho pribéhu
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x'(t)=asin(at), a=1, o=1rad.s”. (2.181)

Na obr. 2.41a vidime, ze sledovani zacCina byt kvalitni pfiblizné¢ po

pulperiodé¢, tj. po Case xs. Zajimavy je pocatecni prubéh klouzavého tizeni na

obr. 2.41b. Nejdfive je pouzita maximalni hodnota ™ =1,3 a pak po kratkém
Case nastane klouzavy rezim.

Piiklad 2.13

U nelinearniho systému (2.145) z ptikladu 2.10 je tieba pouzit klouzavé
fizeni, které zajisti sledovani sinusoidalnich prabéht (2.146).
Reseni:

ProtozZe fizeni s vysokym zesilenim za¢ne pracovat v klouzavém rezimu
pro nekone¢né vysoké zesileni, proto miiZzeme pouzit pfimo fizeni (2.152)
a (2.153) zprikladu 2.10, kde zesileni K, a K,, u algoritmi PID a PI
zastoupime funkeci sign, tj.

t

ul' (t) = u" sign {el (1) + TLIeI (r)d7+Tpé (t)} +u; (0) (2.182a)
no

Tfﬁ,Tm: ! ; (2.182Db)

@, 28,0,

t

us! (1) = ul' sign {63 1)+ TLJ‘% (r)dr} +u,(0), (2.183a)
120

T, =T,. (2.183Db)

Pti simulaci funkce sign byly zastoupeny reléovymi Cleny (obr. 2.37) pro
a,=a, =0 a byly pouzity hodnoty parametri: @, =0,1 rad.s”, @, =0,2 rad.s’,

& =1, w,=2rads!, T;,=T,,=T,=0,5 s, u;(0)=u,(0)=0.
Nasyceni u;" =u; =1,2 byla urena experimentalné.

Vysledky simulace jsou na obr. 2.42. Rovnéz v tomto ptipad¢ sledovani
obou sinusoidalnich prabéha je kvalitni (obr. 2.42a).
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a)

Y =W

b
) 1.5

u'fj(f)

ufj ()

-1.5

0 50 i[s] 100

Obr. 2.42 Sledovani sinusoidalnich pribéhtt w, a w,: a) pribéhy y, = x,

a y, = x,, b) pribéhy klouzavych fizeni u" a uj' — piiklad 2.13

Jak jiz bylo tfe€eno, klouzavé fizeni vznikne z fizeni s vysokym zesilenim
uvazovanim omezeni a maximalnim zvySenim zesileni. Pro nekonecné vysoké
zesileni a omezeni se obdrzi nespojitd funkce sign a pro konecné zesileni
a omezeni se obdrzi spojita funkce sat.

N¢ékdy je vyhodné pouzit hladkou funkci asign nebo tgh.

Vizdy je tteba zvazit, zda pouzit fizeni s vysokym zesilenim nebo fizeni
pracujici v klouzavém rezimu, viz ptiklad 2.11.

Rizeni s vysokym zesilenim a fizeni pracujici v klouzavém rezimu jsou
velmi robustni. V podstaté efektivné pracuji s téméf nezndmym fizenym
systémem. Patii mezi metody fizeni zndmé jako ,,model-free control (fizeni bez
znalosti modelu). I tyto metody vétSinou vyzaduji znalost dil¢ich rada n,, tj.
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relativnich stupiti r; (protoZe pracujeme se standardnimi systemy n, =r;, viz
podkapitola 1.4).

Znalost dilCich fadi n; (relativnich stupiii 7;) je velmi dulezita, protoze
pokud dil¢i fad skute¢neho podsystému n; (r;) je vyssi nez dil¢i fad n; (r;)
modelu, pak mohou nastat problémy se zajisténim stability uzaviené¢ho systému
fizeni, viz piiklad 2.14. Proto je velmi dilezite, aby dil¢i fady n; (dil¢i relativni

stupné ;) byly urCeny, pokud je to mozné, piesné.

Priklad 2.14
Pro linearni systém (regulovanou soustavu) s pfenosem
_Y(s) k,
U(s) T02S2 +2&,Tys +1

Gy (5) (2.184)

je tfeba navrhnout stabilizacni fizeni s vysokym zesilenim a fizeni pracujici
v klouzavém rezimu, které zajisti pozadovany model navrzeného systému fizeni
(regulacniho obvodu) ve tvaru ptenosu

Y (s) 1
W(s) T2s*+2&T,s+1°

G,, (s) (2.185)

kde Y a Y, jsou obrazy vystupnich veli¢in y a y,, U — obraz fidici (akeéni)
veli¢iny u, W — obraz zadané veli€éiny w, T, a T, — Casové konstanty, &, a &
— koeficienty pomérného tlumeni, k; — koeficient pfenosu.

Rizeny linearni systém (2.184) predstavuje napf. jednoduchy mechanicky
systétm (hmotnost — tlumi¢ — pruzina) a vystupuje ve vSech mechanickych
systémech jako zakladni linearni model.

Parametry linedrniho systému a poZadovan¢ho modelu: 7, =2s, T =1s,
& e[01], &, =1/2=0,707, k =1.

Navrzené tizeni musi zajistit poZadovany model (2.185) pii zménach
koeficientu pomérného tlumeni &, a pfi uvaZovani parazitni (nemodelované)
dynamiky popsané prenosem

1
Ts+1

(2.186)

kde 7, je Casova konstanta (7; =1s).

Reseni:
Mezni piechodové charakteristiky ftizené¢ho systému (2.184) bez a
s parazitni dynamikou (2.186) jsou na obr. 2.43.
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»(0)
2,0 |

Obr. 2.43 Piechodové charakteristiky fizené¢ho systému a poZadovaného modelu
uzavieného systému fizeni (Cervené) y, — piiklad 2.14

Na obr. 2.43 je také ukazana ptfechodova charakteristika pozadovaného
uzavieného systému fizeni y,, (Cervent).

Ptenos linearniho fizeného systému (2.184) vyjadiime stavovée

X, =X,

xzz—%xl—%x2+k—12u, (2.187)
I Ty 1y

y=Xx.

Podobné stavové vyjadiime 1 pfenos pozadovaného modelu (2.185)

X, =Xy,
: 1 28 1
X, =——x, ——2x, +—W, > 2.188
2 va 1 TW 2 va ( )
Y, =X
Agregovany poZzadovany model dostaneme z (2.188), tj.
mwz—)'cz—zTixz+Lzel, e =w-—x, (2.189a)
resp.
w_ w26, 1
m ——xl—T—wxl+T—jel. (2.189b)

Rizeni s vysokym zesilenim v souladu se vztahem (2.130) je
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u (t)= @jmw(z')dr +u(0) =

L 1
@g ——le Tw —eldr+u(0)=
@{ 1(0) - 'xl(t)+ 28, *[x,(0)— x1(t)]+T2Jel(T)dT}+u(O)a
w w 0
tj.
ux(t)zKP(—xl+ij‘e1dr—TD5clj+ux(O), (2.190a)
T;%
kde
KP:2@%, T, =2¢& = d ,
" " (2.190b)

u (0)= u(0)+@{xl(0)+ 25, xl(O)}

W

Vidime, Ze fizeni s vysokym zesilenim (2.190) je podobné algoritmu
regulace PID.

Pribéhy vystupni veli¢iny y pro @=100, &, <[0,1] a 7, =0 [tj. neni
uvazovana parazitni dynamika (2.186)] jsou na obr. 2.44a a prib&hy fizeni
s vysokym zesilenim #* pro mezni hodnoty koeficientu pomérného tlumeni
&, =0 a 1 jsou na obr. 2.44b. Pocatecni fizeni »”(0) neni uvazovano.

Je zteymé, Ze navrzené fizeni je velmi robustni.

Klouzavé fizeni se formaln¢ dostane z fizeni s vysokym zesilenim (2.190)
zastoupenim zesilenim K, funkci sign (pouZijeme reléovy ¢len na obr. 2.37 pro

a=0) a uvazovanim omezeni u” =4 (uréeno experimentalng), tj.
1 t
u™ (t) = u" sign| — x, +?je1dr — T, |+u*(0). (2.191)
10
Pribéhy vystupni veli¢iny y bez wuvazovani parazitni dynamiky
(1;=0),a=0,u" =4,&, €[0,1] jsou na obr. 2.45a.
Odpovidajici pribéhy klouzavého fizeni u*’ jsou na obr. 2.45b. Rovnéz
i v tomto pfipad¢é pocateéni fizeni u*(0) nebylo uvazovano. Znovu vidime, ze
navrzené klouzavé fizeni je velmi robustni.

Bohuzel ptfi uvazovani parazitni dynamiky to jiz neplati.
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Ptenos ftizen¢ho linearniho systému (2.184) suvazovanim parazitni

dynamiky (2.186) je

Gy ()=

ky

a jeho stavové vyjadieni

S U(s)  (T2s® +2&E,Tys +1)(Tis +1)

Xp =Xy,
X, = X3,
) 1 28,1, + T, 28,1+ 1T, k,
Xy =——5 X~ > 2~ 3 > U
I, T, I, T, I,1, I, T,
y=Xx
a)
W
1 |  —
}(r) F y o~ 1
V= -}11‘ .
3,0 o€ [0 1]
I Toz 2s
T,=0 |
@ =100
0 10 t [s] 20
b) 4
3 L
(1)
2 L
1 L
0
0 10 t[s] 20

(2.192a)

(2.192b)

Obr. 2.44 Stabilizacni fizeni s vysokym zesilenim — prib&hy: a) vystupnich

veli¢in y, b) meznich fizeni u™ — piiklad 2.14
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a) H"I
1 / e ——
1(;r) | 1 ~ ,1;1- 20 € [O ]-:I
3, ¢ Ty=2s
;=0
1
0 e

0 10 t [s] 20

Obr. 2.45 Stabilizacni fizeni v klouzavém reZimu — priibéhy: a) vystupnich
veli¢in y, b) klouzavého Fizeni u* — ptiklad 2.14

Na obr. 2.46a jsou pribéhy vystupni veli¢iny y pro &, =0 pi1 parazitni
casové konstanté 7, =0,6s a 0,8 s. V prvém piipadé pribéch je stabilni, ale ve
druhém pfiipadé je jiZz nestabilni. Odpovidajici pribéhy fizeni s vysokym
zesilenim ™ jsou na obr. 2.46b.

Pro klouzavé fizeni s funkci sign a u™ =4 nestabilni prubéh vystupuje jiz
pro 7, =0,5s.

Pro linearni fizeny systém je mozné mez stability urCit analyticky jak pro
fizeni s vysokym zesilenim, tak pro klouzavé fizeni s funkci sign bez omezeni
(tj. pro dostate¢né vysokou hodnotu u™).
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a)
W N T 0.6 s
y Mﬂﬂ[\l\f\ﬂﬂﬂ[\ﬂ
AL
w(t) | I;=038s
¥, (@ T
5 =0
Ty=2s
00 10 II[S] 20

o 10 4 20
Obr. 2.46 Stabiliza¢ni fizeni s vysokym zesilenim — prib&hy: a) vystupnich
veli¢in y, b) fizeni u™ — piiklad 2.14

Rizeny systém (2.192) je linearni. RovnéZz fizeni (2.190) je linedrni
(pocatecni fizeni neni uvazovano, protoZze na stabilitu nema vliv), a proto
charakteristické rovnice uzavieného systému fizeni je

1
SITSTs® + RET,T + Ty )s™ + (2E,Ty +T,)s + 1]+ kK p(Tp,s” +5 + ?) =0.
I

Oznac¢me

IB_

kK p

a po upraveé dostaneme charakteristicky mnohoclen
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N(s) = TeTs* + BQETT + TP)s* +

'ﬂﬂ@%%+ﬂﬁ4ﬂﬁ+a+ﬂ”+%z (2.193)

1
Pro ovéteni stability pouzijeme Hurwitzovo kritérium. Nemzeme piimo
polozit B — 0 (K, — o), protoze by doslo k redukci stupné charakteristického
mnoho€lenu a tim k zanedbani dvou jeho kotenli. Pak dostaneme nutnou
a postacujici podminku asymptotické stability [nutno uvazovat vztahy (2.190b)]
26T+ T, _ 28,
1,71, T

w

(2.194)

Snadno se muZeme piesvédCit, Ze pribéhy na obr. 2.46 této podmince
vyhovuji.

Nékdy mize byt vyhodné pouziti robustniho fizeni v kombinaci
s odpovidajicim nerobustnim fizenim. Napft. na zacatku procesu tizeni vlastnosti
fizeného nelinedrniho systému jsou znamé, ale pozdéji mize dojit k jejich
zméné zplsobené meénicim se zatizenim, opotifebenim atd. Pak mtze byt vhodné
pouziti linearni konvexni kombinace

u'=ou" +(1-o)u’, (2.195)
kde u" je nerobustni fizeni (viz podkapitola 2.1), u" — nékteré robustni fizeni
(viz oddily 2.2.1 — 2.2.3) a @ mulZe byt ¢asovou funkci

a=a(t)e[0,1], (2.196)
pficemz na zacatku «(0)=1 a pro ¢ >0 monotonné¢ klesa.

V tomto piipad€ bude rovnéz zaru€en beznarazovy start robustniho fizeni.

Casto se muzeme setkat s piipadem, kdy jsou k dispozici ,,nominalni®
vlastnosti fizeného systému, pak je moZzné pouzit kombinované fizeni ve tvaru
u'=u"+u". (2.197)
Ve vsech téchto ptipadech dochazi k podstatnému snizeni hodnot amplitud
m

uj.

Priklad 2.15

Je tfeba navrhnout kombinované fizeni nelinearnitho servomotoru
s prevodovkou

J +bsign( ¥) =k, (2.198)

kde y je thlova vychylka vystupni htidele [rad], J — moment setrvacnosti
pohybujicich se ¢asti redukovany na vystupni hfidel [kg.m?], b — moment tieni
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[kg.m?rad.s?], u — fidici nap&ti [V], k1 — koeficient pfenosu [kg.m?.V-!.rad.s?].
Nelinearita

bsign(y)

je zptusobena suchym (Coulombovym) tfenim (obr. 2.47).

»

moment

v

-b

Obr. 2.47 Nelinearita tfeni u servomotoru s ptevodovkou — ptiklad 2.15

Ukolem servomechanismu je sledovat sinusoidalni priibéh
w=ux" =asin(wt) (2.199)

v souladu s pozadovanym modelem uzavieného systému ftizeni, tj. celého
servomechanismu

776, +2&,Te +e =0, e=w-y=x"-x, (2.200)
kde a je amplituda [rad], @, — Ghlovy kmitocet [rad.s'], T, — asova konstanta
[s], &, — koeficient tlumeni, e, — odchylka [rad].

Reseni:

Matematicky model servomotoru s prevodovkou (2.198) vyjadiime stavove

X1 =X
X, = f2(x) + g, (2.201a)
Y=Xp
kde
b . k,
f2(x) = —jSIgﬂ( ), &= IR (2.201b)

Podobné 1 poZzadovany model (2.200) vyjadiime stavove
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e =e,,
2.202
e'zz—izel—2—§oe2. ( )
Ty Ty
Zékladni agregacni matice je
D, =d! =[0,].

Agregovany pozadovany model celého servomechanismu ma tedy tvar (m"

mW:ez+%eZ+ 12 e =
T, 0

m" =¢ + %él + Lzel. (2.203)
n 7y

Robustni fizeni s vysokym zesilenim v souladu se vztahem (2.130) bude
[viz (2.133)]

u” (1) =@jmw(7)dr+u(0) z@j(él +%e’1 +Lzeljdz'+u(0) =
0 0 T T

0 0
1 t
ux(t):KP(el+Fjeldr+TDélj+uX(O), (2.204a)
10
kde
206, T
Kp= So , T, =2&,T,, Tp=—",
T, 28,
(2.204b)
20X,

u*(0) = u(0) — @, (0) - =22 ¢, (0).

0

Klouzavé fizeni dostaneme z (2.204) formalné zastoupenim zesileni K,
znaménkovou funkci sign, t;.

10

t
! :u’"sign[el +Tijeldr+TDél], (2.205)

kde hodnota u™ se nejjednodusSeji uréi experimentalné, ale mize byt také
odhadnuta analyticky pomoci Ljapunovovy funkce. Pocatecni fizeni neni
uvazovano.

V tomto pfipad¢ je tieba brat v uvahu, ze obdrZzena hodnota u™ zajistuje
stabilitu, ale nemusi zarucit pozadovanou kvalitu procesu fizeni.

Pro nerobustni fizeni vyuzijeme vztah (2.12)
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a L[, 28 1 1
u =—[x2 "'Toez"'Felj_g_zfz(xz)-

&> 0 0

Po dosazeni (2.201b) a Gpravé dostaneme

u" :i[xlw +2Tﬁe'1 +%elJ+£sign(xl). (2.206)

0 0

ky

0 10 t [s] 20
Obr. 2.48 Sledovani sinusoidalniho pritbéhu pomoci klouzavého fizeni — pribéh:
a) vystupni veli¢iny y, b) fizeni u* — piiklad 2.15
Pro parametry poZadovaného modelu servomechanismu 7j =1s, &, =1
a nominalni parametry nelinedrniho servomotoru s prevodovkou J=2(3)

kg.m?, b=0,1(0,15) kg.m’rad.s?, k, =1(1,5) kg.m?>.V-'.rad.s? byly provedeny
simulace. V zavorkach jsou odhadnuté redlné hodnoty.
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Na obr. 2.48a je ukdzano sledovani sinusoidalniho pribéhu (2.199) pro
a=1, w =1rad.s’ a na obr. 2.48b odpovidajici klouzavé fizeni (2.205) pro

experimentalné ur¢enou hodnotu u™ =5V.

Vysledky simulace pro kombinované fizeni (2.197) vyuzivajici jak
klouzavé fizeni (2.205), tak nerobustni fizeni (2.206) jsou na obr. 2.49. V tomto
ptipadé hodnota »™ mohla byt snizenana 1,5 V.

Pii vyssich hodnotach u™ kvalita sledovani se zvysi.

a) L5

0 10 t [s] 20

Obr. 2.49 Sledovani sinusoidalniho priabéhu pomoci kombinovaného fizeni —
pribéh: a) vystupni veli¢iny y, b) fizeni u“ — ptiklad 2.15

2.2.4 Rizeni v klouzavém rezimu 2

V predchozim oddile 2.2.3 jsme ke klouzavému fizeni doSli z fizeni
s vysokym zesilenim (pfiCemz toto zesileni bylo zvySeno do nekonecna)
a uvazovanim omezeni na fizeni.
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Pozadovany dil¢i model uzavien¢ho systému fizeni byl uvazovan stejného
fadu n; (stejného relativniho stupné, tj. r, =n;). Tento pfistup ke klouzavému
fizeni je plivodni.

Klasicky pfistup k ndvrhu klouzavého fizeni predpoklada, Ze fad dil¢iho
pozadovaného modelu je o 1 mensi nez je fad odpovidajiciho dil¢iho fizeného
systému, tj. n; —1 (resp. r; —1). Dochazi zde k redukei fadu.

Nejdiive se budeme zabyvat fiditelnymi jednorozmérovymi fizenymi
systémy [viz (1.29)]

Xl :Xz,

o (2.207a)

X, = Lo (X, Xg e X,) + (X, X550, XU,
resp.

x=f(x)+g(x)u, (2.207b)
kde

x=[x1,x2,...,xn]T,

f=0xx5.. . £, (2.207¢)

g2=[00,....g,1".
Pti névrhu sledovaciho klouzavého fizeni se nejdiive navrhne klouzava
(ptepinaci) plocha
o(e)=0, e=[e,e,,....e ], (2.208a)

kde

J— W_
€ =X

X, €_ = 6. (2.208b)
Klouzava plocha (2.208) se nejCastéji voli linearni ve tvaru
o(e)=0,
oley=k'e=ke +ke,+...+k _e,  +e = (2.209a)
= ke +he +...+k,_e" P +e" P,
kde
k=[k,ky,....k, ,1]". (2.209b)

sMNp—1»

Z divodu zjednoduseni se voli &, = 1.
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Klouzava plocha (2.209) vyjadfuje v podstaté vlastnosti poZadovaného
modelu redukovaného fadu n —1 (relativniho stupné » —1)

e =e,,
€ = e, (2.210a)
e, ,=—ke —ke,—...—k, e, ,,
tj.
e" Vot k, el +...+ ke + ke =0. (2.210b)

Je samoziejmosti, Ze pozadovany model (2.210) musi byt asymptoticky
stabilni a Ze klouzavé plocha (2.210b) je ddna poslednim fadkem v (2.210a).

Nyni je tfeba navrhnout tizeni, které zajisti, aby libovolny stav x se vzdy
piiblizoval ke klouzavé plose o .

Je zfeyme, Zze miZeme pouzit stejné Givahy jako v pfedchozim oddile 2.2.3
s tim, Ze klouzavou plochu m nyni zastoupime klouzavou plochou o .

Pak v souladu s obr. 2.29 a vztahy (2.161) mliZeme psat
oc>0= o<0,
0<0=05>0,

tj.
o-6<0. (2.211)
Tuto podminku mizeme zapsat analogicky jako (2.162), tj.
=195 0 (2.212a)
2dt
resp.

kde 7 je kladné &islo, V' — Ljapunovova funkce.

Rizeni, které zajisti, aby stav x se vzdy piiblizoval ke klouzavé plose
o =0, predpokladame ve tvaru

=% Gien( o). (2.213)
g,(x)

Hodnotu u™ je mozné uréit na zaklad¢é Ljapunovovy funkce (2.212).

Uvazujme vztah (2.211) pro linearni klouzavou plochu (2.209) a fizeny
nelinedrni systém
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o-G=ok'é=ck'[x" — f(x)—-g(x)u"]=
= ok’ [x" — f(x)] - og,(x)u"]<0.
OznaCme
k" = f ()] =z <u” (2.214)
a pak miZeme psat
olz—g,(x)u'1<0.
Nejméné ptiznivy piipad je

olz—og (xu' <0 =
o}z - oz,

z ‘U‘< sl
—<u =
g,(x) o
sl I/lm .
u' = sign( o).
2 (X)

Dostali jsme stejny vztah jako (2.213).

Vidime, ze odhad hodnoty u#” mulzeme dostat na zakladé Ljapunovovy
funkce. Je to ale hodnota, ktera sice zajisti stabilitu fidiciho procesu, ale nemusi
zajistit jeho pozadovanou kvalitu.

I kdyz klouzavé fizeni (2.213) mlZe pracovat samostatné, nejcastéji se
pouziva v kombinaci s tzv. ekvivalentnim Fizenim u® , tj.

u =u +u, (2.215)

kde klouzavé fizeni u* zajistuje pohyb stavu x ke klouzavé plose, piipadné jeho
navrat na ni, kdyz ji opusti. Ekvivalentni fizeni u“ zaji§tuje setrvani stavu x na
klouzavé plose a pohyb (klouzani) po ni.

Ekvivalentni fizeni #“ muZeme urcit ze vztahu
o(e)=0. (2.216)

Pro linedrni klouzavou plochu (2.209) dostaneme
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, do . w e
G(e) = P K'[X" — f(x)— g(xu“]=
=k [x" = f(0)]-g,(xu =
ke +ke,+--+k, e +x —f(x)-g,(x)u’=0=
u = ;[klél +hke,+-+k, e +x"— f(x)]. (2.217)
g,(X)
V souladu se vztahy (2.213), (2.215) a (2.217) vysledné¢ kombinované

klouzav¢ tizeni je

"= 1 ){”m sign( o) +[kié + kyé, +---+ k16, + X, —fn(x)]}.(2.218)
8n(X

Priklad 2.16

Je tfeba navrhnout klasické klouzavé fizeni servomotoru s prevodovkou
s matematickym modelem (2.201) z ptikladu 2.15.
Reseni:

Protoze ftizeny nelinedrni systém (2.201) je 2. fadu (n=r=2), tad

pozadovaného redukovaného modelu, tj. pro n—1=1 klouzava plocha (kiivka)
bude

o=0, (2.219a)
kde

1 .1
azez+Ee1 :el+fel, (2.219b)

T, je ¢asova konstanta.

Klouzavé fizeni u* bez ekvivalentniho fizeni u* v souladu se vztahy
(2.213),(2.201) a (2.219) je

u =" sion( o) = L u™ sign (él +lelj. (2.220)
&2 ky I,
Odhadneme hodnotu u™ na zaklad¢ vztahu (2.214)

\kT[xW - f(x)]\ —z<u”

£.
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T T

1 X —x, 1 X =X,
=7 || . S I AN E
1| X2 = f2(x) 1| ]* +781gn(x2)

_ (2.221)

| ww b
= Z(xl — X))+ X +;Slgn(x1)

Protoze plati (2.199)
w=x" =asin(ot) = X' =awcos(ot) = X' =—aw’ sin(wr) .

Pro hodnoty: a=1, @ =1rads!, T,=1s, b=01lkg.m’rad.s?
a J =2kg.m? mizeme piiblizné odhadnout

=0,05,

max

W . . e W 1.
max max

b . .
—sign(x
7 gn(x,)
tj.

z=0,4+1+0,05 = u" =1,5V.

Tato hodnota zajisti sice stabilitu, ale kvalita sledovani zadan¢ho
sinusoidalniho pribéhu (2.199) je velmi nizka, viz obr. 2.50. Klouzavy rezim
nenastal.

Znaéné¢ kvalitnéjsi sledovani se ziska napft. pro u” =5V, jak je ukazano na
obr. 2.51.

Ekvivalentni fizeni u“ pro linearni klouzavou kiivku (2.219) ziskame na
zéklad¢ vztahu (2.217), ;.

e 1 s ew JI1, ., w b .
u =—I[ké +x, _fz(x)]:_{_(xl —X,)+ X, +751gn(x2)}:

&> k| T,
JI1 b .

=—| —eé + X'+ —sign( x,) |. 2.222
k[T] 1 1 7 gn( 1)} ( )

Klouzavé tizeni v kombinaci s ekvivalentnim fizenim v souladu se vztahy
(2.218), (2.220) a (2.222) bude

J 1 1 b
u®=—u"sign| e +—e, |+—e +Xx,' +—sien( x,)|. 2.223
k[ gn( | T 1) T 1 1 7 gn( 1)} ( )

Vysledky simulace pro kombinované klasické klouzavé fizeni jsou na obr.
2.52. V tomto piipad¢ byla pouzita hodnota u™ =1,5V.



132 Navrh Fizeni standardnich nelinedrnich systémii

I kdyZ klasické kombinované klouzavé fizeni dava podstatné vyssi kvalitu

matematického modelu fizeného systému.

a) 15

w=x"

b)
o
u.sf(r)
|
0_|\
_2_
4]
o 10 ;[S]'zo

Obr. 2.50 Sledovani sinusoidalniho pribéhu pomoci klasického klouzavého
fizeni — priibéhy: a) vystupni veli¢iny y, b) fizeni u*' — piiklad 2.16
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0""10";[5]'20

Obr. 2.51 Sledovani sinusoidalniho pritbéhu pomoci klasického klouzavého
fizeni — priibéhy: a) vystupni veli¢iny y, b) fizeni u*' — piiklad 2.16
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0""10";[5]'20

Obr. 2.52 Sledovani sinusoidalniho priabehu pomoci klasického kombinovaného
fizeni — prub&hy: a) vystupni veli¢iny y, b) fizeni u“ — ptiklad 2.16

V soucasné dobé¢ existuje velmi mnoho modifikaci klouzavého ftizeni a je

jim vénovano mnoho publikaci. Z tohoto divodu se budeme zabyvat pouze
zékladnimi modifikacemi.

Rad klouzavého Fizeni k je dan poétem vztahti
0=0,6=0,...,0"" =0, (2.224)
k

které jsou vyuzivany v fidicim algoritmu.

vvvvv

Nejcastéji se pouZzivaji klouzava fizeni prvniho fadu (standardni) a druhého
radu.

Mezi klouzava ftizeni prvniho fadu patii integracni klouzavé fizeni,
u kterého klouzava plocha
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t
c=0,0= fmw(r)df (2.225)
0
je dana integralem z pozadované¢ho modelu uzavien¢ho systému fizeni, ktery je
stejn¢ho tadu jako fizeny systém.

Vidime, Zze integracni klouzavé Fizeni (2.225) je klouzavé Fizeni
z predchoziho oddilu 2.2.3.

Mezi klouzava tizeni druhého tadu patii ,,twisting* algoritmus
u® =u" sign( o)+ b, sign( &), u” > b, >0 (2.226)

a velmi popularni ,,super-twisting** algoritmus

t
u' = al\/Hsign( o)+ a,[sign(o)dz, a; > a, >0. (2.227)
0

Piiklad 2.17

Pro servomotor s pfevodovkou z ptikladu 2.15 (viz téz ptiklad 2.16) je
tteba navrhnout klouzavé tizeni druh¢ho tadu (,twisting a ,,super twisting*
algoritmy) pro sledovani zadaného sinusoidalniho pribéhu (2.199) bez
uvazovani ekvivalentniho fizeni.

Reseni:
V piikladé 2.16 byla navrZena klouzava kiivka (2.219)
.1
0:q+fq,

a proto ,twisting* algoritmus klouzavého tizeni je dan vztahem (2.226)

S

u* =u" sign( o)+ b, sign( ) =

sl m _: . 1 . .. 1 .

u =u s1gn(el+—elj+b1s1gn(el+—elj. (2.228)
T T

Podobné ,,super-twisting* algoritmus klouzavého fizeni je dan vztahem
(2.227)
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\

t
u'l = al\/Hsign(O')+ azjsign( o)dr =
0

I
u’ =aq

t
sign(é1 +Tle1J+ azj'signLé1 +%eljdf. (2.229)

1 0 1

e + le

1 Ti 1

Pfi simulaci byly pouzZity stejné hodnoty parametri servomotoru

a sledovaného priibéhu jako v ptikladé 2.15 a 2.16: a=1, o, =1rad.s, T, =1s,
b=0,lkg.m’rad.s?a J =2kg.m?

Pii pouziti standardniho klouzavého tizeni (prvniho fadu) pro u™ =15V

(b, =0) je kvalita sledovani sinusoidalniho priibé¢hu velmi nizka (obr. 2.50). Pro

u” =3V (b, =0) se kvalita sledovani podstatné zvysi, jak je to ukazano na obr.
2.53.

Obr. 2.53 Sledovani sinusoidalniho prib¢hu standardnim klouzavym fizenim —
pribéhy: a) vystupni veli¢iny y, b) fizeni u* — ptiklad 2.17
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Pouzijeme-li ,twisting™ algoritmus fizeni (2.228) pro u" =15V
a b =15V, pak kvalita sledovani se zvysi (obr. 2.54a). Soucasn¢ dojde ke
snizeni aktivity klouzavého fizeni, viz obr. 2.53b a 2.54b.

Vyznamného snizeni aktivity klouzavého fizeni lze dosdhnout pouZitim
»super-twisting® algoritmu fizeni (2.229) pro hodnoty @, =9V a a, =1,5V, viz
obr. 2.55.

o '10",'[5]'20

Obr. 2.54 Sledovani sinusoidalniho pribéhu ,twisting* algoritmem klouzavého
fizeni — priibéhy: a) vystupni veli¢iny y, b) fizeni u*' — piiklad 2.17
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Obr. 2.55 Sledovani sinusoidalniho pribchu ,,super-twisting* algoritmem
klouzavého Fizeni — pribéhy: a) vystupni veli¢iny y, b) fizeniu* — piiklad 2.17

Uvazuyjme nyni mnohorozmérovy nelinearni systém s matematickym
modelem ve standardnim tvaru (1.1) — (1.4)

x=f(x)+G(x)u, x(0) = x,, (2.230)
klasické klouzavé tizeni v tomto pfipad¢ v analogii s (2.213) ma tvar

u' = G.'(x)Usign(o), (2.231a)
kde

sign(o) =[sign( 7,),sign( o,),...,sign( &, )]", (2.231b)

U =diag[ u",uy',...,u ], (2.231c¢)

o=[0,,0,,..,0,1. (2.231d)

Pro jednotlivé dil¢i podsystémy se navrhnou dil¢i klouzavé plochy
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c;=0 (2.232)
a pak vyrazy
u; sign(o;) (2.233)

ve vztahu (2.231) mohou byt zastoupeny 1 jinymi zvolenymi modifikacemi
klouzavého fizeni, napt. (2.225) — (2.227).

Jednotlivé dil¢i klouzavé plochy (2.232) se nejCastéji voli linedrni [viz
(2.209)]

O-j (e) - kJ.‘ijl‘*le‘ljfl+

\+k

Ja, 14284, 42 +...+ quj_le

;-1 + eqj -

(n;-2) (n;-1)
g+l g;q+1°

2.234
» (2:234)

J4 +le‘]j71 +1 +

k.

J4 i +2€

q,-7|+1+"'+qu,-fle

Protoze kazda dil¢i klouzava plocha (2.232) ptedstavuje dil¢i linearni
podsystém redukovancho fadu n;—1, proto odpovidajici charakteristicky

mnohoclen

n

Ni$) =k otk os+..+k, sV 45" (2.235)

J- Jja;-
musi mit asymptoticky stabilni kofeny, tj. se zapornymi redlnymi ¢astmi.
Je zteymé, Ze dil¢i klouzavé plochy v tomto piipadée tvoti klouzavou plochu

oc(e)= 0, oc(e)= K e , 2.236
(m,l)( ) (m,1) (m,l)( ) (m,n) (n,1) ( )

kde v kazdém fadku matice K je n, kladnych prvku a zbyvajici prvky jsou

nulové, tj.

k,>0 pro g, ,<i<gq,
! U s (2.237a)
k;=0 pro i<g;, nebo i>gq;.
7 dtvodu zjednoduseni se voli
k., =1. (2.237b)

/4

Ekvivalentni fizeni u zajistuje pohyb stavu x (odchylky e) na klouzavé
ploSe, a proto mtize byt ureno z rovnice

G(e) =0, (2.238)
£.
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do'(e)e_: do-(e)[jcw—f(x)—G(X)ueq] -

de de
dfl'(e) [)ZTW _f(x)_G(x)ueq]:()‘ (2.239)
e

Pro linedrni klouzavou plochu (2.236) se dostane

K[x" - f(X)] -G, (x)u™ =0 =

u =G, ()K[xX" - f(x)], (2.240)
protoze plati

K G (x)= G, (x). (2.241)

(m,n)(n,m) (m,m)

Posledni rovnost (2.241) vyplyva ze struktury matic Ka G [porovnej
strukturu matice K a D, tj. vztahy (2.237) a (2.46)].

Priklad 2.18

Je tfeba navrhnout klasické klouzavé fizeni pro nelinearni systém (2.145)
z prikladu 2.10 (viz téz piiklad 2.13)
X = X,,

Xy = —x5 + (1+ X3 )u,,

=X
Yo = X3,

které zajisti sledovani sinusoidalnich prabéht (2.146)
w, = a,;sin( @),

w, = a, sin( ).

Reseni:

Vyuzijeme vysledky zpfikladu 2.10. Rizeny nelinearni systém je
standardni a fiditelny: n =rn=2, n,=r,=1, n=n+n,=3, ¢, =2,
q,=n=3.

Za ptedpokladu, Ze fizeni u, a wu, jsou spravné piifazena k dil¢im
podsystémim a matice G, je nesingularni, 1ze pfedpokladat, ze klasické fizeni
je dano vztahem
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u'' = Usign(o), (2.242a)
kde
U =diagl u/",u;'], (2.242b)
sign(o) = [sign( o,),sign( o,)]" . (2.242¢)
Stejny piedpoklad byl ucinén i v ptikladech 2.10 a 2.13.
Nyni navrhneme dil¢i klouzavé plochy:
n=n=2,0=0, o =Tllel+e2 :Tllel+él, (2.243a)
n,=r=1,0,=0, o,=e, (2.243b)
tj.
o(e)= Ke = {kll : 0} e; k= l (2.243c¢)
0 0 1 ‘. T,

Klasické klouzavé tizeni v souladu se vztahem (2.242) a (2.243) je

(2.244)

1

sl m - m - 1 .
u, =u, sign( oy) =u, 51gn(Fe1+elj,

uy' =uf' sign( o) = u}' sign (e;).

Vysledky simulace pro @, =a, =1, w, =0,lrad.s, o, =02rad.s, T, =1s

a stejné hodnoty " =u; =1,2 jako v ptiklad¢ 2.13 jsou na obr. 2.56 (porovnej

sobr. 2.42a). Vidime, Ze sledovani obou sinusoidalnich pribéhi je velmi
kvalitni, 1 kdyZ jsme neznali o fizeném nelinearnim systému nic, nez dil¢i rady
N an,.

Priibéh fizeni u’ a ul' je v podstaté stejny jak na obr. 2.42b.

Pokud matice G, tj. G, je zndma, pak ji lze vyuzit (viz piiklad 2.10)

11 gic, | _112
G, = =6 =2 e (2.245)
0 1+x, detG, |, 1
i 1+x22 |

V tomto ptipad¢ klasické klouzavé fizeni v souladu se vztahy (2.231),
(2.244) a (2.245) je dano
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u"' =G (x)Usign(c) =

L I
_ tead |0 | sien (Fel+él] (2.246)
= 1 1 . .

0 o

U ore POl sin(e)

Vidime, Ze klouzavé fizeni (2.246) vyZzaduje nejenom znalost matice G,

VVVVVVVVVV

klouzavé fizeni (2.244).
Podobn¢é miizeme urcit i ekvivalentni fizeni u#“ pomoci vztahu (2.240)

u =G, (x)K[x" - f(x)]=

1 - ! 1 _x1w —X
l+x|—= 1 0
= | T Xy — XXX X, | =
0 0 0 1|y
0 e B
b - L) ‘
= —IHCZ T, Xy = X XpX3 + X, |. (2.247)
0 0 0 1 ¢
i 1+ x5 | L B Th

Znovu vidime, ze rovnéZz ekvivalentni fizeni (2.247) je slozit¢ a pro
praktickou realizaci velmi naro€né a navic musime znat matematicky model
fizeného systému, co byva nejvétsi problém.

Y, =w

1l oL

V=W,

0 50 t[s] 100
Obr. 2.56 Sledovani zadanych sinusoidalnich prabehi — ptiklad 2.18
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3 MECHANICKE SYSTEMY

V ptikladé 1.7 bylo ukdzéano, ze typicky mechanicky systém fadu 27 (robot,
manipulétor atd.) s n stupni volnosti mize byt popsan matematickym modelem

M(q)§g+C(q.9)q+g(q)+v=u, (3.1)

kde M(q) je ctvercova symetricka kladné definitni matice setrva¢nosti fadu n,
C(q,q) — ¢tvercova matice Coriolisovych, odsttedivych a viskoznich sil fadu n,
g(q) — vektor tihovych sil dimenze n, g — vektor zobecnénych (konfiguracnich)
proménnych dimenze n, v — vektor poruchovych proménnych dimenze n, u —
vektor zobecnénych sil (fidicich proménnych) dimenze n = m.

Je ziejme, Ze n;=r, =2azei=12,...2n, j=12,....n =m.

Bylo rovnéz ukdzano, ze mechanicky systém (3.1) je fiditelny a Ze vzdy
muiZze byt transformovan na standardni tvar [viz (1.46)], a proto mohou byt
pouzity vSechny ptedchozi pfistupy k névrhu fizeni. V této kapitole bude
ukazano, ze pro mechanické systémy s matematickym modelem (3.1) postupy
navrhu mohou byt ¢aste¢né zjednoduseny.

Pfi sestavovani matematickych modelii mechanickych systémii se
s vyhodou vyuzivaji Eulerovy-Lagrangeovy diferencialni rovnice druhého druhu
(Lagrangeova metoda)

d| oL OL OR,
— | — |-—+—%=u
de\dq, ) oq, 0q,

i=12,....n, (3.2)

j’

kde g; jsou zobecnéne (konfiguracni) promeénné, u; — zobecnéne sily, n — pocet
zobecnénych proménnych = pocet stupni volnosti, R, — Rayleighova
disipativni (ztratova) funkce, L — Lagrangeova funkce.

Rayleighova funkce je ddna vztahem
&, .,
R, =—>b,q4; (3.3)
250

a Lagrangeova funkce je definovana jako rozdil celkové kinetické energie E,
a celkove potencialni energie £,
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L=E -E, (3.4)
= 314 (3.5)
22 .
1 n ) n
=5 2.¢,q; + 2.m;gA,, (3-6)
253 j=1

kde b; jsou koeficienty viskozniho tfeni, ¢, — koeficienty tuhosti, /, =m; pro
posuvny pohyb (m; — hmotnosti), /, =J, pro rotatni pohyb (J, — momenty
setrvacnosti), A; —zmeény poloh hmotnych bodi m; v tihovém poli, g — tihové
zrychleni.

Piiklad 3.1

Pro robot s kinematickou strukturou RP (R — rotace, P — posuv) na obr. 3.1
odvodime jeho zjednoduSeny matematicky model bez uvazovani pohont
a prevodd, kde m,; je soustfedénd hmotnost otocného ramena [kg], m, —

soustfedéna hmotnost posuvného ramena [kg], r, — vzdalenost hmotného bodu
m, od osy otaceni [m], r,(¢#) — vzdalenost hmotného bodu m, od osy otaceni
[m], a(t) — thel natoc¢eni otocného ramena [rad], b, — koeficient viskozniho

tfeni oto¢ného ramena [kg.m’.rad”.s'], b, — koeficient viskozniho tfeni

posuvného ramena [kg.s'], m.(¢f) — hnaci moment otoéného ramena [N.m],
S, (#) —hnaci sila posuvného ramena [N].

Obr. 3.1 ZjednoduSené schéma robotu RP
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Reseni:
Pouzijeme Lagrangeovu metodu pro n=2, ¢q,(¢)=a(t), q,(t)=nr(t),
u (1) =m,(2), uy(¢) = f,(¢) av souladu se vztahy (3.2) — (3.6) dostaneme:
1 2.2 1 2\ 52 |
Ey =—mypa”(t) + - myr; (o™ (6) +—myr; (1),
2 2 2
E, =mgr sim[a(t)]+m,gr (t)sin[a(?)],

1, 1,
Ry =2 b,* O+ b, (0),

L=E,—E

1 ) 1 ) 1 .
p = Eml’izaz(t) + Emzrzz(t)az(f) + Emz”z2 (1) +
—mygr sn[ a(t)]—m,gr, (H)si[ a(?)],

d(aLj OL OR,
- — + =m
dt\da) oa oa

[y +my 5 (D]E(8) + 2m,ry (17, ()6 (t) + b, (t) +
+[myn + myr, (1)]g cos[a(t)] = m,. (1),

d[&LJ oL R, _ o _
~Jp

— -—+
de\or, ) or,  or
iy (£) + b,y (£) = my & (07, (1) + myg sinfa(D)] = f,, (1)

Vysledné¢ vztahy zapiSeme ve tvaru (3.1)

{m11f12+m2r22(t) 0}-{d(f)}+{2m2’”2(t)7}2(’)+br O]{d(l‘)]i_

0 m, | |5 (1) —mya(t)ry(t) bp 1, (1)
M(q) q C(q.9) q 3.7)
N {[mlr1 +m,r(t)]g cos[a(t)]} |m.@)
m,g sin[ a(1)] RFAGIH
g(q) u

Pokud budou uvaZovdny pohony a pievody, pak vysledna struktura
matematického modelu bude stejna.

Skupina nelinedrnich systémi s matematickym modelem ve tvaru (3.1) je
velmi Sirokd, a proto 1 kdyz mohou byt k navrhu fizeni pouzity ptedchozi



146 Mechanické systémy

metody, ukdzeme takové piistupy, které nevyzaduji transformaci matematického
modelu (3.1) na standardni tvar.

Matematicky model (3.1) je vhodné zapsat ve tvaru

G=f(g.9)+M ' (gu, (3.82)
kde

f@.9)=-M "(@)[C(q.9)4+g(q)]. (3.8b)

Protoze matice M je c¢tvercova symetricka kladné definitni, proto jeji
inverze M~ vzdy existuje.
Nyni miizeme formulovat tlohu fizeni:
A J4 4 ’ 4 4 * I3 .o ’
Je tfeba navrhnout takové zpétnovazebni fizeni wu (¢), které zajisti

sledovani zaddané trajektorie ¢"(¢) pro ¢ >0 trajektorii ¢(z) tak, aby uzavieny
systém fizeni byl popsan matematickym modelem

E=f"(g,86), e0)=¢,, £0)=¢&,,
17(@6) =g, £(0) } 5.9)
£€=q —(q,
kde funkce f" je obecné nelinearni vektorova funkce dimenze n, ktera musi
vyhovovat podmince
£700,00=0 (3.10)

a uzavieny systém fizeni (3.9) musi byt v jediném rovnovazném stavu
=0, =0 (3.11)
globaln¢ asymptoticky stabilni.

Pozadovany model uzavieného systému fizeni se nejCastéji voli linearni ve
tvaru

E=—Ké—-Kye,t. f"(e,6)=—-Ké-Ke, (3.12a)
resp.

E+Ke+K,e=0, (3.12b)
kde matice K, a K, jsou diagondlni matice fadu » s kladnymi prvky (nutna
podminka stability).

Vidime, ze linedrni pozadovany model uzaviené¢ho systému fizeni (3.12)
pfedstavuje n vzajemné nezavislych dil¢ich podsystému 2. fadu (n; =r; =2).
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3.1 Rizeni vyuzivajici malé dopravni zpozdéni pro mechanické systémy

Rizeni vyuZivajici malé dopravni zpozdéni je podrobnéji popsano v oddile
2.2.1 av priloze D.

Uvazujme matematicky model mechanického systému (3.1) ve tvaru (3.8)

i=f@.Q+M ' (Qu = f(g.9)=-M '(qu, (3.13a)
kde
f(q.9)=—-M"'(@)[C(q.4)+ g(q)+V]. (3.13b)
Je ziejmée, Ze pro malé dopravni zpozdéni £ plati
F @)= f.(q.9) =4t —h)— M, u(t—h), (3.14)

kde £.(q.q) je odhad funkce f(q,q), M,' — konstantni &tvercova matice Fadu
n, pro kterou plati

| (@m, -1 <1 (3.15)

Podminka (3.15) zarucuje konvergenci
lm £,(¢4) = £(4.4). (3.16)

t—©

Casto je vyhodné vychazet z upraveného matematického modelu (3.1)

M4+F(q.9.9)=u = F(q.9.9)=u—-M(, (3.17a)
kde

F(q.9.9)=[M(q)-M.,lg+C(q.9)q+g(q)+v. (3.17b)
Podobn¢ jako v ptfedchozim piipad€ mizeme psat

F(4.4.4) ~ F.(q.4.4) = u(t —h)~ M gj(t ). (3.18)
Podminka konvergence

lim F.(q.9.4) = F(4.9.9) (3.19)

t—>0

je stejnd jako (3.15).

Rizeni s vyuzitim malého dopravniho zpozdéni 4 je pak na zakladd
podobnosti se vztahem (2.81) pro oba odhady déno:

Odhad (3.14)

u=M,[G" - f"(&.€)- f.(q.9)] (3.20)
Odhad (3.18)
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u=M|[§G" - f"(£,6)]+F.(¢.9). (3.21)

Priklad 3.2

Pro robot z ptikladu 3.1 je tfeba navrhnout fizeni vyuzivajici malé dopravni
zpozdéni, které zajisti pozadovany model uzavieného systému fizeni ve tvaru
(pfedpokladaji se mezni nekmitavé pribéhy)

E+Ke+K,e=0, (3.22a)
kde
2 2 1 1
K, =diag| —,— |, K,=diag| —,—|, 3.22b
1 g|:].i T2i| 0 g|:le T22:| ( )
resp.
L2 1 ,
E+—&+—5&=0, & =a —a,
; : (3.23)
Eyt—é+—6,=0, & =1 —n.
2 2 /

T, a T, jsou vhodné zvolené Casové konstanty.

Hodnoty  parametri  robotu: m, =20 kg; m,=10kg;, r=1m;
12m<rn) <16 m; 0<a()<x; b, =0, kg.m’rad'.s?; b, =0, kg.s".

Reseni:
Pro navrh fizeni pouzijeme odhad (3.18), proto fizeni bude mit tvar (3.21).
Konstantni matici M, urime na zakladé¢ matice M(g) matematického
modelu (3.7). Protoze 1,2 <r,(¢) £1,6, zvolime napft. r, = V2 a pak mizeme psat
M= {mlrf +myry (t) 0 } = M, = {ml +2m, 0 } (3.24)
0 m, 0 m,

Protoze ob& matice M 1 M, jsou diagondlni, podminku (3.15) miizeme
snadno ovéfit
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m2(2—r22) 0
MM, -1=| m +my} = HM‘1M6—1H<1. (3.25)

0 0

Rovnici (3.17a) napiSeme pro (3.24) a matematicky model (3.7) vyjadiime
slozkov¢e

m, +2m,)o(t)+ F, =m (1),
(m 2)” (6) + Fy =m,(2) (3.263)
myiy () + F, = f,(2),
kde
B
FZ
a pak pro odhady v souladu s (3.18) miizeme psat
Fi=F,=m./(t—h)—(m; +2m,)a" (t - h),
)—( ' )" (t=h) (3.27)
~ Fy, = f,(t—h)—myiy (t = h).
Rizeni je pak na zakladé vztaht (3.21), (3.23) a (3.27) dano
o 2,
u,(t)y=m,(t)=(m; +2m,)[c (t)+F51(f)+T &)+ F,,
: (3.28)

uy (1) = f, (6) = my[ 75" (f)+—<92(t)+ Ez(f)]+Fz

Pro ovéfeni navrzen¢ho ftizeni (3.28) pouzZijeme pozadovanou trajektorii
v kartézskych souradnicich ve tvaru kruZnice (obr. 3.2), kde je vykreslena
polovina pracovniho prostoru (v 1. kvadrantu, tj. x>0, y>0). Trajektorie

z po&atecniho stavu x, =[1,2;0]" k pozadované (zadané) trajektorii neni zadéna.

Rovnice pozadované trajektorie v kartézskych soufadnicich v souladu
sobr. 3.2 je

" () = xs T + [ (O =y =17, (3.29)
kde x4 a y, jsou soufadnice stfedu kruZznice [m] o poloméru r [m].

Z divodu generace pozadované trajektorie, rovnici (3.29) vyjadiime
parametricky (z diivodu jednoduchosti za parametr volime cas ¢)
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x"(t) =rcos(at) + xg, } (3.30)
Y (t) = rsin( o) + yg,

kde @ je uhlovy kmito¢et [rad.s']. Jeho volba zavisi na dynamickych
vlastnostech robotu.

1.6
Pracovni
y [m] & prostor
1.2
}-’S =l¢— — — — —— — | r
0.8 |
5 (9)
|
|
0.4 | |
|
a(t) |
Pocate¢ni |
stav \[1L 110]
0 0.4 08 x.=112 x[m] 16

s

Obr. 3.2 PoZadovana trajektorie koncovky robotu v pracovnim kartézském
prostoru — ptiklad 3.2

Pro robot musime pouzit transformované proménné v konfiguraénim
prostoru

}, pro x"(¢)>0,
)

g () =a" (1) = arctg{y E)

(3.31)

g2 (t) =1 () =J[x"OP +[»" ).

Skute¢na trajektorie v kartézském prostoru (v naSem piipadé v roving) je
dana soufadnicemi
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x(t)=r,(t)cos|x(?)],
(1) =ny(2) . [a(2)] } (3.32)
y(t) = ry(t)sm[a(?)].
Pti simulaci misto malého dopravniho zpozdéni /4 byl pouZit setrvacny ¢len
1. fadu (2.104), viz oddil 2.2.1. Druhd derivace byla filtrovana setrvaénym

Clenem 1. fddu s pfenosem
! (3.33)
Shs+1 '
a)
1.6
o (1) [rad]
1.2 ¢
n@ml | -
081/ " T T
' !". \“‘"“-—-_—4—/‘
L ey
: ,
0.4
0 . . . . .
0 4 8 12 16 20
£ [s]
b)
400
u(?) [N.m] ”/j”‘l_ " e N
200 o _ .7
1 212— fp
u(f) [N] fp
0
2000 . . . . . .
0 4 8 12 16 20
t[s]

Obr. 3.3 Sledovani zadanych trajektorii v €ase: a) pribehy proménnych,
b) pribéhy odpovidajicich tizeni — piiklad 3.2
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= 5 I ' aV
0, |2
1.6 - | L2
|
1.4 ‘I]u |
1"\\. fn’
1.2
qo Pocatecni stav
1 | ' | | | | | | |
0 0.5 qlza[rad] 1

Obr. 3.4 Sledovani zadané trajektorie v konfiguracnich soutradnicich —
priklad 3.2

1.6

Pozadovana
(zadana)
trajektorie

y [m] |

1.2

0.8
Skute¢na

trajektorie

0.4} Rizeni vyuzivajici
malé dopravni
zpozdeni

[

0 0.4 0.8 12 x[m] L6

Obr. 3.5 Sledovani zadané trajektorie (kruznice) v kartézskych soutadnicich —
ptiklad 3.2
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Vysledky simulace pro zadané parametry robotu a pro xg =y, =1 m;
r=015m; @=0,5 rad.s'; 7, =0,1 s; 7, =0,05 s; £ =0,005 s jsou na obr. 3.3 a
3.4.

Obr. 3.3a ukazuje sledovani transformovanych zadanych proménnych " a

r,’ proménnymi o« a r,, které vytvoii v konfiguratnim prostoru (roving)

uzavienou kiivku (obr. 3.4) a v kartézském prostoru (rovin¢€) zadanou kruznici
(obr. 3.5).

Pocatecni razy ftizeni na obr. 3.3b jsou zpiisobeny neznalosti funkce

F[q(0),0,0] a neuvazovanim pocatecniho tizeni u(0), které by udrzovalo robot

pro ¢,(0)=a(0)=0 a ¢g,(0)=r,(0) =12 m v rovnovaze.

Kvalita fizeni (sledovani) zavisi na hodnotach parametri w, 7}, 7, a h.
Niz8im hodnotdm odpovida vyssi kvalita.

3.2 Rizeni s vysokym zesilenim pro mechanické systémy

Uvazujme matematicky model mechanického systému (3.1), ktery
zapiSeme ve tvaru (3.13), tj.

§=f(q.9)+M (qu. (3.34)
Jak jiz bylo teceno, ulohou fizeni je realizovat sledovani Zadané trajektorie
q" tak, aby uzavieny systém fizeni byl popsan matematickym modelem (3.9)

E=f"(g,8), E=q" —q. (3.35)
V piipad¢€ znalosti pfesného matematického modelu (3.34) mizeme psat
§ "~ f(q.9)-M '(Qu=f"(¢,€) (3.36)
£

a z této rovnice urcit fizeni

w =M@lg" - f(q.9)- f"(&,)]. (3.37)

Obdrzené fizeni vyZaduje znalost pfesného matematického modelu (3.34)
[t. (3.1)]. BohuZel v redlnych podminkdch nikdy pfesny matematicky model
a pripadné poruchy nezndme. Je to tedy nerobustni fizeni.

Pro urceni fizeni pouZzijeme postup z oddilu 2.2.2.

PoZadovany matematicky model uzavien¢ho systému ftizeni (3.35)
zapiSeme ve tvaru
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E—f"(£,6)=0 (3.38a)
a ozna¢ime
m" =&- f"(g,€). (3.38b)

Ze vztahu (3.36) je zfejmé, Ze matematicky model (3.38) obsahuje fizeni u,
tj. m"(u).
Proto mizeme psat
m"(u)=0 (3.39)
a tuto rovnici budeme fesit podobné jako v oddile 2.2.2.
K obéma stranam rovnice (3.39) pticteme vyraz Ju, t.
Ju+m”(w)=Ju = u=u-J 'm"(u) =
u,,, =u,—J 'm*u,), u0)=u, k=0,12,..., (3.40)
kde J je vhodné& zvolena regularni ¢tvercova matice (detJ = 0) fadu n.
Za ptedpokladu, Ze matice J je vhodné zvolena a Ze proménné vystupujici
v maticich J, M a funkcich f a f" se béhem vypoctu méni dostate¢né pomalu,

feSeni rekurentni rovnice (3.40) bude konvergovat k pevnému bodu ™, tj.

I}im u, =u". (3.41)
Zvolime-li
y_dm " (u) =—M\(q), (3.42)
du _
u=u,

tzn. ze J je Jacobiova matice funkce m", obdrzime zndmou Newtonovu-
Raphsonovu iteracni metodu feSeni nelinedrnich rovnic. Vysledné teSeni pak
bychom obdrzeli v jednom iteracnim kroku a bude to fizeni (3.37).

Bohuzel matici J v redlnych podminkéach nikdy nezndme piesné, a proto
iteraCni proces mize byt nekonecny.

Ur€ovani tfizeni pomoci rekurentniho vztahu (3.40) neni vhodné, a proto
rekurentni rovnici (3.40) zastoupime obyCejnou diferencialni rovnici (3.44),
kterou ziskame z diferen¢ni rovnice

—”k+11_ e _ AT 'm" (). (3.43)

A

Pro 4 — o dostaneme odpovidajici diferencidlni rovnici
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?z@mw[u(f)], @ =-1J", u(0)=u,. (3.44)
T
Je zteymé, Ze pro vhodné zvolenou regularni ¢tvercovou matici J plati

im u(r)=u". (3.45)

Vzhledem k tomu, Ze feSeni diferencidlni rovnice (3.34) musi probihat
znaéné rychleji, neZ jsou zmény proménnych u matic J, M 'a funkci f a f",
je vhodné zavést dva Casy. Skutecny Cas ¢ a “rychly” Cas

=0t f>>1. (3.46)

Pribéh Casu 7 je dan parametrem £, jehoZ velikost je imérna velikosti 4

ve vztahu (3.43), tj. absolutni velikosti prvki ¢tvercové matice @ . Rovnice
(3.44) po uvazovani (3.38b) a dosazeni (3.34) bude mit tvar

D) _ oM [g0lur)+ O (1)~ fla,d®)- 120, £01}.(3.47)

Protoze Cas 7 probiha podstatné rychleji neZ skutecny Cas ¢, lze vyrazy
zavislé na Case ¢ pti vypocCtu povaZovat za priblizné konstantni, tj.

% =—OM 'u(r)+ OG" - f—- ). (3.48)
T

jeji charakteristicky mnohoclen
N(s)=det(sI+EOM ). (3.49)

Matice M je symetricka kladn& definitni, a proto matice M~ bude rovnéz
symetrickd kladné€ definitni a jeji charakteristickd (vlastni) ¢isla budou realna
kladna. Bude-li matice @ symetricka kladné definitni, pak charakteristicka ¢isla

sou¢inu @M ' budou realna kladna, tj. charakteristicky mnohoé¢len (3.49) bude
mit realné zaporné (asymptoticky stabilni) kotfeny.

Pro prabézné urcovani fizeni u* je vhodné zastoupit feSeni diferencialni
rovnice (3.44) integraci

t
uw(t) =I@mw[u(7)]dr+u(0). (3.50)
0
Za ptedpokladu, Ze matice @ je konstantni, mizeme psat
t
ux(t):@fmw(r)dr+u(0), (3.51a)
0

resp.
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w'(£) = Om(t) + u(0), (3.51b)
m(t) = Jt'mw(r)dr.
0

Je vhodné, aby c¢tvercova matice @ byla blizka k matici [viz (3.42)
a (3.44)]

AM(q). (3.52)
V béznych piipadech @ miize byt diagonalni
O =diag) 6,,0,,...,0,] (3.53)

s dostate¢n¢ vysokymi hodnotami kladnych prvki ©..
Pocate¢ni ftizeni w(0) zajiStuje pocateCni rovnovdhu a lze ho urcit
experimentalné nebo odhadnout na zakladé vztahu (3.1) pro g =¢ =0, ;.

8lq(0)] = u(0). (3.54)

Uvazujme nyni diagonalni matici @&, vztah (3.51) a pozadovany
matematicky model uzavieného systému fizeni (3.38b) a dostaneme

t
w(t)=O[[¢— f"(£,6)]d7 +u(0). (3.55)
0
Pro linedrni pozadovany matematicky model (3.12), pak obdrzime

w(t) = @j(é + K 6+ K,)dt +u(0) =
0
= @{é‘(t) —£(0)+ K,[(t) — £(0)] + Kojgdr} +u(0) =
0

t
=K,e+K,[edt+ K, é+u"(0), (3.56a)
0

kde
K,=OK, K,=0K,, K, =0,
P 1 I 0 D (3.56b)
uw (0)=u(0)-O[K,(0)+ £(0)].

Rizeni s vysokym zesilenim (3.56) zapiSeme slozkove
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u;(t)zKP]5j+ij€jdr+KDJ &;+u;(0)=
=Kpj.(gj+T Ig dr+Tpé)+u;(0), j=12,...,n (3.57a)
50
kde
Ky=0K,, K,=0,K,,, K, =0,
(3.57b)
u;(0)=u;(0)-O,[K,; 1(0)+8 (0)1,
resp.
K, 1
T, =—L 7, =— (3.57¢)
Ij K()J Dj Klj

Vidime, ze pro mechanické systémy dil¢i fizeni s vysokym zesilenim vede

na algoritmus PID.

Priklad 3.3

Pro robot z ptikladu 3.1 je tfeba navrhnout fizeni s vysokym zesilenim,

které splni zadani z ptikladu 3.2.

ReSeni:

Rizeni s vysokym zesilenim pro mechanické systémy, tj. pro robot
z ptikladu 3.1 je dano pro n=2 vztahem (3.57) [pro poZadovany model

uzavien¢ho systému fizeni (3.23)]
t
uy ()= Kp& + Klljgl dr+Kp & +u (0),

2@ @
KP] :@1K11 T KI] —@Km 72 T KDI :@p

1 1

15(0)=1(0) - 2715, 0)- 6,4 0),

1

t
uy () =K pye, + K, j e,dt+K & +u5(0),
0



158 Mechanické systémy

26 e
sz :@2K12 = Tz’ K12 = @2K02 =—§s Kz)z :@2,
2 2

x 20 .
105(0) = 1,(0) == 2.,(0) = 0,60,
2
Pfi simulaci byly pouzity stejné parametry robotu a stejnd zadana
trajektorie jako v ptikladée 3.2.
Sledovani zadané trajektorie pro &, =@, =500, 7, =0,1 s; 7, =0,05 s pfi
neuvazovani a uvazovani pocatecniho fizeni #”(0) je na obr. 3.6 a 3.7.

V obou piipadech sledovani zadané kruZznice je pomérné dobré, ale
v pfipadé neuvazovani pocateniho fizeni u”(0) prabéh trajektorie
z pocatecniho stavu k zadané kruznici je nepfijatelny.

Proto dale bylo jiz poc¢ate¢ni fizeni u™(0) uvazovano.

Jeho odhad byl =ziskdin ze vztahi (3.7) a (3.54) pro
7,(0)=a(0)=a(0)=c(0)=0, ¢,(0)=r(0)=12 m; #,(0)=#(0)=0, .

[m,r; + m,r, (0)]g cos[a(0)]=m, (0) =u,(0) 314 N.m,
myg sin[a(0)] = 1,(0) =u,(0) =0

a dale pro &,(0) z% rada £,(0)= 0,3 m

1(0) = u, (0) - % £,(0)~—7540 N.m,

1

s (0) =1, (0)— 2%52 (0) ~—6000 N.

2
ProtoZe priibéh trajektorie od po¢ate¢niho stavu x, =[1,2;0]" k pozadované
trajektorii, tj. ke kruznici neni déan, proto pii zméné podminek tizeni (pocatecni
fizeniu(0), hodnota @ atd.) jeji pribéh muze byt vzdy jiny, viz obr. 3.6 a 3.7.

Casovy pribéh trajektorii a odpovidajicich fizeni je podobny jak na obr.
3.3.
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1,6 — ———
y [m] |
1.2 b=

081} Rizeni
' s vysokym
zesilenim

0.4t u0)=0

[0 3] T \

0 0.4 0.8 1.2 x[m] 1.6

Obr. 3.6 Sledovani zadané trajektorie (kruznice) v kartézskych soutradnicich pfi
neuvazovani pocatecniho tizeni — piiklad 3.3

1.6

y [m] |

1.2

Rizeni
0.8r 5 vysokym
zesilenim
0.4}
T
[y 3]
0 0.4 0.8 1.2 x[m] 1,6

Obr. 3.7 Sledovani zadané trajektorie (kruznice) v kartézskych soutfadnicich pfi
uvazovani pocate¢niho fizeni — piiklad 3.3
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3.3 Integracni klouzavé Fizeni pro mechanické systémy

Uvazujme tizeni s vysokym zesilenim (3.51b), t;.
t
uw (t)=06m(t)+u(0), m(t)z_[mw(r)dr. (3.58)
0

V souladu se vztahem (2.157), vztahy (3.43) a (3.52) je klouzavé tizeni
déno
u' (1) = M(q)Usign| m(1)] + u(0). (3.59)
Jak bylo ukdzano v podkapitole 2.2.3 jde o integracni klouzavé tizeni.
Matice M (q), ptipadné jeji odhad podstatnym zplsobem muze urychlit
konvergenci. NaStésti u mechanickych systémi neni nutné ji uvazovat, protoze

u mechanickych systémi pfifazeni dil¢ich tizeni (pohonll) k odpovidajicim
dil¢im podsystémim je vzdy spravné.

Proto u mechanickych systéml integra¢ni klouzavé fizeni mulze byt
vyjadieno vztahem

u' (t) = Usign[ m(t)] + u(0), (3.60)

kde kladné prvky u" diagondlmi matice U jsou vhodn€ zvoleny a funkce sign,

tj. jeji prvky mohou byt nahrazeny aproximacemi (2.165) — (2.167). Tyto
aproximace snizuji aktivitu fizeni. Integracni klouzavé fizeni (3.60) formalné
dostaneme zastoupenim diagonalni matice & diagondlni matici U a funkci sign.
Proto pro pozadovany linedrni model uzavieného systému ftizeni (3.12)
dostaneme [viz take (3.56)]

u'(t) = Usignﬁ(é + K é+Ky¢) dz} +u(0) =
= Usign{é(t) —-£(0)+ K,[e(t)—€(0)]+ KOJ{&' dz'} +u(0)=

t
u’ (t)=Usign(K e + K,[ed7 + &)+ u(0). (3.61)
0

U klouzavého fizeni ma smysl uvaZovat jenom pocatecni fizeni u(0) a ne
u”(0) [viz (3.54)], které zajistuje pocatecni rovnovahu.

Slozkové vyjadieni integratniho klouzavého fizeni (3.61) ma tvar
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t
w () =ul sign(Kpe, +K,[e,dr+K,é)+u;0), j=12,....n. (3.62)
0

Pi“j

Pocatecni fizeni u;(0) se ¢asto neuvazuje.

Piiklad 3.4

Pro robot z ptikladu 3.1 je tfeba navrhnout integracni klouzavé fizeni, které
zajisti splnéni podminek z ptikladu 3.2.

ResSeni:

Uloha fizeni je stejna jako v piedchozich piikladech 3.2 a 3.3.

. 2 1
Integracni klouzavé fizeni je dano vztahem (3.62) pro Ky, =—, K = s
j j

a Ky, =1(=1,2).

Pocate¢ni tfizeni u(0) neni uvazovano, protoze na prubéh trajektorie ma
zanedbatelny vliv.

1.6

y [m]

1.2

Integraéni
0.8 I Klouzavé fizeni
0.4 |
0 0.4 0.8 1.2 x[m] 1.6

Obr. 3.8 Sledovani zadané trajektorie (kruznice) v kartézskych soutadnicich —
ptiklad 3.4
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Pti simulaci byly pouzity parametry robotu a zadané trajektorie z ptikladu
3.2 adale: 7, =0,1 s; 7, =0,05 s. Pro realizaci funkce sign byly pouZity reléové

Cleny s hysterezi pro a, =a, =0. Hodnoty u;" =10000 N.m a u;' =10000 N
byly uréeny experimentalng.

Sledovani zadané trajektorie (kruznice) v kartézskych soufadnicich je na
obr. 3.8.

Casové pribshy konfiguraénich proménnych jsou podobné jako na obr.
3.3a. Priibéh fizeni je typicky pro klouzavé fizeni, a proto neni zajimavy.

3.4 Klasické klouzavé Fizeni pro mechanické systémy

Pti pouziti klasického klouzavého fizeni (fizeni v klouzavén rezimu 2)
u machanickych systémii s matematickym modelem (3.1) se navrhne klouzava
plocha nejcastéji ve tvaru

o(g,€)=0, (3.63a)
o(e,&)=Té+¢e, €=q" —¢q, (3.63b)
T=dagT1,7,...,T,1, (3.63¢)
kde T je diagonalni matice ¢asovych konstant 7;.
Dil¢i klouzavé plochy
Tie;+¢,=0, j=12,....n (3.64)

reprezentuji charakteristické rovnice poZadovanych dil¢ich matematickych
modeli.

V souladu s oddilem 2.2 .4 klasické klouzavé fizeni je ddno vztahem

u'' = Usign (o), (3.65a)
U =diagl u" ,ul',...,u"], (3.65b)
sign(o) =[sign( 0,),sign( 0,),...,sign( o,)]" . (3.65c¢)

Funkce sign miiZze byt aproximovana vztahy (2.165) — (2.167). Pro zvySeni
kvality klouzavého fizeni mize byt pouZzito ekvivalentni fizeni, pfipadné nékteré
z mnoha modifikaci vlastniho klouzavého fizeni.
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Piiklad 3.5

Pro robot z ptikladu 3.1 je tfeba navrhnout klasické klouzavé fizeni, které
zajisti splnéni podminek z piikladu 3.2.
Reseni:

Uloha fizeni je stejna jako v predchozich piikladech 3.2 — 3.4.

Klasické klouzavé tizeni v souladu se vztahem (3.65) je dano
wl =usign(T,é,+¢&), & =49 —q, (3.66a)
uy =uy'sign(Tyé, +6,), £,=4) —q,. (3.66b)

Pti1 simulaci byly pouZity parametry robotu a zadané trajektorie z ptikladu
3.2 adale 7;=0,1s; 7, =0,05 s. Hodnoty u;" =10000 N.m a u;,' =10000 N
byly uréeny experimentalné.

Vysledky simulace jsou na obr. 3.9. Sledovani poZadované trajektorie, t;.
kruznice je kvalitni. Trajektorie z po¢ateéniho stavu x, =[1,2;0]" nebyla zadéna.

Priibéhy tizeni jsou typické pro klouzavy rezim, a proto nejsou ukazany.

1.6

y [m] |

1.2

0.8 1 Klasické

klouzavé fizeni
0.4 |

vy 35

0 0.4 0.8 12 x[m] 16

Obr. 3.9 Sledovani zadané trajektorie (kruznice) v kartézskych soutadnicich —
ptiklad 3.5
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4 ZAVER

Odborna monografie tesi zdklady navrhu fizeni nelinearnich dynamickych
systémt, které mohou byt popsany matematickymi modely ve standardnim
tvaru, nebo na tento tvar mohou byt upraveny. Hlavni pozornost je vénovana
predevsim robustnimu fizeni. Aplikacni ptiklady nejsou trividlni. Byly zvoleny
tak, aby nebyly pfili§ slozité a umoznily pochopit vlastni navrh fizeni a jeho
vlastnosti a zaroven aby ukazaly pouZzitelnost popsanych metod navrhu fizeni a
fizeni byla posuzovana pouze vizualné a ve vétsSiné piipadii mize byt jednoduse
zvySena vhodnym doladénim. Podstatného zvySeni kvality fizeni 1ze dosdhnout
rovnéZz kombinaci robustniho a nerobustniho fizeni.

I kdyZ jsou uvazovany ¢asové€ invariantni dynamické systémy bez plisobeni
poruchovych veli€in, robustni ftizeni je pouZitelné 1 pro Casové variantni
dynamické systémy s plsobenim poruchovych veli¢in. V pfipadé znalosti
matematického modelu a méfitelnosti poruchovych veli€in mize byt pro tyto
systémy pouzito 1 nerobustni fizeni.

Problematice nelinearnich systémtl jsou vénovany publikace [Celikovsky
2006; Huba 2003; Khalil 2002, Razim, Stecha 1997; Sastry 1999; Slotine, Li
1991; ViteCkova, Vitecek 2019]. Transformace na modely standardniho tvaru je
struéné¢ uvedena v monografii [Zitek, Vitecek 1999]. Publikace [Noskievi¢
1999; Zitek 1990] se zabyvaji tvorbou matematickych modeli dynamickych
systtmii  a jejich simulaci. Modelovani a fizeni mechanickych
a elektromechanickych systémd, robotii a manipulatora je popsano v [Liu, Wang
2012; Spong, Hutchinson, Vidyasagar 2020; Utkin, Guldner 2009].

Rizeni vyuZivajici malé dopravni zpozdéni 1 s rozSifenim na adaptivni
fizeni je popsano v [Roy, Kar 2020].

Odborna monografie je sobéstacna, a proto k jejimu studiu nejsou potiebné
zadné¢ dalsi publikace.
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PRILOHA A — Agrega¢ni matice

Agregacni matice jsou typu (m, n) a pouZivaji se u nelinedrnich systémii,
jejich? matematicky model ma standardni tvar (1.1) — (1.4). Jejich ndzev
vyplyva ztoho, ze ze stavovych proménnych agreguji do vybranych
proménnych vlastnosti dil¢ich podsystémtl.

Zikladni agregacéni matice
Zakladni agregacni matice D, je typu (m, n). V kazdém fadku ma pouze
jednu jedniCku na pozici g; odpovidajici nefazové rovnici, viz (A.1). Je to

nefazova rovnice, kterd je posledni z rovnic popisujicich j-ty dil¢i podsystém.
Na zbyvajicich pozicich jsou nuly.

i I 2 q q+1 ... ¢ g, +1 ... n ’
00 ... 1 0 .. 0 0 ... 0]1
o0 ... 0 0 .. 1 0 ... 02
p,=lasl=|. . 0o . . o . . o .|i
o0 .. 0 0 ... 0 0 .. 1|m

dim D, = (m,n) (A.1)

Vystupni agregacni matice

Vystupni agregacni matice D, je typu (m, n). V kazdém fadku ma pouze
jednu jedni¢ku na pozici g; ,+1 (g,=0) odpovidajici prvni fazové rovnici
nasledujici po nefazove rovnici g, , viz (A.2). Je to prvni fazova rovnice j-tcho
dil¢iho podsystému. Na zbyvajicich pozicich jsou nuly.

i 1 2 q q+1 ... g qg,+1 ... n]
10 ..0 0 .. 0 0 .. 0]

00 ..0 1 0 0 02
p,=la"]=lo 0 .. 0 o .. o 1 0|3,
0 L0 0 .|

00 ... 0 0 0 0 0 |m

dim D, = (m,n) (A.2)



166 Priloha

Agregacéni matice

Agregacni matice D je typu (m, n). V kazdém j-tém fadku je n; kladnych
Cisel [ve vztahu (A.3) reprezentovanych kiizkem x a jednickou], kterd urcuji
dynamické vlastnosti j-t€ého dil¢tho podsystému. Urcuji vlastné dil¢i
charakteristické mnohocleny s jednickou u nejvys$si mocniny, viz (A.3). Na
zbyvajicich pozicich jsou nuly.

J
i 1 2 ... q ¢+1 ... q¢ g, +1 ... n
'x x x 1 0 0 0 0]1
. 0 x x 1 0 .. 012
p=lg,]=|. .o . . o . . o _|i,
00 ..0 0 .. 0 0 .. 1|m
dim D = (m,n) (A.3)

Z vyse uvedenych tii agregaCnich matic nejCastéjsSi pouziti ma zakladni
agregacni matice D, .
Je tfeba si pamatovat, Ze plati (viz podkap. 1.1)
q;,=q;,,+n;, q,=0, qm:n:an. (A.4)

Jj=l1
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PRILOHA B - Striktni trojuhelnikovy tvar matematického
modelu

Obecngjsi striktni trojuhelnikovy tvar nez (1.31) ma matematicky model
z = fi(z) + gi(z)z,,
Z; = le(ZpZz) + gé(zl,zz)z3,

Zs :](3'(21,22,23)%—g;(Zl,Z2,Z3)Z4, (B.1)

Zo= f(215 20000 Z2,) + &0 (215 200y 2, U,

kde f a g/ jsou spojité diferencovatelné (dostatecné hladké) funkce.

Priklad B.1
Nelinedrni systém
z = fl(z) + g(2)z,, } (B.2)
Z, = f3(21,2,) + g5(21,2,)u

je tfeba transformovat na standardni tvar.
ReSeni:
Budeme pouzivat zjednoduSeny zapis a zavedeme nové promeénné
X, =2z, X, =X =Z. (B.3a)
Z prvni rovnice (B.2) vypocCteme
=1, .
=g -/, (B.3b)
pak prvni rovnici derivujeme podle ¢asu a dostaneme
T d ' ' ot .y ’ -
5= a(ﬁ +812)) = fi+ &1z, + 81%,.
Po dosazeni za z,, Z, a Gipravé obdrZime

Z :ﬁ'+g{[8{_](zl _flr)]"‘g{fzi"‘gl’gé”
> &2

a po uvazovani novych proménnych (B.3)
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Y=+ gle (- M+ eifi+ gigs u, (B:4)
fz (xpxg) gz (xl’xz)
kde
r ajr]! : afi, :
= Z = X,
A oz, | ox,
., Og . 0Og .
=22z =—20x,.
&1 oz, 1 o, 1

X =Xy,

X, = fo(x,%,) + g, (X, X, u. }

V souladu s (B.3) a (B.4) dostaneme hledany standardni tvar

(B.5)
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PRILOHA C - Lieova derivace a zpétnovazebni linearizace

Pii zpétnovazebni linearizaci muze byt vhodné pouziti Lieovy derivace
skalarni funkce A(x) podél (ve sméru) vektorové funkce f(x) definované
vztahem

ah(x) 8h(x)

—f(x)= Z‘i ox, (x), .1
dimxzdlmf(x):n, dlmh(x)zl,

kde h(x) je dostatecné hladka skalarni funkce vektoru x, f(x) — hladka

vektorova funkce vektoru x.

L h(x)=

Skalarni funkce A(x) se také nazyva skaldrni pole, protoZze kazdému x
pfifazuje hodnotu (skaldr). Podobné vektorova funkce f(x) se Casto nazyva
vektorové pole, protoze kazdému x pfifazuje vektor.

Derivace skalarni funkce A(x) podle vektoru x je gradient

oh(x) _ Vh(x) = {8}1 oh 8h}

0x ox, ox, ox

(C.2)

ktery v téchto textech vidy povaiujeme za iadkovy vektor.
Pro vektorove funkce f(x) a g(x) [dim f(x)=dimg(x)=dimx ]
8h(x) 6h(x)

L h(x) = f(x), Lh(x) =———g(x),

plati

L,L h(x)=L,|Lh(x)]=

O[L h
[fa—x(x)]gm. (C3)

V piipad¢, Ze f(x)= g(x), mizeme psat

oL h
L,L h(x)=L,h(x)= [fa—x(x)] f(x). (C.4)

Je zteymé, ze plati

L7h(x) =L Loh(x), Lih(x)=h(x), r=0,,.... (C.5)
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Priklad C.1

Pro nelinearni systém
x=f(x) (C.6)
byla urcena Ljapunovova funkce V'(x). Je tieba urcit jeji derivaci podle Casu ¢.
Reseni:

Pro derivaci Ljapunovovy funkce podle ¢asu plati

V( )_6V§cx) 8V(x)f( ) =
V(x)=L,V(x). (C.7)

Vidime, Ze derivace Ljapunovovy funkce V' (x) podle Casu ¢ pro nelinearni
systém (C.6) je Lieova derivace Ljapunovovy funkce V(x) podél vektorové
funkce f(x).

Uvazujme jednorozmérovy nelinearni systém

_ N ,

%= f(x)+ g } Csa)

y = h(x),

dimx=dim f =dimg=n, dimy=dimi=dmu=1 (C.8b)
a derivujme vystupni proménnou y podle Casu

oh(x) . Oh(x 8h
0x ox \
Lh L,h
y=Lh+(Lhu. (C.9)

Vystupni veli¢inu y budeme derivovat tak dlouho, az L gL}_lh =0, t].
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y=Lh+(Lhyu
%,_J
=0
y=Loh+(L,L hyu
=0 . (C.10)

Y =L h+(L,L hyu
%/_/
#0

Pokud pfi r-té derivaci vystupni proménné y podle Casu ¢ se objevi fizeni
(vstupni proménnd) u, pak hodnota r je relativni stupeii dan¢ho systému (C.8),
viz podkapitola 1.4.

Jednorozmérovy nelinearni systém ma relativni stupen r, kdyz
-1 k
LU h(x)=0 a L,L:h(x)=0 pro k<r-—I. (C.11)
Protoze vlastnosti nelinearnich systémii mohou byt pouze lokalni, proto
1 relativni stupen » plati pouze pro dany stav x a jeho blizké okoli.
Je zteymé, Ze relativni stupeni r zavisi na funkci 4.

Pokud » <n, pak u linearnich systému v pfenosu vystupuje n —r nul, které
mohou byt stabilni i nestabilni.

U nelinearnich systémil pro » <n vystupuje tzv. vnitini dynamika, ktera se
neprojevuje na vystupu (neni pozorovatelnd) a kterd rovnéz miize byt stabilni
1 nestabilni. Tato problematika u nelinearnich systémi je sloZitd a piekracuje
ramec téchto texti.

Nastésti u standardnich nelinearnich systému vzdy plati »=n, tj. problém
vnitini dynamiky nevystupuje (viz podkapitola 1.4).

Priklad C.2

S vyuzitim Lieovy derivace je tfeba urcit relativni stupent » nelinedrniho
systému (2.16) z ptikladu 2.1

= f(2)+8()u, }

Y= h(z). (C.12a)

kde
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z= [ZI,ZZ]T,T f(2)=[~z +z,,—sin(z)]", .1
g(z)=[0,2]", h(z)=z,.
Reseni:

Postupn¢ budeme derivovat vystupni promeénnou

y podle casu ¢
a dostaneme

Y 0z 0z 0z
th Lgh

- o{_z} 22}[1 o]{ }u:
—sin( z,)
Lj,h Lgh:O

y=Lih=-z+z,,

gL ALy, o) oLb)

T or T o O
h L
—[-1 1]{:;;23}[—1 1]mu =
L LLh

V=zy—z,—sin(z,)+2u. (C.13)

ProtoZe tizeni u se objevi pii 2. derivaci, proto relativni stupen nelinedrniho
systemu (C.12) je r=2.

Uvazujme jednorozmérovy nelinearni systém (C.8) a vztahy (C.10), které
rozsifime o vystupni proménnou

y:L(}hzh

a zavedeme nové stavove promeénné, tj.
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X =y= L(}-h,
X, =y= Llfh,
o L2 h,
BEY=Ey (C.14)
(r-1) _ yr-1
—Lf h,

X. =y
X, =y =L h+(L,L7 hu.

Protoze
LL7h=0, (C.15)

muzeme pouzit fizeni [viz posledni fadek v (C.14)]
1

0 r
u=———w —-Lh C.16
LgL’}-_lh( s ) ( )

a dostaneme

X =Xy,
Xy = Xy,

(C.17)

. 0
X, =U .

r

Vidime, ze doSlo ke zpétnovazebni linearizaci vstup-vystup pro y =x,.

Protoze v téchto textech predpokladdme pouze standardni nelineédrni
systémy, pripadné systémy, které se na né daji transformovat, plati r=n.
V tomto piipadé relativni stupenn » je roven fadu nelinedrnich systému n. Jinak
by zpétnovazebni linearizace byla CasteCna a vystupovala by zde vnitini
dynamika. Protoze »=n zpétnovazebni linearizace vstup-vystup je soucasné
linearizaci vstup-stav.

Protoze pifi zpétnovazebni linearizaci byly zavedeny nové stavové
proménné a pii fizeni jsou piimo méfeny nebo pomoci pozorovatele nepiimo
zjiStovany plivodni stavové proménné, je tfeba najit mezi nimi pievodni vztahy.

Priklad C.3

Je tfeba zpétnovazebné linearizovat nelinearni systém (C.12) z ptfedchoziho
ptikladu C.2.



174 Priloha

Reseni:
Vyuzijeme vysledky zptedchoziho piikladu C.2. Protoze r=n=2,
linearni fizeni (C.16) je
1

0 g2
u= u —L.h),
L,Lh (=)
kde
Lih=z —z,—sin(z), L,Lh=2,
tj.
1 :
u:E[u —z,+z, +sin(z;)]. (C.18)
V souladu se vztahy (C.14) zavedeme nové stavové promeénné
X =Y,
X, =y =—2,+2,, (C.19)

Po dosazeni fizeni (C.18) dostaneme

X, =1’ =

X, =X,,

. 0 } (C.20)
X, =u .

Je ztejmé, Ze vztahy mezi piivodnimi a novymi stavovymi proménnymi
muzeme snadno urcit na zaklade (C.19)

A } = {Zl:xl’ (C.21)

Z obou pitikladl vyplyva, ze pouzitim Lieovy derivace se vlastni upravy
a vypocty nezjednodusi, ale umozni obecny zapis, viz relativni stupenn (C.11)
a zpétnovazebni lineariza¢ni tizeni (C.16).

Vyhodou Lieovy derivace kromé& moznosti obecného vyjadieni relativniho
stupné a zpétnovazebni linearizace je, Zze pro » =n se soucasné¢ se zpétnovazebni
linearizaci obchazi transformace na standardni tvar [porovnej se vztahem (1.29a)
z prikladu 1.4]
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f,(x)=Lh(x) a g,(x)=L,L " h(x). (C.22)

Pro mnohorozmérové nelinearni systémy si uvedeme pouze vysledné
vztahy pro zpétnovazebni linearizaci vstup-vystup.

Je uvazovan Ctvercovy nelinedrni systém ve tvaru (1.55)
. m
i=f(2)+2g;(2u,,
j=1

y=h(z),

dimz =dim f =dimg, =», dimu=dim y=dimh=m (C.23b)

(C.23a)

kde f, g, a h jsou obecn¢ nelinearni vektorove funkce, pfiemz h je
dostatecné hladka.

Pak lze psat
yl(”l)
y(”z)
2 |=a()+ B () u, (240
: (m,1) (m,m) (m,1)
EX
kde
L;]‘hl(z)
L2h
m,l) :
Ly, (2)
L, Lv'm(z) L, Ly 'h(z) - L, L'V'h(z)
L, L 7'h(z) L L3 'hy(z) - L, L'hy(2)
( B )(Z) = | (C24C)
Lo L 7'h(2) Ly Ly 'h,(z) -+ Ly Ly 'h, ()]

Je-1i ¢tvercova matice B fadu m regularni, tj.
rank B(z)=m < detB(z)#0, (C.25)

pak fizeni
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u=B"'(z)[u’ —a(z)] (C.26)
zajisti pro

H+r+-+r,=r<n (C.27)
casteCnou zpétnovazebni linearizaci vstup-vystup. V tomto piipad¢ cast
nelinedrniho systému vytvaifi nepozorovatelnou vnitini dynamiku a vznika
naro¢ny problém zajisténi jeji stability.

Pokud (4. n=n,, r,=n,,...,x, =n,,)

KAyt =r=n (C.28)
fizeni (C.26) zajisti (plnou) zpétnovazebni linearizaci vstup-vystup (stav)
a problém vnitini dynamiky nevznikne.

V tomto pfipad€ pivodni nelinedrni systém pii zpétnovazebni linearizaci
byl souc€asné transformovan na standardni tvar s novymi stavovymi proménnymi
X|sX,5,...,X,, Které se pfifadi k vystupnim proménnym pro (C.28), tj. » =n

xl(nl) — yl(nl)’

(ny) _ ,(n3)
quil_yzz’

(C.29)

(n,) _ (1)
xqm_l - ym )

Po zpétnovazebni linearizaci vstup-vystup (stav) [tj. po pouziti fizeni
(C.26)] se dostane systém n-t€ho fadu s m podsystémy skladajici se ze sériove
fazenych integratord, viz vztahy (1.21) — (1.23) a obr. 1.2.

Pokud byly zavedeny nové stavové proménné x;, pak je tfeba najit vztahy
mezi nimi a puvodnimi stavovymi proménnymi z;, které u fizen¢ho
nelinearnitho  systému jsou ziskavany piimo meéfenim nebo nepiimo
pozorovanim (estimaci).

Je tfeba si uvédomit, Ze po zpétnovazebni linearizaci vlastni fizeni je
navrhovano na zéklad€ novych stavovych proménnych x;.

Priklad C .4
U nelinearniho systému (2.145) z ptikladu 2.10
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x=f(x)+G(x)u, } (C.30a)
y = h(x),

X, | X, 0 0
xX=x| f=lxxx-x|,G=|1 1|,

X, — X, 0 1+x5 (C.30b)

je tteba provést zpétnovazebni linearizaci vstup-vystup (stav) pomoci Lieovy
derivace.

Reseni:
Na zéklad¢ vztaht (C.24) — (C.26) mizeme psat
Oh, . _Oh

yl:ax 8xl = 2
Loy

V=X = XXX, — X, + u + U, = rn=n=2,

Ln (L L, (L Lk,
yzz%x_g—lx3 x3+(1%+/x_§2u2 = r,=n,=1.

Lh, L, L:h,
Vidime, Ze relativni stupen nelinedrniho systétmu (C.30) je
r=r+rn=n+n,=n=2+1=3.

Je to zieymé, protoZe nelinearni systém (C.30) je ve standardnim tvaru.
Z tohoto diivodu se nemusely meénit stavové proménné x,, x, a x;.

Nyni jiZ miZzeme urcit zpétnovazebni linearizacni fizeni (C.26), kde

B Liph1 (X) | | x%x5 — X,
a(x) _{L?hz(x)} —{ y, }, (C.31a)

Ly, Ly (x) ngthl(x)}{l : } (C.31b)

(x):{ h h 1422 |
L, Lihy(x) L, Lyhy(x) 0 1+x5

£.
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1
! _1+x2 u? XX, X, — X
"= [ {[ 10}{1“ 2}} (C.32)
0 Uy e
1+x22

Pouzitim fizeni (C.32) u nelinearniho systému (C.30) dojde ke
zpétnovazebni linearizaci vstup-vystup (stav)

X = X,
X, = uloa
X, :ug, (C.33)
Vi =X
Yo = X3.

Linearizovany systém je tvofen dvéma linedrnimi podsystémy. Prvni se
sklada ze dvou sérioveé zapojenych integratorti a druhy z jednoho integratoru.

Ze srovnani s ptikladem 2.10 vyplyva, Ze plati
a(x)=f,(x) a B(x)=G,(x), (C.34)

proto podminkou fiditelnosti nelinearniho systému (C.30) je regularita matice
B(x) [viz (C.25)].



Priloha 179

PRILOHA D - Podminky pro vyuZiti malého dopravniho
zpozdéni pri Fizeni
Ukazeme, Ze fizeni vyuzivajici malé dopravni zpozdéni (TDC) zajisti pro
agregovany fizeny systém [viz (1.14), (1.16), (2.76)
x,(0) = fu[x(D]+ G [x()]u(?) (D.1)

vlastnosti uzavieného systému fizeni vyjadiené pozadovanym agregovanym
modelem [viz (2.38)]

e, ()= f, le(1)]. (D.2)

Pokud matematicky model agregovaného tizené¢ho systému (D.1) je zndmy,
pak takové nerobustni fizeni je ddno vztahem [viz (2.41)]

u(t) =G, [x(OIE) () - £ [e@)]}- G, [xO1£,[x(1)]. (D.3)
1 2

kde prvni vyraz =zajisti pozadované vlastnosti a druhy vyraz zajisti
zpétnovazebni linearizaci.

Pomoci malého dopravniho zpozdéni % lze odhadnout nelinearitu [viz
(2.78)]

JulxO]= fo [xO)=x,(t—h)— G, ut-h), (D.4)

kde G, je vhodné zvolena konstantni Ctvercovd matice fadu m, kterd je
(hrubym) odhadem matice G,[x(?)].

Nyni pouzijeme fizeni (D.3) u fizeného systému (D.1) pro odhad (D.4)
a dostaneme

%,(t) = £,[x(0]+ G,[x(0]G % (0) = £ le(0)]]+
-G, [x(DIG,x,(t—h)+  G,[x(0)]u(—h)
X, (t—h) = f,[x(t — )]

ProtoZe pro & — 0 plati
G, [x(t—h)] = G [x()], (D.5)
tj.
G, [x(t—M]u(t = h)=x,(t =h) = f,[x(t = h)] -
= G [x(O)u(t —h) = x,(t = 1)~ f,[x( = h)],

lze psat

(D.6)
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%,(6) = £IxX(O]+ G [x(OIG %! () — £ le()]}+
+x,(t—h) -G, [x(OIG. %, (t = h)— f,[x(t - h)].

-G, [x(0)]1G,. ., (1-h)
Po Upravé dostaneme
%,(1) = = G,[x(DIG,, %, (t = ) + £,[x()] - f,[x(c ~ )]+
+G,[xXOIG, ) (1) - £ Te()])
Protoze pro & — 0 plati
X (t=h) = x,(6), f.Ix(t—)]—> £IxO)], (D.8)
muzZeme psat
%,(0) =1 - G,[x(1)]G}! }x,(0) + G [x(DIG, &2 (O) — £, Te()]} =
G LX(1)]G, %, (1) = G,Lx(D]G, k! (1) - £ Tet)]} =
é,(0) = fTe®)].

Vidime, Ze tizeni (D.3) pro odhad (D.4) skute¢né realizuje poZadovany
agreovany model uzavien¢ho systému ftizeni (D.2). Nyni si ukaZeme, jaké
podmince musi vyhovovat odhad G, .

(D.7)

Uvazujme vztah (D.7) pro Cas ¢ zpozdény o A, tj.
%, (0~ h) =1 =G, [x(t ~ WG, i, (1~ 2h) + f,[x(t — h)] +
— £,[X(t = 2]+ G, [x(t — G, &2t — ) — £, Te(¢ — )]
a odecteme od vztahu (D.7). ProtoZe plati (D.5) a (D.8), 1ze psat

x,(6)— %, (t — h) = L~ G, [x (]G, [, (t — h) — %, (¢ — 2h)] (D.9)
%, ~ %, ~ )| <[l - G,Lx(01G,. || | %,
Aby platilo

|x, () — %, (¢ = h)| <||x,(t = h) — %, (t = 2h) |,

musi platit

G, [x(1)]G, —IH <1. (D.10)
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