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Seznam pou�itých symbolů a zkratek 

A koeficient 
ai

 koeficient charakteristického polynomu N(v) 
Aδ stavová matice systému u delta stavového modelu 
B koeficient 
Bδ stavová matice (vektor) řízení u delta stavového modelu 
C konstanta 
c výstupní matice (vektor) systému delta stavového modelu 
C integrační hranice � vnitřek oblasti konvergence X(γ) a obklopuje jednou v�echny 

singularity X(γ) v kladném směru 
D operátor přímé D-transformace 
D-1 operátor zpětné D-transformace 
e základ přirozeného logaritmu e≈2,7182 
e regulační odchylka 
g(kT) originál diskrétní impulsní funkce 
G(γ) obraz diskrétní impulsní funkce 
G přenos 
GR obraz přenosu regulátoru 
GS obraz přenosu soustavy 
k(kT) originál diskrétní přechodové funkce 
H(γ) obraz diskrétní přechodové funkce 
I jednotková matice 
Im imaginární část komplexního čísla 
j imaginární jednotka, 1−=j  
k relativní diskrétní čas ( k = 0,1,2,...) 
ki koeficient přenosu 
kP zesílení regulátoru 
kT diskrétní čas 
lim limita 
L operátor přímé L-transformace 
L-1 operátor zpětné L-transformace 
m řád pravé strany diferenční rovnice, stupeň polynomu M 
M polynom v čitateli přenosu 
n řád levé strany diferenční rovnice, stupeň polynomu N 
N polynom ve jmenovateli přenosu, charakteristický polynom 
Re reálná část komplexního čísla 
s komplexní proměnná L-transformace 
t spojitý čas 
T vzorkovací perioda, časová konstanta 
T0,T1 setrvačné časové konstanty 
Td dopravní zpo�dění 
TD derivační časová konstanta 
TI integrační časová konstanta 
Tw setrvačná časová konstanta uzavřeného regulačního obvodu 
u vstupní signál, akční veličina 
U obraz vstupního signálu, obraz akční veličiny 
v poruchová veličina, komplexní proměnná bilineární transformace 
vi kořeny transformovaného polynomu N(v) 
V obraz poruchové veličiny 
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w �ádaná veličina 
W obraz �ádané veličiny 
x(kT) originál diskrétní časové funkce 
X(γ) D-obraz  komplexní funkce definované v oblasti komplexní proměnné 
y výstupní signál, regulovaná veličina 
Y obraz výstupního signálu, obraz regulované veličiny 
z komplexní proměnná Z-transformace 

 
α,β konstanty závislé na překmitu 
αi koeficienty levé strany delta diferenční rovnice 
βj koeficienty pravé strany delta diferenční rovnice 
γ komplexní proměnná D-transformace 
γi póly přenosu, kořeny charakteristického polynomu N(γ)  
δ delta operátor 
δ(kT) diskrétní Diracův impuls 
η(kT) diskrétní Heavisideův skok 
κ překmit 
ω úhlový kmitočet 
ω0 netlumený úhlový kmitočet 
ξ0 koeficient poměrného tlumení 

 
 

A/Č analogově-číslicový převodník 
AR analogový regulátor 
Č/A číslicově-analogový převodník 
ČR číslicový regulátor 
LSDS lineární stacionární dynamický systém 
P proporcionální regulátor 
PD proporcionálně-derivační regulátor 
PI proporcionálně-integrační regulátor 
PID proporcionálně-integračně-derivační regulátor 
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1 Základní vlastnosti D-transformace 

1.1 Delta operátor 
Pro popis jednotlivých delta modelů zavádíme delta operátor. Definujeme jej jako relativní 

dopřednou diferenci 

( ) ( ) ( )[ ] ( )
T

kTxTkx
T
kTxkTx −+=∆= 1δ  (1.1) 

 
kde ( ){ }kTx je diskrétní časová funkce, k  je relativní diskrétní čas a T  je vzorkovací perioda. 

Výhodou delta operátoru je, �e pro 0→T  přechází na operátor derivace zprava 
t
x

d
d . 

Z tohoto hlediska mů�e delta operátor přispět ke sjednocení spojité a diskrétní teorie. Dal�í 
výhodou je odolnost algoritmů pou�ívaných pro analýzu a syntézu proti ztrátě dobré numerické 
podmíněnosti vlivem zvy�ující se frekvence vzorkování. 

1.2 D-transformace 
D-transformace je matematický aparát, který nám umo�ňuje snadný popis, analýzu a syntézu 

diskrétních systémů. Je určitou modifikací Z-transformace. 
Pro definici D-transformace si zavedeme novou komplexní proměnnou 

T
z 1−=γ  (1.2) 

kde z  je komplexní proměnná Z-transformace. Potom přímou D-transformaci definujeme (viz 
[Mindeková 1996]) jako  

∑
∞

=

−+==
0

)1)(()()}({
k

kTkTxTXkTxD γγ  (1.3) 

a inverzní D-transformaci jako 

∫ −− +==
C

kTX
j

XDkTx γγγ
π

γ d)1)((
2
1)}({)( 11  (1.4) 

 
Aby diskrétní časová funkce ( )kTx  byla originálem, musí být: 
 nulová pro záporné k , tj. 





<
=

=
0 pro0

210 pro         )(
)(

k
,...,,kkTx

kTx  (1.5) 

- exponenciálního řádu, tzn. musí platit nerovnost 
kTaMekTx 0)( ≤  kde ( ) ,...2,1,0 ,; ,0 0 =∞∞−∈> kaM  (1.6) 

První podmínku splníme vynásobením dané diskrétní časové funkce diskrétním Heavisideovým 
skokem definovaným 





<
=

==
0 pro0

,...2,1,0 pro         1
)(

k
k

kTη  (1.7) 

Srovnáním definičních vztahů pro přímou Z-transformaci a D-transformaci obdr�íme 
následující vztahy mezi D-obrazem a Z-obrazem: 

T
zX

T
zX 1)(1)( −== γγ  (1.8) 
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L-transformaci mů�eme z D-transformace obdr�et jednoduchým nastavením vzorkovací 
periody na nulu. To je velmi u�itečná vlastnost D-transformace, neboť nám umo�ňuje podat 
sjednocenou transformační teorii, která současně zahrnuje jak diskrétní tak spojité případy. 

Odvození: 

Do výrazu 
T

z 1−=γ  dosadíme vztah mezi L a Z-transformací 

Tsez =  (1.9) 
potom pro limitní přechod platí: 

sse
T

e Ts

T

Ts

TT
==−=

→→→ 000
lim1

limlimγ  (1.10) 

tedy 
)()(lim

0
sXX

T
=

→
γ  (1.11) 

1.3 Základní vlastnosti D-transformace 

1.3.1 Linearita 

[ ]

)()()1()()1()(

)1()()()}()({

2211
0

22
0

11

0
22112211

γγγγ

γ

XaXaTkTxTaTkTxTa

TkTxakTxaTkTxakTxaD

k

k

k

k

k

k

±=+±+=

=+±=±

−
∞

=

−
∞

=

∞

=

−

∑∑

∑
 

)()()}()({ 22112211 γγ XaXakTxakTxaD ±=±  (1.12) 

1.3.2 Posuv v časové oblasti vpravo (zpo�dění) 
zpo�dění o vzorkovací periodu T  

( )[ ] ( )[ ]( )∑
∞

=

−+−=−
0

11}1{
k

kTTkxTTkxD γ  

polo�íme-li 1−= ki , potom 

( )[ ]{ } ( )( )∑
∞

−=

−−+=−
1

111
i

iTiTxTTkxD γ  

Aby funkce ( )iTx  mohla být originálem, musí být pro záporný čas nulová, tzn. ( ) 0=−Tx . 
Vý�e uvedený výraz lze potom napsat: 

( )[ ]{ } ( )( )∑
∞

=

−−+=−
0

111
i

iTiTxTTkxD γ  

Dal�ími úpravami obdr�íme: 

( )[ ]{ } ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )∑

∑
∞

=

−−

∞

=

−−

+
=++=

=++=−

0

1

0

1

1
111

111

i

i

i

i

X
T

TiTxTT

TTiTxTTkxD

γ
γ

γγ

γγ
 

( )[ ]{ } ( )γ
γ

X
T

TkxD
+

=−
1
11  (1.13) 

b) zpo�dění o mT , viz [Mindeková 1996] 
( )[ ]{ } ( ) ( )γγ XTTmkxD m−+=− 1  (1.14) 

kde 
m  je libovolné přirozené číslo 
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1.3.3 Posuv v časové oblasti vlevo (předstih) 
a) předstih o vzorkovací periodu T  

( )[ ]{ } ( )[ ]( )∑
∞

=

−++=+
0

111
k

kTTkxTTkxD γ  

Polo�íme-li 1+= ki , potom 

( )[ ]{ } ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )011

0111

0111

0

0

1

xTTXT

xTTTiTxTT

xTTTiTxTTkxD

i

i

i

i

γγγ

γγγ

γγ

+−+=

=+−++=

=+−+=+

∑

∑
∞

=

−

∞

=

+−

 

( )[ ]{ } ( ) ( ) ( ) ( )0111 xTTXTTkxD γγγ +−+=+  (1.15) 
b) předstih o mT ,viz [Mindeková 1996] 

( )[ ]{ } ( ) ( ) ( )( )∑
−

=

−+−+=+
1

0

11
m

k

kmm TkTxTXTTmkxD γγγ  (1.16) 

kde m je libovolné přirozené číslo 

1.3.4 Obraz dopředné diference 
a) diference 1. řádu 

( ){ } [ ] ( ){ }kTxTkxDkTxD −+=∆ 1  
Vyu�itím vlastnosti linearity D-transformace (1.12): 

( ){ } ( )[ ]{ } ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01011

1
xTTTXXxTTXT

kTxDTkxDkTxD
γγγγγγγ +−=−+−+=

=−+=∆
 

( ){ } ( ) ( ) ( )01 xTTTXkTxD γγγ +−=∆  (1.17) 
 
b) diference n -tého řádu, viz [Mindeková 1996] 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−

=

−− ∆+−=∆
1

0

1 01
n

i

iinnn xTTTXTkTxD γγγγ  (1.18) 

1.3.5 Obraz zpětné diference 
a) diference 1. řádu 

( ){ } ( ) ( )[ ]{ } ( ){ } ( )[ ]{ }
( ) ( ) ( )γ

γ
γγ

γ
γ X

T
TX

T
X

TkxDkTxDTkxkTxDkTxD

+
=

+
−=

=−−=−−=∇

11
1

11
 

( ){ } ( )γ
γ

γ X
T

TkTxD
+

=∇
1

 (1.19) 

b) diference n -tého řádu, viz [Mindeková 1996] 

( ){ } ( )γ
γ

γ X
T

TkTxD
n

n






+

=∇
1

 (1.20) 

 

1.3.6 Obraz dopředné sumace 
Dopředná sumace je dána vztahem: 

( ) ( )∑
−

=

=
1

0

k

i
iTxTkTy  

Předpokládáme, �e ( ) 00 =y . Odvození obrazu dopředné sumace pomocí dopředné diference 
( )kTy∆ : 
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( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )kTTxiTxTiTxTkTyTkykTy
k

i

k

i
=−=−+=∆ ∑ ∑

=

−

=0

1

0

1  

Provedeme-li D-transformaci vztahu ( ) ( )kTTxkTy =∆ , obdr�íme: 
( ) ( )γγγ TXTY =  

potom ( ) ( )γ
γ

γ XY 1=  

( ) ( )γ
γ

XiTxTD
k

i

11

0

=






 ∑

−

=
 (1.21) 

 

1.3.7 Obraz zpětné sumace 
Zpětná sumace je dána vztahem: 

( ) ( )∑
=

=
k

i
iTxTkTy

0

 

Obraz zpětné sumace určíme pomocí zpětné diference ( )kTy∇ : 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )kTTxiTxTiTxTTkykTykTy
k

i

k

i
=−=−−=∇ ∑∑

−

==

1

00

1  

Provedeme-li D-transformaci vztahu ( ) ( )kTTxkTy =∇ , obdr�íme: 

( ) ( )γγ
γ

γ TXY
T

T =
+1

 

potom 

( ) ( )γ
γ
γγ XTY += 1  

( ) ( )γ
γ
γ XTiTxTD

k

i

+=






 ∑

=

1
0

 (1.22) 

1.3.8 Obraz delta diference 
a) delta diference 1. řádu 

( ){ } ( )[ ] ( )( )

( )[ ]( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0110111

111

11

0 0

0

xTXX
T

xTXT
T

TkTxTTkx

T
T

kTxTkxTkTxD

k k

kk

k

k

γγγγγγγ

γγ

γδ

+−=−+−+=

=+−++=

=+−+=

∑ ∑

∑
∞

=

∞

=

−−

−
∞

=

 

( ){ } ( ) ( ) ( )01 xTXkTxD γγγδ +−=  (1.23) 
 
b) delta diference n -tého, řádu viz [Mindeková 1996] 

( ){ } ( ) ( ) ( )∑
−

=

−−+−=
1

0

1 01
n

i

iinnn xTXkTxD δγγγγδ  (1.24) 

 

1.3.9 Konvolutorní součet 
Konvolutorní součet mů�eme zapsat následovně: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

==−=−=
k

i

k

i
kTgkTukTukTgTikuiTgTTikgiTuTkTy

0 0

**  



  9 
 

Václav Chytil KAT ATŘ V�B-TU Ostrava 
 

Pro odvození obrazu konvolutorního součtu si nejprve upravíme vztah pro jeho výpočet: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∑ ∑∑
=

∞

+=

∞

=

−−−=−=
k

i kii
TikgiTuTTikgiTuTTikgiTuTkTy

0 10

 

Výraz ( ) ( )[ ]∑
∞

+=

−
1ki

TikgiuT  je roven nule, proto�e argument u funkce ( )[ ]Tikg −  je záporný. 

Aby funkce ( )[ ]Tikg −  mohla být originálem, musí být pro záporný čas nulová. 
potom 

( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

−=
0i

TikgiTuTkTy  

Provedeme-li D-transformaci předchozího vztahu, obdr�íme: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )γγγγγ

γ

GUGTiTuTTTikgTiTuT

TTikgiTuTTTikgiTuTD

i

i

i

k

k

k

k

ii

=+=








+






 −

=








+






 −=







 −

∑∑ ∑

∑ ∑∑
∞

=

−
∞

=

−
∞

=

∞

=

−
∞

=

∞

=

00 0

0 00

11

1
 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )γγγγ UGGUTikgiTuTD
k

i
==







 −∑

=0
 (1.25) 

 

1.3.10 Počáteční hodnota v časové oblasti 
Z definičního vzorce D-transformace (1.3) dostaneme přímo vztah pro výpočet počáteční 

hodnoty v časové oblasti: 

( ) ( )γ
γ

X
T

x 1lim0
∞→

=  (1.26) 

 

1.3.11 Koncová hodnota v časové oblasti 
Z definičního vzorce (1.3) obdr�íme: 

( ) ( )∑
∞

= →
=

0 0

1lim
k

X
T

kTx γ
γ

 

Vyu�itím ji� dříve odvozené korespondence (1.17) a vý�e uvedeného vztahu: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]011lim
00

xTTTX
T

kTx
k

γγγ
γ

+−=∆
→

∞

=
∑  

Proto�e platí: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

−∞=∆
0

0
k

xxkTx  

pak po úpravě dostaneme hledaný výraz pro výpočet koncové hodnoty v časové oblasti: 
( ) ( )γγ

γ
Xx

0
lim

→
=∞  (1.27) 

 

1.3.12 Derivace v oblasti komplexní proměnné 
K odvození vyu�ijeme definičního vzorce (1.3). Derivací tohoto vztahu podle komplexní 

proměnné γ obdr�íme: 
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( ) ( )( ) ( ){ }kTkTxD
T

TkTkTxTX k

k γ
γ

γ
γ

+
−=+−= −−

∞

=
∑ 1

11
d

d 1

0

 

potom: 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
γ
γγ

γ
γ

γ
γγ

d
d

d
d

d
d1 XTXXTkTkTxD −−=+−=  (1.28) 

 

1.3.13 Hodnota sumy v časové oblasti 
Z definičního vzorce D-transformace (1.3) po úpravě vyplývá: 

( ) ( )∑
∞

= →
=

0 0
lim1

k
X

T
kTx γ

γ
 

Provedeme-li derivaci vzorce (1.3) podle komplexní proměnné γ , obdr�íme: 
( ) ( )( )∑

∞

=

−−+−=
0

11
d

d
k

kTkTkTxTX γ
γ
γ  

po úpravě: 

( ) ( )∑
∞

= →
−=

0 0 d
dlim1

k

X
T

kTkTx
γ
γ

γ
 

( ) ( )

( ) ( )∑

∑
∞

= →

∞

= →

−=

=

0 0

0 0

d
dlim1

lim1

k

k

X
T

kTkTx

X
T

kTx

γ
γ

γ

γ

γ
 (1.29) 

 

1.3.14 Operace podle nezávislého parametru 
Při odvozování dále uvedených vztahů se vychází ze vztahů pro Z-transformaci a do�lo se 

k těmto závěrům, viz [Mindeková 1996]: 

( ){ } ( )aXakTxD ,, γ=  
( ) ( )aXakTxD

aaaa
,lim},lim{

00

γ
→→

=  

( ) ( )

( ) ( )∫∫ =












∂
∂=









∂
∂

2

1

2

1

d,d,

,,

a

a

a

a

aaxaakTxD

a
aX

a
akTxD

γ

γ

 

(1.30) 

1.3.15 Obraz periodické funkce (perioda = mT) 

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ } ( ) ( ) ( )[ ]
( )

( )γ
γ

γγγ X
T

TTXTmkxTmkxkTxD m
mm

−
−−

+−
=+++++=+−+−+

11
1...111...2 2

 
Odvození bylo provedeno na základě vztahu (1.14) a vlastnosti následující geometrické řady, viz 
[Bartsch 1987]: 

v
vv

−
=+++
1
1...1 2 , kde pro ná� případ ( ) mTv −+= γ1 . 

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }
( )

( )γ
γ

X
T

TmkxTmkxkTxD m−+−
=+−+−+

11
1...2  (1.31) 
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1.3.16 Násobení exponenciální funkcí v časové oblasti 

( ){ } ( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )∑

∑ ∑
∞

=

−

∞

=

∞

=

−±−

=+=

=+=+=

0

0 0

1

11

k

k

k k

kaTkakTakT

uXuTkTxT

eTkTxTTkTxeTkTxeD γγmm

 

Zavedeme substituci: 
( )

[ ] aTaT

aT

ee
T

u

eTuT

±±

±

+−=

+=+

γ

γ

11
tedy

11
 

( ){ } [ ] 



 +−= ±± aTaTakT ee
T

XkTxeD γ11m  (1.32) 

 

1.3.17 Změna měřítka (podobnost) 
Dosazením za ceaT =  do vztahu (1.32) obdr�íme 

( ){ } 



 +−=






 +





 −=

cT
TcX

ccT
XkTxcD k γγ 11111  

( ){ } 



 +−=

cT
TcXkTxcD k γ1

 (1.33) 

 
Vý�e uvedené základní vlastnosti D-transformace jsou shrnuty formou tabulky jako příloha. 
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2 Delta modely 
Pomocí delta modelů mů�eme provést popis chování lineárních stacionárních dynamických  

systémů se vstupní veličinou ( )kTu  a výstupní veličinou ( )kTy . 
 

LSDS 
u(kT) y(kT) 

 
Obr. 2-1 LSDS s jedním vstupem a jedním výstupem 

2.1 Popis dynamických systémů pomocí delta modelů 

2.1.1  Lineární delta diferenční rovnice s konstantními koeficienty 
Delta diferenční rovnice jsou určeny pro popis vlastností lineárních stacionárních 

dynamických systémů (LSDS) v časové oblasti: 

( ) ( )∑∑
==

=
m

j

j
j

n

i

i
i kTukTy

00

δβδα  (2.1) 

kde ji βα ,  jsou konstantními koeficienty 

( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) ( ).:platí 0 pro,11

,:platí 0 pro,11

011

011

kTukTuikTuTku
T

kTu

kTykTyikTyTky
T

kTy

iii

iii

==−+=

==−+=

−−

−−

δδδδ

δδδδ
 

Počáteční podmínky: 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).0,...,0,0,0

,0,...,0,0,0
12

12

uuuu
yyyy

m

n

−

−

δδδ
δδδ

  

Celkem tedy máme n+m počátečních podmínek. 
Proto�e výstupní signál nemů�e předbíhat vstupní signál, zavádíme tzv. podmínky fyzikální 

realizovatelnosti: 

podmínka. silná
podmínka, slabá

mn
mn

>
=

 

Statická charakteristika 0   , 0
0

0 ≠= α
α
β

uy . 

Pro spojité systémy: 
( ) ( )

( ) ( )k

i
k

i
i

txkTx

t
txkTx

T

→

→
→ d

d

0
δ

. 

2.1.2 D-přenos G(γγγγ) 
D-přenos popisuje vlastnosti LSDS v oblasti komplexní proměnné γ. Je dán poměrem obrazu 

výstupní veličiny ( )γY  k obrazu vstupní veličiny ( )γU  při nulových počátečních podmínkách. 
Provedeme D-transformaci rovnice (2.1), pro nulové počáteční podmínky, dostaneme 

následující rovnici: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )γβγγβγγβγαγγαγγα UUUYYY m

m
n

n 0101 ...... +++=+++  
po úpravě: 

( )[ ] ( )[ ]0101 ...... βγβγβγαγαγαγ +++=+++ m
m

n
n UY . 
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D-přenos má potom tvar: 

( ) ( )
( )

( ){ }
( ){ } 01

01

...
...

αγαγα
βγβγβ

γ
γγ

+++
+++

=== n
n

m
m

kTuD
kTyD

U
YG  (2.2) 

Počáteční podmínky:  nulové 

Podmínky fyz. realizovatelnosti: 
podmínka. silná
podmínka, slabá

mn
mn

>
=

 

Statická charakteristika:  ( ) 0,lim 00
≠



=

→
αγ

γ
uGy  

L � přenos vyjádřený pomocí komplexní proměnné s: 

 ( ) ( )
sT

GsG
=→

=
γ

γ
0

lim  

Z � přenos vyjádřený pomocí komplexní proměnné z: 

  ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

T
z

T
z

G
U

T

Y
T

zU
zYzG 1

1

1

1

−
=

−
=

===
γ

γ

γ
γ

γ
 

2.1.3 Diskrétní impulsní (váhová) funkce g(kT) 
Diskrétní impulsní funkce g(kT) popisuje vlastnosti LSDS v časové oblasti. Je to odezva 

diskrétního dynamického systému na diskrétní vstupní signál ve tvaru diskrétního Diracova 
impulsu ( )kTδ . Jejím grafickým znázorněním je impulsní charakteristika. 

Pro vstupní signál  u(kT) určíme jeho odpovídající obraz U(γ) : 

( ) ( ) .1,
0 pro0

0 pro1
=

≠

== γδ U
k

k
TkT  

Pro obraz výstupní veličiny platí: 
( ) ( ) ( ) ( )γγγγ GUGY == . 

Vyjádření v diskrétní časové oblasti získáme jako: 
( ) ( ){ }γGDkTg 1−=  (2.3) 

Počáteční podmínky: nulové 

Podmínky fyz. realizovatelnosti: 
( )
( ) podmínka silná0 pro0

podmínka slabá0 pro0
≤=
<=

kkTg
kkTg

 

Statická charakteristika: ( ) .lim
0

uiTgTy
k

ik 



= ∑

=∞→
 

2.1.4 Diskrétní přechodová funkce h(kT) 
Diskrétní přechodová funkce popisuje vlastnosti LSDS v časové oblasti. Je to odezva 

dynamického systému na vstupní signál ve tvaru Heavisideova skoku. Jejím, grafickým 
vyjádřením je přechodová charakteristika. 

Pro vstupní signál ( )kTη  určíme jeho odpovídající obraz ( )γU : 

( ) ( ) .1,
0 pro0
0 pro1

γ
γγη TU

k
k

kT +=
<
≥

=  

Pro obraz výstupní veličiny platí: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )γ
γ
γγγγγ GTUGYH +=== 1 . 
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Vyjádření v diskrétní časové oblasti získáme jako: 

( ) ( ){ } ( )






 +== −− γ

γ
γγ GTDHDkTh 111  (2.4) 

Počáteční podmínky: nulové 

Podmínky fyz. realizovatelnosti: 
( )
( ) podmínka silná0 pro0

podmínka slabá0 pro0
≤=
<=

kkTh
kkTh

 

Statická charakteristika: ( ) ukThy
k

]lim[
∞→

=  

Vztah mezi impulsní a přechodovou funkcí: 
 
v oblasti komplexní proměnné: 

( ) ( ) ( ) ( )γ
γ

γγγ
γ
γγ H

T
GGTH

+
=↔+=
1

1
  

 
v časové oblasti: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }TkhkTh
T

kTgiTgTkTh
k

i
11

0
−−=↔= ∑

=
 

2.1.5 Diskrétní kmitočtový přenos 
Diskrétní kmitočtový přenos popisuje vlastnosti LSDS v kmitočtové oblasti. Jeho grafickým 

znázorněním je amplitudofázová kmitočtová charakteristika. Diskrétní kmitočtový přenos 
obdr�íme dosazením následujícího výrazu do přenosu ( )γG  (2.2) za komplexní proměnnouγ  

T
e jT 1−=

ω

γ  (2.5) 

kmitočtový přenos je tedy dán vztahem: 

( )
T

e

jT

jTG
T

eG 1

1
−

=
=




 −
ω

γ

ω

γ  (2.6) 

Vztah (2.5) mů�eme dále zjednodu�it pou�itím Padého rozvoje s uva�ováním prvních dvou 
členů 

ω

ωω

ω

γ
ω

ω

ω

jT
j

T

jT

jT

T
e

e

T
e

jT

jT

jT

2
1

1

2
1

2
1

1
1 2

2

−
=

−
−

+

≈

−

=−=
−

 

potom: 

( )

01

01

2
1

2
1

...

2
1

2
1

...

2
1

2
1

α
ω

ωα
ω

ωα

β
ω

ωβ
ω

ωβ

γ
ω

ω

ω

ωγ

+
















−
++

















−

+
















−
++

















−
==

















− −
=

jT
j

jT
j

jT
j

jT
j

G
jT

jG n

n

m

m

jT
j  (2.7) 
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Počáteční podmínky: nulové 

Podmínky fyzikální realizovatelnosti: 
podmínka silná
podmínka slabá

mn
mn

>
=

 

Statická charakteristika: 0,

2
1

lim 00
≠



































−
=

→
α

ω

ω
ω

u
jT

jGy  

2.1.6 Delta stavový model 
Delta stavový model popisuje vlastnosti LSDS v časové oblasti. Na rozdíl od předchozích 

modelů se jedná o vnitřní popis dynamických systémů. Pro jeden systém mů�eme obdr�et 
mnoho různých stavových modelů. 

( ) ( ) ( )kTukTkT δδδ bxÁx +=  (2.8) 
  

( ) ( ) ( )kTudkTkTy T
δδ += xc  (2.9) 

kde 

[ ] 0,

,

1
0

0
0

,
1000

0100
0010

1210

1210

==























=























−−−−

=

−

−

dn
T

n

ββββ

αααα

δδ

K

M

K

K

MMMMM

K

K

c

bA

 

mnd >= projen 0  
 
Rovnice (2.8) je tzv. stavová rovnice, která vyjadřuje dynamiku systému. Rovnice (2.9) je 
rovnice výstupní. 
Počáteční podmínky: ( )0x , celkem tedy máme n počátečních podmínek 

Podmínky fyz. realizovatelnosti: 
podmínka silná0
podmínka slabá0

=
≠

d
d

 

Statická charakteristika: 0det , ][ 1 ≠+−= −
δδδ AbAc udy T  

2.2 Příklady 
 
Příklad 1) delta modely 
 

Pro lineární delta diferenční rovnici ve tvaru 
( ) ( ) ( ) ( )kTukTykTyTkTyT =++ 5625,15,222 δδ  

s nulovými počátečními podmínkami určete  
a) D-přenos 
b) diskrétní impulsní charakteristiku 
c) diskrétní přechodovou charakteristiku 
d) amplitudofázovou kmitočtovou charakteristiku 
e) delta stavový model 
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Ře�ení: 
 

a) D-přenos: 

( )
( ) ( )2222 25,0

1
25,1

1
5625,15,2

1
+

=
+

=
++

=
hTTT

G
γγγ

γ  (2.10) 

kde Th γ+=1  
 
b) diskrétní impulsní charakteristika: 

( ) ( ){ }
( )

( ) ( )( ) 22
2

11 25,01125,0
1
11

25,0
1 −−−− −−=−




 −
=









+
== kk k

T
k

Th
T

T
DGDkTg γ  

 

 
Obr. 2-2 Impulsní charakteristika 

 
c) diskrétní přechodová charakteristika: 

( ) ( ){ } ( ) ( )








=






 +== −−− γ

γ
γ

γ
γγ GhDGTDHDkTh 111 1  

dosadíme z (2.10) a provedeme rozklad na parciální zlomky: 
 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) γγ

γγ
γ

ChBhA

h
C

h
BA

hh
H

++++=

+
+

+
+=

+
=

25,025,01

25,025,025,0
1

2

22
 

nyní určíme konstanty A, B a C: 
 

( ) 64,025,01:0 2 =⇒+== AhAγ  
 

T

Th

TCCh

25,1

25,01

8,01:25,0

−=

−=+=

−=⇒=−=

γ

γ

γ

 

 
TBThBh 64,08,0)25.0()25.0(64,01:1 2 −=⇒−+++==γ  

 
dosadíme koeficienty A, B a C, obraz H(γ) zpětně vynásobíme h a provedeme zpětnou D-

transformaci: 
 

( )kThD η
γ

64,064,01 =






−  



  17 
 

Václav Chytil KAT ATŘ V�B-TU Ostrava 
 

( )k

h
ThD 25,064,0

25,0
64,01 −−=









+
−−  

( )
( ) 1

2
1 25,08,0

25,0
8,0 −− −−=









+
− kk

h
ThD  

po sečtení dílčích výsledků je výsledný vztah: 
 

( ) ( ) ( ) 125,08,025,064,064,0 −−−−−= kk kkTh  

 

 
Obr. 2-3 Přechodová charakteristika 

 
d) amplitudofázová kmitočtová charakteristika: 

( )

5625,1

2
1

5,2

2
1

1

2
1

2

2
2

1

+
















−
+

















−

==
















− −
=

ω

ω

ω

ω

γ
ω

ω

ω

ωγ

jT
jT

jT
jT

G
jT

jG
jT

j  

 
po úpravě dostaneme výsledný vztah: 

( )

( )2
2

22

33

2
2

22

2244

9375,05625,1
4

5625,0
5,2375,0

9375,05625,1
4

5625,0

5625,1
4
875,5

16
5625,0

2
1

ωω

ωω

ωω

ωω

ω

ω

TT

TTj

TT

TT

jT
jG

+




 +−

−+

+
+





 +−

−−
=

















−

 

 
 

Tab. 2-1 Určení průsečíků s reálnou a imaginární osou 

ωωωω    0 1,0469 2,582 6,378 ∞∞∞∞    
Re 0,6 0 -1 0 1,778 
Im 0 -0,762 0 1,533 0 
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ω = 0 

∞→ω  

Im 

Re 

 
Obr. 2-4 Amplitudofázová kmitočtová charakteristika 

 
e) delta stavový model: 
přenos (2.10) upravíme na tvar: 
 

( )
2

2

2

5625,15,2

1

TT

TG
++

=
γγ

γ  (2.11) 

pak lze určit delta stavový model přímo z ji� upraveného přenosu (2.11) 
 

0;01

1
0

;5,25625,1
10

2

2

=



=









=












−−=

d
T

TT

T
δ

δδ

c

bA
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3 Stabilita lineárních dynamických systémů 
Stabilita lineárních dynamických systémů je předev�ím vlastnost těchto systémů. 

Stabilitu lze definovat: lineární dynamický systém je stabilní právě tehdy, kdy� na omezený 
vstupní signál dostaneme omezený výstupní signál. 

Pro odvození podmínky stability vycházíme z lineární diferenční rovnice: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kTukTukTukTykTykTy m

m
n

n 0101 ...... βδβδβαδαδα +++=+++  (3.1) 
Uva�ujeme nulové počáteční podmínky. 
Po D-transformaci rovnice (3.1) obdr�íme: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )γβγγβγγβγαγγαγγα UUUYYY m
m

n
n 0101 ...... +++=+++  (3.2) 

Po úpravě: 
( )[ ] ( )[ ]0101 ...... βγβγβγαγαγαγ +++=+++ m

m
n

n UY  (3.3) 
D-přenos má potom tvar: 

( ) ( )
( )

( )
( ) 01

01

...
...

αγαγα
βγβγβ

γ
γ

γ
γγ

+++
+++

=== n
n

m
m

N
M

U
YG  (3.4) 

Obraz ře�ení má tvar: 

( ) ( )
( ) ( )γ
γ
γγ U

N
MY =  

 

 
kde ( )

( ) 01

01

...

...

αγαγαγ

βγβγβγ

+++=

+++=

n
n

m
m

N

M
 

 
Jak ji� bylo dříve zmíněno, stabilita je schopnost systému vrátit se do rovnová�ného stavu po 

odeznění vstupního signálu u(kT). Proto nemá pravá strana vliv na stabilitu. Z tohoto důvodu nás 
bude zajímat pouze ře�ení homogenní delta diferenční rovnice: 

( ) ( ) ( ) 0... 01 =+++ kTykTykTyn
n αδαδα  (3.5) 

Po D-transformaci rovnice (3.5) obdr�íme: 
0... 01 =+++ αγαγα n

n  (3.6) 
tzv. charakteristickou rovnici (charakteristický polynom), kde kořeny nγγγ ,...,, 21  rozhodují o 
stabilitě ře�ení delta rovnice. 
 
Obecné ře�ení rovnice (3.5) má tvar: 

( ) ( ) ( ) ( )k
nn

kk TCTCTCkTy γγγ ++++++= 1...11 2211  (3.7) 
Systém je stabilní právě tehdy, kdy� kořeny charakteristické rovnice le�í uvnitř jednotkové 

kru�nice. Tato podmínka platí pro ∞→k , jestli�e 
,...2,1 pro11 =<+ iTiγ  (3.8) 

co� je nutná a postačující podmínka stability. 
 

Jejím vyře�ením obdr�íme grafické znázornění oblasti stability:  
11 <+ Tiγ  

reálná část imaginární část 

02
1111

<−>

<+<−−

γγ

γγ

T

TT
 

TT

TT
11

11

−><

<−<

γγ

γγ
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−
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stabilní 
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Obr. 3-1 Stabilní a nestabilní oblast 

 
Z obrázku je patrné, �e diskrétní lineární systém je stabilní, le�í-li v�echny kořeny 

charakteristické rovnice (3.6) uvnitř kru�nice o poloměru 
T
1  se středem v bodě 





 − 0,1 j

T
. 

3.1 Bilineární transformace 
Abychom mohli pou�ít algebraická kritéria stability pro spojité dynamické systémy, jako 

např. Hurwitzovo kritérium, musíme pomocí bilineární transformace převést stabilní oblast 
komplexní roviny γ  na stabilní oblast nové komplexní proměnné v. Jedná se zde o tzv. bilineární 
transformaci, která převede kru�nici v komplexní rovině γ  na imaginární osu v a vnitřek 
kru�nice v komplexní rovině γ  na levou polorovinu komplexní roviny v, viz (obr. 3-2) 
 

Odvození výrazu pro bilineární transformaci [Boháč 1996]: 
Srovnáním vztahů (1.2) a (1.9) obdr�íme následující vztah: 

TesT γ+=1  (3.9) 
Provedeme Padého rozvoj exponenciální funkce sTe  s tím, �e budeme uva�ovat pouze první dva 
členy: 

sT

sT

e

ee Ts

Ts
sT

2
1

2
1

2

2

−

+
≈=

−
 (3.10) 

Po úpravách a zavedené substituci vs = , obdr�íme: 

vT
v

2
1−

=γ  (3.11) 

Pomocí bilineární transformace transformujeme ( ) ( )vNN →γ  

( ) ( )
vT

vNvN

2
1−

=
=

γ
γ  (3.12) 

pro kterou platí nutná a postačující podmínka stability 
nivi ,...,2,1 pro0Re =<  (3.13) 
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−
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stability 

mez 
stability 
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Obr. 3-2 Bilineární transformace 

Po převedení stabilní oblasti pomocí bilineární transformace lze vyu�ít v�echna známá 
kritéria pro kontrolu stability spojitých systémů. Tato kritéria nám umo�ňují rozhodnout o 
stabilitě regulačního obvodu (systému) bez výpočtu jeho pólů, resp. charakteristických čísel. 
Rozli�ujeme algebraická a kmitočtová kritéria stability. Zde popí�eme dvě algebraická kritéria 
stability � Hurwitzovo kritérium stability a Routhovo-Schurovo kritérium stability. 

 
Závěry [Balátě 1987], které přímo mů�eme provést z daného tvaru charakteristické rovnice 

uzavřeného regulačního obvodu: 
0... 01 =+++ ααα vvn

n  (3.14) 
 

1. Nutnou podmínkou stability dynamických systémů je, aby koeficienty 01 ,,..., ααα n  
charakteristické rovnice existovaly a měly stejné znaménko (Stodolova podmínka) 

2. Je-li charakteristická rovnice 2. řádu a v�echny tři koeficienty jsou stejného znaménka, 
potom je obvod v�dy stabilní. První podmínka přechází v nutnou a postačující podmínku 
stability 

3. Je-li charakteristická rovnice vy��ího stupně ne� druhého a v�echny koeficienty jsou 
nenulové a stejného znaménka, je stabilita dynmamického systému závislá na velikosti 
jednotlivých koeficientů. Stabilita se potom musí ře�it pomocí některého kritéria stability. 

3.2  Algebraická kritéria stability 
Tato kritéria vycházejí z charakteristické rovnice dynamického systému, resp. 

z charakteristického polynomu dynamického systému obvodu. Pomocí  těchto kritérií mů�eme 
rozhodnout, zda systém je stabilní nebo není stabilní, ale nedávají nám informaci do jaké míry je 
systém tlumený. Kritéria nemů�eme pou�ít při vy�etřování stability systémů s dopravním 
zpo�děním. Mezi algebraická kritéria stability řadíme Hurwitzovo kritérium a Routhovo-
Schurovo kritérium. 

3.2.1 Hurwitzovo kritérium stability 
Velmi jednoduché kritérium. Je vhodné pro dynamické systémy, jejich� charakteristický 

polynom je nejvý�e pátého stupně. 
 
Pro toto kritérium platí: 
1. Nutná Stodolova podmínka 

v�echny koeficienty charakteristické rovnice (3.14) musí být kladné 
αi>0 pro i = 0,1,�,n (3.15) 
 
2. Nutná a postačující podmínka: hlavní rohové subdeterminanty Hi pro i = 2,3,�,n-1 musí 

být kladné 
Hi>0 pro i = 2,3,�,n-1 (3.16) 
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kde 

2

31
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−−=
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αα
αα
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42

531

642

7531

0000

00
00
0
0

α

ααα
ααα
αααα
αααα

K

MMMMMM

K

K

K

K

−−

−−−

−−−

−−−−

=
nnn

nnn

nnnn

nnnn

nH  

  αi jsou koeficienty charakteristického polynomu N(v) 
( ) 01

1
1 ... αααα ++++= −

− vvvvN n
n

n
n  

3.2.2 Routhovo-Schurovo kritérium stability 
Lze pou�ít pro dynamické systémy, s libovolným stupněm charakteristického polynomu. 
 
Postup: 
1. Koeficienty charakteristického polynomu (3.14) vypí�eme vedle sebe od nejvy��í 

mocniny. 
2. Ka�dý druhý koeficient (αn-1, αn-3,...) podtrhneme a vynásobíme podílem prvních 

dvou koeficientů 






−1n

n

α
α

. Výsledek napí�eme o jeden koeficient vlevo pod 

předcházející řadu. 
3. Tuto řadu koeficientů odečteme od předchozí a získáme novou řadu, která má o jeden 

koeficient méně. 
4. Jsou-li v�echny koeficienty nové posloupnosti kladné, opakujeme postup od bodu 2. 
5. Je-li v nové řadě aspoň jeden koeficient záporný, výpočet ukončíme, neboť 

charakteristická rovnice má nestabilní kořen a systém je nestabilní. 
6. Je-li aspoň jeden koeficient nulový, výpočet ukončíme, neboť charakteristická rovnice 

má nulový kořen a systém je na mezi stability. 
7. Vý�e zmíněný postup opakujeme a� k řadě tří koeficientů. Jsou-li koeficienty kladné, 

charakteristický polynom má stabilní kořeny a systém je stabilní. 
Routhova-Schurova tabulka: 

( )
K

K

K

3
,

21

1

3

1
0321

0 −−−

−

−

−
−−−

−

nnn

n

nn
n

n

n
nnnn

ααα
α

αα
α

α
αααααα

, kde 
1

3
2

'
2

−

−
−− −=

n

nn
nn α

αα
αα  

3.3 Přímá kontrola pomocí podmínek 
Způsob kontroly stability pomocí bilineární transformace a následného pou�ití některého 

z kritérií známých pro kontrolu stability u spojitých systémů mů�e být někdy zdlouhavý. Týká se 
to případů, kdy charakteristický polynom je vy��ího řádu. Např. Hurwitzovo kritérium je pro 
vy��í řády nevhodné. Z těchto důvodů se hledaly způsoby přímé kontroly stability. [Petrov 1986] 
uvádí 3 podmínky, pomocí kterých lze přímo kontrolovat stabilitu lineárních delta diferenčních 
rovnic. 
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Lineární delta diferenční rovnice má tvar: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kTukTukTukTykTykTy m

m
n

n 0101 ...... βδβδβαδαδα +++=+++  (3.17) 
Podle Petrova postačujícími podmínkami stability diskrétních systémů se vzorkovací periodou T, 
popsaných vý�e uvedenou rovnicí, jsou následující 3 podmínky: 

1. 
( )

*

11

21

2
1

2

λ
αααα

αα
<





 −−



 − −+

+−

TkTk kkkk

kk  
pro 2,...,2,1 −= nk  (3.18) 

2. ( )
2

11
Tiii −≥ −αα  pro 1,...,2,1 −= ni  (3.19) 

3. 0
42

2

21 ≥+− −−
TT

nnn ααα  
 

(3.20) 

kde *λ  je kořen rovnice ( ) ( )465,011 *2 ≈=+ λλλ  
Pro 0→T se podmínky stability (3.18)-(3.20) diskrétních dynamických systémů stávají 

postačujícími podmínkami stability spojitých systémů. 
Tyto podmínky lze zároveň pou�ít pro volbu vzorkovací periody T, při přechodu od spojitých 

dynamických systémů na diskrétní dynamické systémy.  

3.4 Příklady 
Příklad 1) Nutná a postačující podmínka stability 
 
Zjistěte, zda dynamický systém daný přenosem je stabilní pro sT 1= . 

( )
6,08,0

5,02
2 ++

+=
γγ

γγ
T

TG  

Ře�ení: 
 

Dosadíme sT 1= : 

( )
6,08,0

5,02
2 ++

+=
γγ

γγG  

Charakteristický polynom je: 
( ) 6,08,02 ++= γγγN  

kořeny charakteristického polynomu jsou: 

j66,04,0
2

4,28,08,0 2

2,1 ±−=
−±−

= &γ  

 
 

-1 -2 

Re 

Im γ 

0 

0,66 

-0,66 

-0,4 

 
Obr. 3-3 Stabilní oblast 
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Z obrázku (Obr. 3-3) je patrné, �e kořeny le�í uvnitř jednotkové kru�nice. Z toho vyplývá, �e 
zadaný systém je stabilní. 

 
Příklad 2) Hurwitzovo kritérium stability 
 

Zjistěte, zda dynamický systém daný přenosem je stabilní pro sT 1= . 

( )
( ) 5,012

15,0
2 ++

+=
γγ

γγ
TT

TG  (3.21) 

 
Ře�ení: 
 

Dosadíme sT 1= : 

( )
( ) 5,012

15,0
2 ++
+=

γγ
γγG  

Nyní určíme výsledný tvar charakteristického polynomu: 
( ) ( )
( ) ( ) 5,0144

5,012
2

2

+++=

++=

γγγγ
γγγ

N
N

 

( ) 5,044 23 +++= γγγγN  
Po provedení bilineární transformace a dosazením sT 1= dostaneme: 

( ) 5,0

2
1

2
1

4

2
1

4

23

+
−

+
















−
+

















−
=

v
v

v
v

v
vvN  

( )
32

23

2
15,0

2
1

2
144 





 −+





 −+





 −+= vvvvvvvN  

Po úpravě má charakteristický polynom tvar: 
( ) 5,0250,0375,3188,2 23 +++= vvvvN  

 
Aby systém byl stabilní, musí být splněny dvě podmínky:  
 
Stodolova podmínka (nutná podmínka stability): 

niproi ,...,1,00 =>α  
Pro ná� případ: 

188,2375,3
250,0500,0

32

10

==
==

αα
αα

 

Z toho vyplývá, �e Stodolova podmínka je splněna. 
 
Z Hurwitzova kritéria (3.16) vyplývá: 

1,...,3,20 −=> niproH i  
Pro ná� případ stačí určit 2H : 

250,0500,0188,2250,0375,3
250,0188,2
500,0375,3

13

02
2 −=⋅−⋅===

αα
αα

H  

Proto�e hodnota subdeterminantu 2H není kladná, podmínka není splněna a systém je tedy 
nestabilní. 
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Příklad 3) Routhovo-Schurovo kritérium stability 
 
Určete pomocí Routhova-Schurova kritéria, zda dynamický systém daný přenosem (3.21) je 
stabilní. 
 
Ře�ení: 

 
Pro zji�tění, zda systém je stabilní, potřebujeme určit charakteristický polynom ( )γN , který 

poté transformujeme na charakteristický polynom ( )vN  - postupujeme stejným způsobem jako 
v předchozím příkladu, kde jsme do�li k závěru, �e transformovaný charakteristický polynom 

( )vN  má tvar: 
 

( ) 5,0250,0375,3188,2 23 +++= vvvvN  
Nyní vypí�eme koeficienty charakteristického polynomu od nejvy��í mocniny vedle sebe a 

sestavíme Routhovu-Schurovu tabulku podle vý�e uvedeného postupu: 

( )
5,00740375,30

324,0188,2
375,3
188,2500,0250,0375,3188,2

,-
−  

 
Proto�e nám vy�el jeden koeficient záporný (-0,074), systém je nestabilní a výpočet 

ukončíme. 
 
Příklad 4) Přímá kontrola pomocí podmínek 

 
Zjistěte, zda dynamický systém daný přenosem je stabilní pro sT 1= . 

( ) ( )
( ) 15,33

135,1
23

2

+++
++==
γγγ

γγ
γ
γγ

U
YG  (3.22) 

 
Ře�ení: 

 
Z přenosu určíme koeficienty 3210  a ,, αααα : 

1;3;5,3;1 3210 ==== αααα  
Koeficienty dosadíme do podmínek (3.18),(3.19) a (3.20), kde sT 1= : 
 
Podmínka (3.18): 

( )

( )
465,0229,0

465,0
500,3500,0500,33

11
2

1
2

:1 *

0112

30

<

<
⋅⋅−

⋅

<





 −−



 −

= λ
αααα

αα
TkTk

k

 

Podmínka je splněna. 
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Podmínka (3.19): 

( ) ( )

750,130500,3
500,01500,33500,001500,3
2

2:2
2

1:1 1201

≥≥
⋅⋅≥⋅⋅≥

−≥=−≥= TiiTii αααα

 

Podmínka je splněna. 
 
Podmínka (3.20): 

0375,0
0250,0500,3500,031

0
42

4

123

≥
≥⋅+⋅−

≥+− TT ααα

 

Podmínka je splněna. 
Proto�e v�echny tři podmínky jsou splněny, regulační obvod je stabilní. 

 
Příklad 5) 
 
Zjistěte, zda dynamický systém daný přenosem (3.22) je stabilní pomocí Hurwitzova kritéria 
stability a Routhova-Schurova kritéria stability. 
 
Ře�ení: 
 
Charakteristický polynom ( )γN  má tvar: 

( ) 15,33 23 +++= γγγγN  
Po provedení bilineární transformace a úpravě dostaneme: 

( ) 1225,025,0 23 +++= vvvvN  (3.23) 
 
a) Hurwitzovo kritérium stability: 
 
Splnění Stodolovy podmínky: 

25,02
25,01

31

20

==
==

αα
αα

 

Stodolova podmínka je splněna. 
 
Z Hurwitzova kritéria (3.16) vyplývá: 
 
Pro ná� případ stačí určit H2: 

25,0125,0225,0
225,0
125,0

13

02
2 =⋅−⋅===

αα
αα

H  

Hodnota subdeterminantu H2 je kladná. 
Proto�e jsou obě podmínky Hurwitzova kritéria stability splněny, systém je stabilní. 
 
 
b) Routhovo-Schurovo kritérium stability: 
 
Vypí�eme koeficienty charakteristického polynomu a sestavíme Routhovu-Schurovu tabulku 
podle vý�e uvedeného postupu. 
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( )
1125,00

125,0
25,0
25,01225,025,0

−  

Proto�e nám vy�ly v�echny koeficienty kladné, systém je stabilní. 
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4 Syntéza lineárních regulačních obvodů 
Syntézou lineárních regulačních obvodů se myslí nejen navr�ení struktury obvodu, ale i jeho 

parametrů. Přičem� takto navr�ený obvod, musí splňovat po�adavky kladené na jeho regulaci. 
Tato kapitola se bude zabývat syntézou klasických regulačních obvodů, které lze rozdělit na 

dvě hlavní části: regulátor a regulovanou soustavu. 
 

 

AR S 

w(t) e(t) u(t) 

-y(t) 

y(t) 
v(t) 

 
Obr. 4-1 Regulační obvod s analogovým regulátorem 

 

Č/A S 

w(kT) e(kT) uT(t) 

-y(kT) 

y(t) 
v(t) 

A/Č 

ČR 

u(kT) 

 
Obr. 4-2 Regulační obvod s číslicovým regulátorem 

Syntézou se potom myslí volba vhodného regulátoru k zadané soustavě a jeho seřízení podle 
určitého kritéria. 
 
Při syntéze regulačního obvodu musíme znát: 
a) Dynamické vlastnosti soustavy  
b) Předpokládaný průběh řídicí nebo poruchové veličiny a místo jejího vstupu do regulované 

soustavy (řídicí veličina je vět�inou konstantní, úkolem regulace je kompenzovat měnící se 
poruchové veličiny. Vstupní funkcí ve vět�ině případů je jednotkový skok.) 

c) Po�adavky na kvalitu regulace 
Bude zde ukázána metoda inverze dynamiky. Tato metoda je jednoduchá a dostatečně přesná. 

 

4.1 Metoda inverze dynamiky 
Výhoda této metody [Vítečková 2000] spočívá ve snadném a rychlém seřízení standardních 

typů analogových a číslicových regulátorů pro základní druhy regulovaných soustav. Soustavy 
mohou být bez dopravního zpo�dění nebo s dopravním zpo�děním. 

Typ regulátoru je doporučen z hlediska vlastností regulované soustavy a po�adavku na 
nulovou regulační odchylku způsobenou skokovou změnou polohy �ádané veličiny w, resp. 
poruchy v působící na výstupu regulované soustavy. 
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Budeme předpokládat, �e regulované soustavy mají některý z následujících náhradních L-
přenosů: 

( ) sT
s

de
s
ksG −= 1  (4.1) 

( ) sT
s

de
sT
ksG −

+
=

11

1  (2.2) 

( ) ( )
sT

s
de

sTs
ksG −

+
=

11

1  (4.3) 

( ) ( )( )
sT

s
de

sTsT
ksG −

++
=

11 21

1  (4.4) 

( ) sT
s

de
sTsT

ksG −

++
=

12 00
22

0

1

ξ
 (4.5) 

0
0
15,0

21

0

≥
>≥
≤<

dT
TT
ξ

 

 
kde 
 

1k  - koeficient přenosu (rozměr = podíl rozměrů výstupní a vstupní veličiny, u 
integračních regulovaných soustav je nutno tento rozměr vynásobit čas-1) 

0
0

1
T

=ω  - netlumený úhlový kmitočet (čas-1) 

Pokud regulovaná soustava nemá ani jeden z vý�e uvedených tvarů, je nutné ji aproximovat. 
Postup aproximace regulovaných soustav náhradními přenosy je popsán viz [Vítečková 2000]. 

Dále budeme předpokládat, �e budou pou�ity pouze standardní typy analogových a 
číslicových regulátorů. Vycházíme z jejich značné univerzality a velkým roz�ířením v technické 
praxi. Potom jsou doporučené regulátory konvenčního typu a trvalá regulační odchylka ( )∞we  
způsobená skokovou změnou �ádané veličiny w je nulová. Rovně� i trvalá regulační odchylka 

( )∞ve  způsobená skokovou změnou poruchy v je nulová za předpokladu, �e porucha působí na 
výstupu regulované soustavy. 

 
U regulovaných soustav s dopravním zpo�děním se při seřízení  regulátoru vychází 

z po�adovaného relativního překmitu κ . Při mezním aperiodickém průběhu je 0=κ  a je 
minimalizována lineární regulační plocha viz [Vítečková 2000]. 

Nejprve je třeba vyjádřit vlastnosti regulované soustavy některým ze základních tvarů L-
přenosů. Pak na základě tabulky 4.1 určíme pro danou regulovanou soustavu typ regulátoru a 
optimální hodnoty jeho stavitelných parametrů. Je zapotřebí uva�ovat dva případy: 

0a0 => dd TT . 
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b) 
Obr. 4-3 

Tab. 4-1 

REGULÁTOR ANALOGOVÝ T = 0 
ČÍSLICOVÝ  T > 0 

*
Rk  

 

REGULOVANÁ SOUSTAVA TYP 
0=dT  0>dT

 

*
IT  *

DT  

1 ( ) sT
S

de
s
ksG −= 1  P ( )TTk w +2

2

1
 

1k
a  - - 

2 ( ) sT
S

de
sT
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+
=

11

1  PI ( )TTk
T

w +2
2

1

*
1  

1

*
1

k
aT

 
21
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3 ( ) ( )
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S
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sTs
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+
=

11

1  PD ( )TTk w +2
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1
 

1k
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21
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21
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1

11
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e
sTsT

ksG sT
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d

≥
++

= −

 PID ( )TTk
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w +2
2

1

*
1  

1

*
1

k
aT  TTT −+ 21  

421

21 T
TT

TT
−

+
 

5 
( )
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12

0

00
22

0

1
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++

= −

ξ
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sT
S

de
sTsT

ksG
 PID ( )TTk

T

w +2
2

1

*
1  

1

*
1

k
aT

 TT −002ξ  
42 0

0 TT
−

ξ
 

 

Tab. 4-2 

κ  0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 
α  1,282 0,984 0,884 0,832 0,763 0,697 0,669 0,640 0,618 0,599 0,577 
β  2,718 1,944 1,720 1,561 1,437 1,337 1,248 1,172 1,104 1,045 0,992 

 
V tab. 4.1 je: 

dTT
a

βα +
= 1 . 

Pro T > 0 tabulka 4.1 platí pro číslicové regulátory, pro T = 0 platí pro analogové regulátory.  
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V případě, kdy dopravní zpo�dění 0>dT , se nejdříve na základě po�adovaného relativního 
překmitu ( )5,00 ≤≤ κκ  u přechodové charakteristiky ( )thw  uzavřeného regulačního obvodu 
(obr. 4.3b) a (tab. 4.2) určí koeficient 

  
dTT

a
βα +

= 1 . 

Pak teprve z (tab. 4.1) určíme optimální hodnoty stavitelných parametrů doporučeného 
regulátoru. Pokud dopravní zpo�dění dT  je velmi malé, hodnotu určeného koeficientu a je třeba 
vhodně sní�it s ohledem na omezení akční veličiny a maximální nastavitelnou hodnotou zesílení 
regulátoru maxRk .  

 
V případě 0=dT  určíme hodnoty stavitelných parametrů přímo z (tab. 4.1) pro daný typ 

regulované soustavy. Po�adovaný průběh přechodové charakteristiky ( )thw  uzavřeného 
regulačního obvodu se v tomto případě předpokládá podle (obr. 4.3a). Časová konstanta wT  musí 
být zvolena s ohledem na omezení akční veličiny a maximální nastavitelnou hodnotou regulátoru 

maxRk , u regulačního obvodu s číslicovým regulátorem musí platit TTw 3,0> . 

4.2 Příklady 
Příklad 1) 

Pro regulovanou soustavu s přenosem ( )γSG  určete vhodný analogový  i číslicový regulátor a 
seřiďte jej tak, aby přechodová charakteristika ( )kThw  vykazovala překmit kolem %5=κ . 

( ) ( )( )( )( )( )11111
1

65432

1

+++++
−

=
sTsTsTsTsT

sTsGS ; 

sTsT
sTsT

sTsT

2,05
5,010

12

63

52

41

==
==
==

 

 
Ře�ení: 
 
Převedeme zadaný přenos regulované soustavy na jeden ze základních tvarů uvedených 

v (tab. 4.1). 
Volíme tvar: 

( ) ( )( )
sT

S
de

sTsT
ksG −

++
=

11 21

1  

 
pro převedení pou�ijeme postupu uvedeném ve [Vítečková 2000]: 

sTTTTTsTsTk d 7,322,05,015101 1654211 =+++=+++====  
pak náhradní přenos je: 

( ) ( )( )
s

S e
ss

sG 7,3

15110
1 −

++
=  

Z (tab. 4.1) je patrné, �e pro na�i soustavu je vhodný PID regulátor. Výpočet optimálních 
hodnot stavitelných parametrů PID regulátoru provedeme na základě vztahů opět podle 
(tab. 4.1). 
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Výpočet stavitelných parametrů pro PID regulátor: 
a) analogový regulátor: 
 
U analogového regulátoru uva�ujeme sT 0= . 
Pro relativní překmit 05,0=κ  z (tab. 4.2) odečteme příslu�nou hodnotu α a β: 

944,1

984,0

=

=

β

α
 

 
potom: 

139,0
7,3944,10984,0

11 =
⋅+⋅

=
+

= &
dTT

a
βα

 

 
Optimální hodnoty stavitelných parametrů určíme podle (tab. 4.1) 

sTTTTI 15051021
* =−+=−+=  

 

085,2
1
15139,0

1

*
* =⋅== &

k
aTk I

P  

 

sT
TT

TTTD 333,3
4
0

510
510

421

21* =−
+
⋅=−

+
= &  

 
b) číslicový regulátor: 
 

Velikost vzorkovací periody volíme tak, aby byla splněna podmínka 3,0<
dT

T : 

sTTTT d 11,1;70,33,0;3,0 <⋅<⋅<  

zvolíme velikost vzorkovací periody sT 1= . 
 
Hodnoty α a β  jsou stejné jako pro analogový regulátor: 

122,0
7,3944,11984,0

11 =
⋅+⋅

=
+

= &
TT

a
βα

 

 
optimální hodnoty stavitelných parametrů určíme podle (tab. 4.1): 

sTTTTI 14151021
* =−+=−+=  

 

708,1
1
14122,0

1

*
* =⋅== &

k
aTk I

P  

 

sT
TT

TTTD 083,3
4
1

510
510

421

21* =−
+
⋅=−

+
= &  
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TAB.1. DEFINIČNÍ VZTAHY A ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI 

 D-transformace 
 Definiční vzorce 

1 ∑
∞

=

−+==
0

)1)(()}({)(
k

kTkTxTkTxDX γγ  

∫ −− +==
C

kTX
j

XDkTx γγγ
π

γ d)1)((
2
1)}({)( 11  

2 
C � poloměr kru�nice, uvnitř které le�í v�echny 

singulární body obrazu 
Linearita 3 

)()()}()({ 22112211 γγ XaXakTxakTxaD ±=±  
Podobnost obrazů 

4 ( ){ } 0,1 ≠




 −+= c

Tc
cTXkTxcD k γ  

Násobení exponenciální funkcí v časové oblasti 
5 ( ){ } ( ) 



 +−= ±± aTaTakT ee
T

XekTxD γ11m  

Konvoluce v časové oblasti 
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( )[ ] ( )

( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )γγγγ 1221
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Posunutí v časové oblasti vpravo (zpo�dění) 
7 ( )[ ]{ } ( ) ( ) 0,1 ≥+=− − mXTTmkxD m γγ  

Posunutí v časové oblasti vlevo (předstih) 

8 
( )[ ]{ }
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0

11
1

0

≥

+−+=
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∑
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=

−

m

TkTxTXT

TmkxD
m

k

kmm γγγ  

Diference v časové oblasti 
Dopředná diference n-tého řádu 

( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑
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−=∆
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1 01
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Zpětná diference n-tého řádu 
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 D-transformace 
Sumace v časové oblasti 

10 

Dopředná sumace 

( ) ( )γ
γ

XiTxTD
k

i

11
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
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
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Derivace v oblasti komplexní proměnné 
11 ( ){ } ( ) ( )

γ
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γ
γ

d
d

d
d XTXkTkTxD −−=  

 Operace podle nezávislého parametru 
12 ( ){ } ( )aXakTxD ,, γ=  
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Obraz periodické funkce 
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 Hodnota sumy v časové oblasti 
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Počáteční hodnota v časové oblasti 
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TAB.2. ZÁKLADNÍ SLOVNÍK 

 Originál ( )kTx  Obraz ( )γX  
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