Automatické fizeni 11

6 Stabilita linearnich diskrétnich regula¢nich obvodu

Pro diskrétni systémy plati stejna definice stability jako pro systémy spojité.

Systém je stabilni, kdyZ se po odeznéni vstupniho signalu vrati zpét do

rovnovaznéeho stavu.

BIBO (BOUNDED INPUT BOUNDED OUTPUT) stabilita — systém je stabilni,
kdyZ na omezeny vstupni signil dostaneme omezeny vystupni signal.

Stabilita je zakladni charakteristickou vlastnosti systéma, tzn. nezavisi na vstupech ani
na vystupech.

Z hlediska stability rozliSujeme regulacni obvod (asymptoticky) stabilni, na mezi
stability a nestabilni (obr. 6. 1). Obrazek zobrazuje stavy spojit¢ho systému. Vzdy se
vyzaduje, aby regula¢ni obvod byl za vSech okolnosti stabilni.
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Obr. 6. 1 Priibéh regulované veli¢iny — stabilni, nestabilni a na mezi stability

6.1 Stabilita spojitych a diskrétnich systému

Mezi stabilitou spojitych a diskrétnich systémi existuje spojitost. Pro ndzornost je
vhodné pifipomenout nutnou a postacujici podminku stability spojitych systému
(v nasledujici kapitole) a nasledné¢ navazat s nutnou a postacujici podminkou stability
systémt diskrétnich.

6.1.1 Stabilita spojitych systému

Pii vySetfovani stability se vychdzi z tzv. charakteristického mnohoclenu, ktery
vystupuje ve jmenovateli vSech zakladni ptenost regulacniho obvodu.

Pro spojité regulacni obvody je nutnia a postacujici podminka stability (NPP)
formulovéna takto:

Regulacni obvod je (asymptoticky) stabilni pravé tehdy, kdyZ vSechny kofeny s,

charakteristické rovnice maji ziporné realné ¢asti, tedy lezi-li v levé komplexni

poloroviné.
1+G,(s)=0=

) 6.1)
N(s)=a,s"+as+a, =0
Re s; <0; i=1..,n (6.2)

Stabilni oblast komplexni roviny S je vyznacena na obr. 6. 2.
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Obr. 6. 2 Oblast stability spojitych regula¢nich obvodu

Mez stability

Kontrola stability regulacniho obvodu spociva v urCeni rozlozeni kotend
charakteristické rovnice v komplexni rovin€ kofent (tab. 6. 1). Pokud Ize kotfeny vy¢islit,
pouzijeme nutnou a postacujici podminku stability. Jinak je nutno pouzit pravidla, ktera
umozni rozhodnout o stabilité¢ bez pifimého vypoctu kotfeni, tyto pravidla se nazyvaji
kritéria stability [Balat, 2003; Svarc, Seda, Viteckovd, 2007]. Tato kritéria budou,
pospéna v kapitolach 6. 3 a 6. 4.

6.1.2 Stabilita diskrétnich systému

Pii vySetfovani stability diskrétnich systéml se vychazi opét z charakteristického
mnohoclenu, resp. charakteristické rovnice (3. 14), kterd vystupuje ve jmenovateli vSech
zakladnich ptfenosti regula¢niho obvodu.

Pro diskrétni regulacni obvody je nutna a postacujici podminka stability formulovana
takto:

Diskrétni regulac¢ni obvod je (asymptoticky) stabilni pravé tehdy, kdyz velikost
vSech kofenu charakteristického mnoho¢lenu bude mensi nez 1.

2] <L i=1..n (6.3)

Z nutné a postacujici podminky plyne, Ze stabilni oblast u diskrétnich regulacnich
obvodut bude uvnitf jednotkové kruznice v oblasti komplexni proménné z.
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Obr. 6. 3 Oblast stability diskrétnich regula¢nich obvodu

V tab. 6. 1 jsou vypsany stavy rozlozeni kotent charakteristické rovnice, které mohou
nastat pii posuzovani stability u spojitych a diskrétnich systémd.
Tab. 6. 1 RozloZeni kotent charakteristického mnoho¢lenu v komplexni roviné u spojitych a

diskrétnich systému

RozlozZeni kofenl charakteristického

mnohoclenu v komplexni roviné . i .
V Casové oblasti

V roviné s u spojitych

V roviné z u

systému diskrétnich systému
) o uvnitf jednotkové stabilni
v levé poloroviné . .
kruznice (asymptoticky)
. - vné jednotkové oo
Vv pravé poloroviné Kruzni nestabilni
ruznice

na zaporneé realné

v intervalu (0,1)

stabilni nekmitavy

ose (aperiodicky)

na kladné realné ose nestabilni

na kladné realné ose vné jednotkové nekmitavy
kruznice (aperiodicky)

komplexné sdruzené
v levé poloroviné

komplexné sdruzené
uvnitf jednotkové
kruznice mimo

kmitavy tlumeny

interval (0;1)
; P na jednotkové ; o
na imaginarni ose kruznici na mezi stability
ruznici
komplexné sdruzené
komplexné sdruzené vné jednotkove

v pravé poloroviné

kruznice mimo
interval (1;+oo)

kmitavy netlumeny

v pocatku je n polu
z"=0

ustaleni za n krok0
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6.2 Bilinearni transformace

U spojitych systému bylo mozno pro ur€ovani stability vyuzit tzv. algebraicka kritéria
stability a kmitoctova kritéria stability. Hlavni vyhodou téchto kritérii je, Ze dovoluji urcit
stabilitu pfimo z koeficientli charakteristické rovnice, aniz by bylo tfeba urCovat koteny
této rovnice.

Pro urceni stability diskrétnich systémt se zavadi tzv. bilinearni transformace.

Bilinearni transformace je definovana vztahem

w+1 z+1
nebow=—— (6.4)
w—1 z—-1

Tato transformace zobrazi jednotkovou kruznici z komplexni roviny z na imaginarni
osu v komplexni roviné w. Vnitiek jednotkové kruznice z komplexni roviny z se pievadi na

levou polorovinu v komplexni roviné w.

=

Bilineam[ transformace

w—1
tIm “—

P ]
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Obr. 6. 4 Bilinearni transformace

Pomoci bilinearni transformace nahradime v charakteristické rovnici proménnou z za

proménnou W.
N(w)= N
(w) (z)‘ _wsl 6.5

w1

Po této tipravé dostaneme tzv. transformovanou charakteristickou rovnici N(w)=0,
pro kterou plati nutné a postacujici podminka spojitych regula¢nich obvodi, tj. Rew, <0
pro i =1,...,n. Nyni mizeme pro charakteristicky mnohoc¢len pouzit kritéria stability jako
pro spojité systémy.

Spravnost prevodu jednotkové kruznice z komplexni roviny z na levou polorovinu
v komplexni roviné W je mozno prokézat jednoduchym dikazem:

e pokud vyjdeme z pravidla, ze z = W—Jri,
W —
e dale plati podminka stability diskrétnich systémi, tzn. |Z| <1,

e dle ptedeslych bodi tedy plati, ze |W + 1| < |W -1

2
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e nyni tedy mizeme dokazat na obr. 6. 5, Ze podminka |W+ 1| < |W— l| plati pro levou

polorovinu komplexni roviny W (obr. 6. 5).

Rovina W)

M Im

w—l‘ |w" w+l‘

w—ll |w{ ‘w+l‘

< L
= Cal

-1 ﬁ Re

Obr. 6. 5 Dukaz platnosti bilinearni transformace

6.3 Algebraicka kritéria stability

Kritéria stability umoziuji rozhodnout o stabilité systému bez vypocti kofent
charakteristické rovnice. Nevyhodou téchto kritérii je, Ze nejdou aplikovat na systémy
s dopravnim zpozdénim.

6.3.1 Routhovo-Schurovo kritérium stability

Toto kritérium, jak jiz bylo zminéno, vychéazi z charakteristické rovnice, resp.
charakteristického mnohoclenu, ktery je mozno ziskat ze jmenovatele kazdého zakladniho
prenosu. Uvazujeme charakteristicky mnohoclen po bilinearni transformaci ve tvaru

N(w)=a,w"+a, W' +..+aw+a, (6. 6)

U v8ech kritérii je nutno zkontrolovat Stodolovu nutnou podminku stability, ktera
zni: ,,VSechny koeficienty charakteristické rovnice musi existovat a musi mit stejné
znaménko“, tj. a, >0; i=0,L...,n. Je-li charakteristicky mnoho¢len stupné¢ n <2, nutna
Stodolova podminka ptechdzi v nutnou a postacujici podminku stability.

Postup pri kontrole stability:

e koeficienty charakteristického mnoho¢lenu N(w), resp. charakteristické rovnice

napiseme vedle sebe od nejvyssi mocniny,

e kazdy sudy koeficient podtrhneme,

e kazdy sudy koeficient ndsobime podilem prvnich dvou koeficientd a vysledek

napiseme o fadek nize posunuty o jednu pozici vlevo,

e novou fadu koeficientl odecteme od piedchazejici fady, diky této upravé vypadne

jeden koeficient,

e pokud jsou vSechny koeficienty v nové fadé€ kladné, opakujeme stejny postup,

e pokud béhem vypoctu narazime na nulovy nebo zaporny koeficient, mizeme fict,

ze diskrétni regulacni obvod je nestabilni,

e pokud dojdeme pii vypoctu az ke stavu, kdy zlistanou pouze tii kladné koeficienty,
muzeme fici, ze charakteristickd rovnice méa vSechny kofeny ve stabilni oblasti, tj.
diskrétni regula¢ni obvod je stabilni.
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Priklad 6.1

Vysetiete stabilitu diskrétniho regula¢niho obvodu, je-li ddn jeho charakteristicky
mnoho¢len po bilinearni transformaci, ve tvaru N(w)=w* +4w* + 3w’ + 5w +1.

ReSeni:

VypiSeme koeficienty charakteristického mnohoc¢lenu od nejvy$§i mocniny a
podtrhneme kazdy sudy koeficient: 143 51.

. a
Uréime podil prvnich dvou koeficientl: —— = %
a

Nyni miizeme provést samotnou kontrolu stability.
1

1 4 3 5 1 ‘ 2
5

- .

n-1

4 T s ’-5
4 7
¥ 16 \¥
—| 4 —
( 7)
70
4 7

Dosli jsme az ke stavu, kdy zistanou pouze tfi koeficienty, protoze jsme béhem
vypoctu nenarazili na zadny zaporny koeficient a koeficienty redukovaného mnohoclenu
jsou kladné, miizeme fici, Ze regulacni obvod je stabilni.

6.3.2 Hurwitzovo kritérium stability

Hurwitzovo kritérium stability opét vychazi z charakteristického mnohoclenu, resp.
charakteristické rovnice (6. 6). Uvazujeme charakteristicky mnohoclen po bilinearni
transformaci. Opét je nutno kontrolovat Stodolovu podminku stability.

Z koeficientli charakteristického mnohoclenu sestavime tzv. Hurwitzovu matici (6. 7).

8y 83 8 i 0
a, A Any E - 0
H=| 0 a, a,! 0 (6.7)
0 0 0 a,

Hurwitzova matice H bude stejného ftadu, jako je stupent charakteristického
mnohoc€lenu. Z Hurwitzovy matice sestavime Hurwitziiv determinant a z tohoto budeme
ur¢ovat subdeterminanty, které jsou rovny hlavnim rohovym minoriim matice H.

Hlavni rohové subdeterminanty tedy budou:
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n—

H =a,,;
_ a1 843

H2—a

; (6. 8)

n an—z

az H =a,H,

Regulacni obvod je (asymptoticky) stabilni pravé tehdy, kdyZ vSechny hlavni
rohové subdeterminanty jsou kladné.

Pokud je ncktery ze subdeterminanti nulovy nebo zaporny, regulacni obvod je
nestabilni. Jestlize je koeficient charakteristické rovnice a, =0 a vSechny rohoveé

subdeterminanty jsou kladné, regulacni obvod je na nekmitavé mezi stability, tzn.
charakteristickd rovnice ma nulovy kotfen. Pokud H,_, =0, regula¢ni obvod je na kmitavé

mezi stability, tzn. charakteristick4 rovnice ma dvojici ryze imaginarnich kotent.

6.4 KmitocCtova kritéria stability

Pro kontrolu stability diskrétnich regula¢nich obvodl pouzijeme jen jedno kmitoctové
kritérium stability — Michajlovovo kritérium stability. Toto kritérium stability umoziuje
rozhodnout o stabilité na zéklad¢ priibéhu Michajlovova hodografu.

6.4.1 Michajlovovo kritérium stability

Vychazime opét z transformovaného charakteristického mnohoclenu (6. 9), resp.
transformované charakteristické rovnice.

N(w)=a,w" +..+aw+a, (6.9)
Pti vyuziti tohoto kritéria vyhodnocujeme stabilitu dle pribéhu koncového bodu
Michajlovovy funkce N (j a)) v komplexni rovin€ pfi ménici se frekvenci @ v rozsahu 0 az
©.
Michajlovovu funkci N(jo) ziskime dosazenim
W= jo (6. 10)
do transformovaného charakteristického mnoho¢lenu N(w).
Z charakteristické funkce N(ja)) vyjadiime redlnou a imaginarni ¢ast Michajlovovy
funkce.
Re{N(jo)}=N,(0w)=a, —a,0’ +a,0" —...=kofeny wp,,wp, ,... (6.11)
Im{N(jo)} = N, ()= a)(a1 —-a,0° +a,0 - ):> koteny wq,,@q, ;.- (6. 12)

a dosazenim ménici se frekvence vykreslime Michajlovoviiv hodograf.
Jestlize tedy lezi vSechny koteny charakteristické rovnice v levé poloroviné komplexni
roviny, potom plati pro frekvenci @ ménici se v rozsahu od 0 do o
. T
A arg N(ja)):n— (6.13)
0<w=o 2

Michajlovovo kritérium stability tedy zni:

Regulacni obvod je stabilni pravé tehdy, kdyZ Michajlovoviiv hodograf bude
zaCinat na kladné realné poloose komplexni roviny a proti sméru hodinovych ruéié¢ek
projde postupné tolika kvadranty, kolikatého stupné je charakteristicky mnohoclen
uzaviceného regula¢niho obvodu.

Na obr. 6. 6 jsou zobrazeny Michajlovovy hodografy pro regula¢ni obvody stabilni,
nestabilni a na mezi stability.
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Obr. 6. 6 Michajlovoviv hodograf pro n =3 — a) stabilni systém, b) na kmitavé mezi stability, c) na
nekmitavé mezi stability, d) nestabilni systém
V piipadé¢ Michajlovova kritéria mizeme také vyuzit jeho analytickou formulaci.
Ur¢ime Michajlovovu funkci a jeji redlnou (6. 11) a imaginarni ¢ast (6. 12) a vypocitdme
koteny realné a imaginarni Casti. Poté mizeme fici, ze regulacni obvod je stabilni pokud
plati podminka
0=wy <o <y, <0p, (6.14)
tj. kofeny imaginarni a redlné ¢asti se vzdjemn¢ stfidaji. Tato podminka plati pro systémy
bez dopravniho zpozdéni.

6.5 Resené priklady
Priklad 6.2

Vysetiete stabilitu regulatniho obvodu, ktery je dan diskrétnim pifenosem fizeni

a
G = . .
w(2) a,z’ +27+2a,

ReSeni:
Ur¢ime charakteristicky mnohoclen, resp. pfi poloZeni rovno nule charakteristickou
rovnici.
N(z)=a,z’ +2z+2a,
e . . w+1 ‘s
Provedeme bilinearni transformaci, tzn. za z dosadime z= —1 a ziskame
W_
transformovany charakteristicky mnohoclen.
N(w)=N(z),_wa

w-1
N(w)=a, WZV:—Z\IA;;] +2 xj +2a,
N (w)= 2 (W +2w+1)+ 2(w? —1)+ 2a, (w—1)’
(w—1)
Vyraz polozime roven 0 a ziskame charakteristickou rovnici.
a, (W +2w+1)+2(w? —1)+2a, (w—1)*
(w-1y )

N(w)=a,(w” +2w+1)+2(w? —1)+2a,(w-1)* =0

0
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Provedeme tipravu a ziskdme tvar
w?(a, +2+2a, )+w(2a, —4a,)+(a, —2+2a,)=0
Dale postupujeme stejné jako pii kontrole stability dynamickych systému. Protoze
modifikovany charakteristicky mnohoclen je 2. stupné je Stodolova podminka nutnou a
postacujici podminkou stability.
Aby systém byl stabilni, musi tedy platit:

1. podminka: a, +2+2a, >0 = a, >-2-2a,
2. podminka: 2a, —4a, >0 = a, >2a,
3. podminka: a, —2+2a, >0 = a, >2-2a,

Na obr. 6. 7 je zobrazena stabilni oblast Srafovana a ohranicend tu¢nymi carami dle

r a,

vypoctenych podminek.

Obr. 6. 7 Zobrazeni podminek stability pro priklad 6.2

KMS oznacuje kmitavou mez stability, NMS oznacuje nekmitavou mez stability.

Piiklad 6.3

Vysetiete stabilitu regulacniho obvodu pomoci Hurwitzova kritéria stability, ktery je
2’ -0,252+0,25
dén diskrétnim prenosem fizeni G, (z)=— > ’ [Balatg, 2003].
z°-0,63z" +1,02z - 0,368

ReSeni:
Ur¢ime charakteristicky mnohoclen, resp. pfi polozeni rovno nule charakteristickou
rovnici:
N(z)=2*-0,632% +1,02z - 0,368
2’ —0,63z° +1,022- 0,368 =0

e . . w+1 s
Provedeme bilinearni transformaci, tzn. za z dosadime z= ol a ziskame
W_

transformovanou charakteristickou rovnici.

w+1 3 w+1 ? w+1
—1 -0,63] —— | +1,02| —— |-0,368=0
W_
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Po upravé ziskame transformovanou charakteristickou rovnici ve tvaru
1,022w° +2,454w’ +1,506w +3,018 = 0
Provedeme kontrolu Stodolovy podminky stability, ktera zni: VSechny koeficienty

charakteristické rovnice musi existovat a musi mit stejné znaménko. Tuto kontrolu
provadime pro transformovanou charakteristickou rovnici.

Nyni vyuzijeme Hurwitzova kritéria kontroly stability.
2,454 3,018
1,022 1,506

Hurwitziv determinant je kladny, tzn. diskrétni regulacni obvod je stabilni.

2

=3,696-3,084 =0,612>0

Piiklad 6.4

Vysetiete stabilitu regulacniho obvodu pomoci Michajlovova kritéria stability, jehoz
charakteristicky mnohoélen je N(z)=z* -0,63z* +1,02z — 0,368 .

ReSeni:
e, . , w+1 i
Provedeme bilinearni transformaci, tzn. za z dosadime 7= ol a ziskame
W —_
transformovanou charakteristickou rovnici.
3 2

w+1 w+1 w+1

— | =0,63] —— | +1,02| —— [-0,368=0

w-1 w-1
Po upravé ziskame transformovanou charakteristickou rovnici ve tvaru

1,022wW° + 2,454w* +1,506W + 3,018 = 0

V charakteristickém mnohoélenu provedeme substituci W= jo a ziskame

Michajlovovu funkci. Provedeme rozklad na readlnou a imaginarni ¢ast charakteristické
rovnice.

N(jo)=1,022(jo) +2,454(jw)’ +1,506 jo + 3,018
Provedeme rozklad na redlnou a imaginarni ¢ast charakteristické rovnice.
N, (w)=3,018-2,4540"
No (@) = (1,506 =1,02200°)
Nyni ur¢ime kofeny realné a imaginarni casti.
N, (@)=3,018-2,4540" =0

wp =111
Ng (@)= 0(1,506 —1,0220% ) = 0
0y =0

g, = 1,47

Analyticky urCime stabilitu dle rovnice 0= @y, < @y, < @y, < @p, .
0=0<111<147

Podminka stability je splnéna a tudiz diskrétni regulacni obvod je stabilni.
Nyni mizeme vypocitat hodnoty realné a imaginarni ¢asti pro ménici se frekvenci @ .
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Tab. 6. 2 Vypoctené hodnoty realnych a imaginarnich ¢asti Michajlovovy funkce z prikladu 6.4

0] Re Im

0 3,018 0
/6 |[2345222| 0,641834
/3 [0,326888| 0,403435
/2 -3,037 -1,595433
77 /12 |-522353| -3,530114
27/3 |-7,74645 | -6,235001
37/4 |-10,6058 | -9,820121
S7/6 [-13,8015| -14,3955

T -21,202 -26,957
Nyni vykreslime dle vypoctenych hodnot Michajlovoviiv hodograf.
Ima
-20 -15 -10 -5

Obr. 6. 8 Michajlovoviv hodograf pro priklad 6.4

Dle definice stability podle Michajlovova hodografu, miizeme fici, ze diskrétni
regulacni obvod je stabilni.
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