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2 Matematické modely

Uvazujme linearni diskrétni systém (obr. 2. 1).

u(kT) (kT)

— DS |[—

Obr. 2. 1 Linearni diskrétni systém
Stejné jak u spojitych systémi tak i1 u diskrétnich systému existuje nékolik moznosti
zpisobu vnéjs$iho popisu chovani, které vyjadiuji vztah mezi vystupni veli¢inou y(kT) a
diskrétni vstupni veli¢inou u(kT). Vnitini popis chovani diskrétniho systému obsahuje
kromé uvedenych velicin i diskrétni stavové veliCiny.

2.1 Popis v ¢asové oblasti — diferen¢ni rovnice systému

Pro popis vlastnosti dynamického systému v Casové oblasti mize slouzit diferenéni
rovnice v normalnim tvaru s pocatecnimi podminkami.

a y[(k+n)T]+...+ay[k+1)T]+a,ykT)=
=b,uf[(k +m)T]+...+bu[(k + )T ]+ b,u(kT) 2. 1)
y(0), y(T),..., y[(n=1)T} u(0),u(T)....,u[(m-1J7]
Klidovy ustéleny stav (jestlize existuje) je pospan vztahy
Pmu(kT): u

lim y(KT )=y -2)
tj. pro kK — oo plati
Yk +n)T]=.= y[k +1)T]= y(kT)=y
u[k +mJT]=...=u[k +1JT]=u(kT)=u
Po tprave dostaneme
b, +...+b, +b, 4
= m ; i 0

Y an+...+al+aou ;a -
ij (2.3)

y =k,u; k, =12

kde k, je koeficient pfenosu.
Diferen¢ni rovnice (2. 1) je linearni, jeji koeficienty jsou konstantni, hovotime tedy o
stacionarnim diskrétnim linedrnim dynamickém systému.
Staticka charakteristika, tedy zavislost vystupni veli¢iny na vstupni veli€iné v
ustaleném stavu je pospana vztahem (2. 3).
Pokud ma diferencni rovnice (2. 1) popisovat realny dynamicky systém musi byt
splnény podminky fyzikalni realizovatelnosti.
n>m Silna podminka fyzikalni realizovatelnosti
n=m Slaba podminka fyzikalni realizovatelnosti (2.4)
n<m Fyzikalné nerealizovatelny systém
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2.2 Popis v oblasti komplexni proménné — diskrétni pfenos

Po Z-transformaci diferen¢ni rovnice (2. 1) ziskdme pfenos ve tvaru podilu Z-obrazu

(1. 1) vystupniho signalu y(kT) k Z-obrazu vstupniho signalu u(kT) pii nulovych
pocatecnich podminkach.

6(z)= Y(z) b,z"+..+bz+b,

= = 2.5
U(z) a,z"+..+az+a, @.5)
Staticka charakteristika (jestliZe existuje) je pospana vztahem
: b, +..+b +b
y= [hmG(Z)] u=—"=" L u=Kku
21 a, +..+a, +a,
(2.6)

Zn:ai #0
i=0

Jmenovatel pienosu G(Z) je charakteristicky mnohoclen diskrétniho linearniho
dynamického systému.

N(z)=a,z"+..+az+a,=a,(z-2,Nz-2,).(z-2,) 2.7
kde z,,2,,...,Z, jsou kofeny charakteristické rovnice.
N(z)=a,z"+..+a,z+a, =0 2.8)
které nazyvame poly pienosu G(Z) .

Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou dany vztahy (2. 4).

2.3 Popis v kmitoétové oblasti

Pro popis systému je mozZno také uzit diskrétni kmitoCtovy prenos

G(ejT“’)zG(Z); z=el™
G( M) b.e™ +...+be’™ +b, (2.9)
e’ )= "= :
aem’ +..+ae’ +a,

ktery se pouziva pro kmitocet
Oﬁwsl
2

Staticka charakteristika (jestlize existuje) je pospana vztahem

y — hn%G(eJT(u)]u _ bm ++b1 +b0 u

a, +..+a, +a,
n
>a #0
i=0

Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou dany vztahy (2. 4).

=k,u
(2. 10)

2.4 Popis v casové oblasti — prechodova funkce

Pfechodova funkce je odezva dynamického systému na vstupni veli¢inu ve tvaru
Heavisideova jednotkového skoku 7(KT).
Z-obraz diskrétniho jednotkového Heavisideova skoku je
z
U(z)zz{n(kT)}z—l (2. 11)
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Diskrétni pfechodova funkce tedy bude mit tvar
H(Z)=G(Z)i 2. 12)
Original je dan vztahem
h(kT)=2" {G(z)ﬁ} 2. 13)
Staticka charakteristika (jestlize existuje) je pospana vztahem

y= hlmh(kT)]u = [hmz__lH(z):|u _ bm _|_____+_b1 +b0
—o 71 a, +...+4a, +4,

. u=ku (2.14)

Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou tedy
h(O) =0  Silna podminka fyzikalni realizovatelnosti
h(O) #0  Slaba podminka fyzikalni realizovatelnosti
Ptiklad diskrétni pfechodové charakteristiky je na obr. 2. 2.

h(kn N

T >

¢
kT

Obr. 2. 2 Diskrétni prechodova charakteristika

2.5 Popis v casové oblasti — impulsni funkce

Diskrétni impulsni funkce g(kT) je odezva dynamického systému na diskrétni
jednotkovy Diracliv impuls ¢ (kT ) Z-obraz diskrétniho jednotkového Diracova impulsu je

ZSKT )i =D o(KkT)z ™ =1

k0 (2.15)
5(kT)=1
Diskrétni impulsni funkce je definovana vztahem
g(kT)=2"{G(2)} (2. 16)

Ptiklad diskrétni impulsni charakteristiky je na obr. 2. 3.

g(kn N

kT

Obr. 2. 3 Diskrétni impulsni charakteristika
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Staticka charakteristika (jestlize existuje) je pospana vztahem

k b. +..+b +b
=|lim ) g(iT)|u=—" ——u=ku
y Liwi_og( )} a, +..+a, +a, : @17

Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou tedy

g (O) =0  Silnd podminka fyzikalni realizovatelnosti

g (0) #0  Slaba podminka fyzikalni realizovatelnosti

2.6 Vztah mezi prechodovou a impulsni funkci

Stejn¢ jako u spojitych systémi, také u diskrétnich systémil existuje spojitost mezi
ptfechodovou a impulsni funkci.

Ze vztahu pro obraz piechodové funkce (2. 18) vypocteme obraz impulsni funkce
(2.19)

H(z):ﬁe(z) (2. 18)

z—-1
G(z):TH(z) (2.19)
Pouzitim vlastnosti Z-transformace z tab. 1. 1 dostaneme vztahy (2. 20) a (2. 21).

Impulsni funkce je tedy dana zpétnou diferenci prechodové funkce (2. 20), pfechodovou
funkei ziskdme sumaci impulsni funkce (2. 21).

9(kT)=Vh(kT )= h(kT)-h|(k —1)T ] (2.20)
h(kT)= Zi;g(iT) (2.21)

2.7 Stavovy popis

Stavovy model pro diskrétni linearni dynamicky systém ma tvar
x[(k +1)T ] = Ax(kT )+ bu(kT) — stavova rovnice

y(kT)=c¢"x(kT)+du(kT) — vystupnirovnice (2-22)
kde
A — matice systému (stavova matice systému), rozmeér (n x n),
b — vektor fizeni (stavovy vektor fizeni), rozmér (n x 1),
¢ — vystupni vektor (vystupni vektor systému), rozmér (n x 1),
d — vektor pfevodu (vystupni vektor fizeni), rozmér (1 x 1).
Staticka charakteristika (jestliZze existuje) je pospana vztahem
y=lc"(1-A)"b+d|u (2.23)
Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou tedy
d=0 Silna podminka fyzikalni realizovatelnosti
d=0 Slaba podminka fyzikalni realizovatelnosti

Mame-li diskrétni systém pospany vné&jSim popisem, resp. diferencni rovnici (2. 24)
nebo diskrétnim obrazovym pienosem G(z) (2.25)
a y[k+n)T]+...+ay[k+1)T]+a,ykkT)=

= b, u[(k + m)T ]+...+bu[(k + 1)T ]+ b,u(kT) (2.24)
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6(z)= Y(z) _b,z"+..+bz+b,
U(z) a,z"+..+az+a,

(2.25)

je mozno jej pievést na vnitini popis, resp. stavovy popis a to nékolika metodami a to napf.
[Noskievi¢, 1992]:

e metodou postupné integrace,

e metodou snizovani radu derivace,

e rozkladem pfenosu na dil¢i pfenosy.

Tak jako je mozno vn&js$i popis systému, resp. obrazovy pienos G(Z) prevadét na
vnitini popis, resp. stavovy popis, existuje i moznost zpétné operace, tedy prevodu ze
stavového popisu na obrazovy pienos (2. 26).

G(z):@:cT(zI—A)‘lb+d (2. 26)

u(z)
2.8 Déleni diskrétnich dynamickych systému

Diskrétni dynamické systémy lIze rozd€lit na tfi typy téchto systémid a to P
(proporciondlni), S (sumac¢ni) a D (diferencni). Typ systémi lze urcit ze statické
charakteristiky, obrazového prenosu G(z) a pribéhu prechodové charakteristiky h(kT ).

Pro pripomenuti mize byt uvedeno, Ze statickd charakteristika je zavislost vystupni
veli¢iny Y na vstupni veli¢in€ U v ustadleném stavu.

2.8.1 Proporcionalni dynamicky systém

Staticka charakteristika

V ptipad€ proporcionalniho systému statickd charakteristika existuje (obr. 2. 4) a je
definovana

y =ku (2.27)
kde

ij m n
k=2 Db, £0,> a8 %0 (2.28)
i=0

Zn:ai =

L
>

1
u
Obr. 2. 4 Staticka charakteristika proporcionalniho dynamického systému
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Obrazovy prenos

Pti urCovani typu systému vychazime z obrazového prenosu G(Z) (2.29).

b, 2" +..+bz+b
G(z)=—mE T TAIT D (2.29)
az"+..+a,z+a,

O proporciondlni dynamicky systém se jedna v ptipadé, Zze nelze z Citatele ani
jmenovatele vytknout vyraz (1 -z ), popr. (Z - 1).
Piechodova charakteristika

Ptechodova charakteristika proporcionalniho dynamického systému se ustdli na
nenulové kone¢né hodnoté, resp.

h(eo) =k, =22 (2. 30)

X
=
J

T >

¢
kT

Obr. 2. 5 Pi‘echodova charakteristika proporcionalniho dynamického systému

2.8.2 Sumacni dynamicky systém

Staticka charakteristika

V piipad¢ sumacniho dynamického systému staticka charakteristika neexistuje, protoze
plati

Kk, =00 (2.31)

k, =1—; Zm:bj #0,> a, =0 (2.32)
j=0 i

Obrazovy prenos

Pfi ur€ovani typu systému opét vychazime z obrazového pienosu G(Z) (2.33).

b, 2" +..+bz+b
G(z)=—mf T TAIT D 2.33)
az"+..+a,z+a,

O sumacni dynamicky systém se jedna v pfipadg, Ze lze ve jmenovateli vytknout vyraz
(1 - Z_l), popr. (Z - 1), tedy
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b,z" +...+bz+b,
(z-11(a,z" +..+az+a,)

G(z)= (2.34)

kde q je rad sumace.
Prechodova charakteristika

Ptechodova charakteristika sumac¢niho dynamického systému se neustali, resp.
() — o (2.35)

h(kT) A

+ﬁ,,.'r‘l'T‘H X

kT

Obr. 2. 6 Pirechodova charakteristika sumaé¢niho dynamického systému

2.8.3 Diferenc¢ni dynamicky systém

Staticka charakteristika

V ptipad€ diferen¢niho systému statickd charakteristika existuje, ale je trividlni a je
rovna
y=0 (2.36)

protoze plati

k, =1—; ibj =0,Zn“ai #0 (2.37)

N
rd

k=0 u

Obr. 2. 7 Staticka charakteristika diferen¢niho dynamického systému
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Obrazovy prenos

Pti urCovani typu systému opét vychazime z obrazového pienosu G(Z) (2. 38).

b, 2" +..4+bz+b
G(z)=—mE T TAIT 2.38)
az"+..+a,z+a,

O diferen¢ni dynamicky systém se jednd v ptipadé, Ze lze v Citateli vytknout vyraz
(1 - Z_l), popr. (Z - 1), tedy

G(z)=

kde r je tad diference.
Piechodova charakteristika

(z-1)(b,z" +...+b,z+h,)
a,z2"+..+a,2+4,

(2.39)

Ptechodova charakteristika diferenc¢niho dynamického systému se ustali na hodnoté 0,

tj.
Ih(e0) — 0 (2. 40)
h(kn N

THHTM.._. S

¢
kT

Obr. 2. 8 Pirechodova charakteristika diferen¢niho dynamického systému

2.9 Matematické modely — Fesené priklady

Piiklad 2.1

Pro systém popsany diferen¢ni rovnici
y[(k +2JT]+0,7y[(k + )T ]+ 0,1y(kT ) = u[(k + )T ]-u(kT)
s nulovymi po¢ateénimi podminkami u(0)=0, y(0)=y(T)=0 urcete:
a) obrazovy pfenos,
b) ptechodovou funkci v uzavieném tvaru,
¢) impulsni funkei,
d) vykreslete impulsni a pfechodovou charakteristiku pro prvnich 5 hodnot,
e) o jaky typ dynamického systému se jedna a jeho fyzikalni realizovatelnost.

ReSeni:

e ad a) Urcime obrazovy pfenos:
2°Y(2)+0,72Y(2)+0,1Y(z) = z2U(z)-U(z)
Y(z)(z2 +0,72 + 0,1): U(z)z-1)

Y(z z—-1
G(z)= (()_ .
U(z) z+0,7z+0,1
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m=1,n=2=n>m= je splnéna silnd podminka fyzikalni realizovatelnosti.
e adb) Pro vypocet diskrétni prechodové funkce pouzijeme vztah (2. 13):

h(kT) = Z“{iG(z)}

hkr)=z| -2 2L l_zn Z
z-1 z2°+0,72+0,1 z2°+0,72+0,1

Obraz pifechodové funkce rozdélime na parcidlni zlomky. Kofeny jmenovatele
jmenovatele jsou z, =-0,2a z, =-0,5.

Nyni lze provést rozklad na parcidlni zlomky a dosazovaci metodou dopocitat
koeficienty A, B parcidlnich zlomki:

z A B
221072401 2402 2405
z=A(z+0,5)+B(z+0,2)
Za 7 dosadime

z,=-05: -05=-03B=B-=

7,=-02: —-02=03A= A=-

V souladu s tab. 1. 2 mizeme psat
2 5

k)23 3 =—3(k_1j(—0,2)k‘1+§[k;1j(—o,5)k‘l:

(z+0,2) (z+0,5) 3L 0

— =202 pllk =171+ 2 (08 pllk - T ]= -5 (-02) !+ 2 (-0.5)

pro k>1a0pro k <1.
Nyni vypocteme prvnich pét hodnot piechodové charakteristiky:
h(0)=0
h(T)=1
h(2T)=—2(- o,z)+§(_ 0,5)= 0,7

h(3T)=-=(-0,2) +§(— 0,5)" = 0,39

A(KT) = h(4T) =~ (-0.2) +2(-0.5) =-0,203 = -0.2

e ad ¢) Nyni vypocteme prvnich pét bodl impulsni charakteristiky s pouzitim vztahu

(2. 20):
g(kT)=h(kT)-h[(k —1)T]
9(0)=0
g(T)=1-0=
g2T )=-0,7-1=-1.7
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e ad d) Dle ptedeslych vypoctl vykreslime impulsni a pfechodovou charakteristiku pro
prvnich 5 hodnot:
gk 4

15+

14
0,5
L 4 1 T t } t >
-0,51

14+
-1,5-

T

L

T

®
-1.
Obr. 2. 9 Impulsni charakteristika z prikladu 2.1

h(kT) ¢
1,57
14+

05+ 0,39
2T 1 41

. —
T 3T 0.2 kT

0,5+
114 0,7

-1’5_

Obr. 2. 10 Piechodova charakteristika z prikladu 2.1

e ad e) Nyni ur¢ime typ dynamického systému a jeho fyzikalni realizovatelnost:
m

" 1-1
k1 = h(w) = 1= = _ =
. 1+0,7+0,1
28
i=0

Ptechodova charakteristika se ustdli v hodnoté¢ 0, ztoho vyplyvd, Ze se jednd o
diferen¢ni dynamicky systém.

Dale je mozno fici, Ze je splnéna silnd podminka fyzikalni realizovatelnosti, nebot’ pro
obé charakteristiky plati h(0)=0,g(0)=0.

Priklad 2.2

Pro systém pospany diferen¢ni rovnici
y(KT)+0,5y[(k = 1T ] = u(kT )+ 2u[(k = 1)T]
s nulovymi poc¢atecnimi podminkami urcete:
a) obrazovy pfenos,
b) ptechodovou funkci,
¢) impulsni funkci v uzavieném tvaru,
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d) vykreslete impulsni a pfechodovou charakteristiku pro prvnich 5 hodnot,
e) o jaky typ dynamického systému se jedna a jeho fyzikalni realizovatelnost.

ReSeni:
e ad a) Urcime obrazovy pienos:
Y(2)+0,527'Y(z)=U(z)+227'U(2) /(-2)
z2Y(z)+0,5Y(z)=zU(z)+2U(z)
Y(z)z+0,5)=U(z)z+2)
Y(z) z+2
m=1n=1=n=m= je splnéna slaba podminka fyzikalni realizovatelnosti.

Vzhledem k pozadavku bodu c¢) vzadani o uzavieném tvaru impulsni funkce,
vypocitame nejprve tento bod.

e ad c¢) Urc¢ime impulsni funkci v uzavieném tvaru:

9(kT)=2"{G(2)}

gkT)=z |22z 2 2
z+0,5 z+0,5 z+0)5

okT)= (~05) + 2( ) J(_ 0.5)" = (05) +2(05)" lk —1)T]

Nyni vypocteme prvnich pét bodd impulsni charakteristiky:
9(0)=1
9(T)=-05+2=15
9(2T)=0,25-1=-0,75
9(3T)=-0,125+0,5=0,375 = 0,38
9(4T)=10,0625-0,25 = —0,1875 = -0,19
e adDb) S vyuzitim vztahu (2. 21) dopocitdme hodnoty diskrétni pfechodové funkce:

h(kT):gg(iT)

G(z)=

h(0)=1
h(T)=1+15=2,5
h(2T)=2,5-0,75=1,75
h(3T)=1,75+0,38 = 2,13

h(4T)=2,13+(-0,19)=1,94

e ad d) Dle ptedeslych vypocti vykreslime impulsni a pfechodovou charakteristiku pro
prvnich 5 hodnot:
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>

g(kT)/
1,6
1 ¢

0,5

1,5

s

L

0,38
vl

—
T 3T 019 kT

0,57
A1 0,75

-1,5+
Obr. 2. 11 Impulsni charakteristika z prikladu 2.2
h(kT)/
’ 213

2,5-
2T 1,75 1 1’.?4

1,5 1
1e
0,5+

>

25

T

L
>

T 2T 3T 4T KT

T

-0,5-

Obr. 2. 12 Pfechodova charakteristika z prikladu 2.2

e ad e) Nyni ur¢ime typ dynamického systému a jeho fyzikalni realizovatelnost:
m

o s
= +
kl:h(oo):zj Ti0s 15
al b b

i=0
Prechodova charakteristika se ustali na hodnoté 2, ztoho vyplyva, Ze se jedna o
proporciondlni dynamicky systém.
Dynamicky systém splnuje slabou podminku fyzikdlni realizovatelnosti, nebot” obé
charakteristiky nezac¢inaji v po¢atku soufadnicového systému a dale platin=m = 1.

Priklad 2.3

, , , " z "
Pro systém pospany obrazovym pienosem G(Z) = ——_—— urcete:
2°+272+1

a) impulsni funkei,

b) ptechodovou funkci,

¢) vykreslete impulsni a pfechodovou charakteristiku pro prvnich 5 hodnot,

d) urcete podminky fyzikdlni realizovatelnosti a o jaky typ dynamického
systému se jedna.

FS — VSB TU Ostrava



Automatické fizeni 11

ReSeni:
Pfevedeme obrazovy pienos na diferencni rovnici.

G(z):Y(Z)— z

U(z) z2+2z+1
Y(z)2> +2z+1)=2U(2)
2°Y(z)+22Y(2)+Y(2) = 2U(2)
yl(k +2JT [+ 2y[(k + T ]+ y(kT) = u(k +1)T]
ylk +2J7 = ulk + )T ] 2y[(k + 1T ] - y(kT)

u(kT)=8(kT)= y(kT)=g(kT)

gl(k +2)T]=s[(k + 1)1 ]-2g[(k + )T |- g(KT)

e ad a) Urcime hodnoty diskrétni impulsni funkce:

k=-2 9(0)=0

k=-1 9(T)=6(0)-29(0)-g(-T)=1+0+0=

k=0 9(2T)=06(T)-29(T)-g(0)=0-2-0=-2
k=1 g(3T)=0(2T)-29(2T)-g(T)=0+4-1=3
k=2 9(4T)=06(3T)-29(3T)-9g(2T)=0-6+2=—4

e ad b) Pro urceni hodnot diskrétni ptechodové pouzijeme vztah (2. 21):

h(kT):gg(iT)
h(0)=0 _
h(T)=0+1=
h(2T)=1-2=-1
h(3T)=-1+3=2

e ad c) Dle predeslych vypocta vykreslime impulsni a pfechodovou charakteristiku pro
prvnich 5 hodnot:
g(kT) 1

41

- N W

T =k

2T 4T

-2

Obr. 2. 13 Impulsni charakteristika z prikladu 2.3
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Obr. 2. 14 Pfechodova charakteristika z prikladu 2.3
Z prabehu g(kT) a h(kT) vidime, Ze tento dynamicky systém je nestabilni.

e ad e) Nyni ur¢ime typ dynamického systému a jeho fyzikalni realizovatelnost:

ProtoZe se jedna o nestabilni systém, jeho typ urime z prenosu G(z). Ani v Citateli,
ani ve jmenovateli pfenosu nelze vytknout dvojclen (Z - 1) , proto se jedna o proporcionalni
dynamicky systém.

Je splnéna silnd podminka fyzikalni realizovatelnosti, nebot’” obé charakteristiky
zacinaji v pocatku soufadnicového systému a ddle platin=2am=1.
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