Automatické fizeni 11

1 Uvod do éislicové regulace

V nasledujicim textu budou uvedeny zakladni vlastnosti, popisy a piehledy tykajici se
problematiky ¢islicové regulace. Nékteré z kapitol budou také obsahovat fesené piiklady
pro snadné&jsi zvladnuti dané problematiky. Kompletni ucebni text bude kopirovat osnovy
pfedmétu Automatické fizeni II, vyucovaného na katedfe automatizacni techniky a fizeni,
VSB-TU Ostrava.

Prvni kapitola se bude vénovat sezndmeni se s zakladnimi pojmy teorie Cislicové
regulace, dale pojmy zoblasti Z-transformace a vzorkovanim. Druhd kapitola bude
zaméfena na matematicky popis linedrnich diskrétnich dynamickych systémt, resp.
matematické modely. Tieti kapitola se bude zabyvat popisem linedrniho diskrétniho
regula¢niho obvodu a jeho zakladnimi pfenosy. Ve ctvrté kapitole budou popsany
konvenc¢ni typy linearnich diskrétnich regulatord a jejich modifikace, resp. polohovy a
ptirtstkovy algoritmus ¢islicovych regulatori. Pata kapitola bude zaméfena na technické
problémy pii nasazeni PSD regulatoru, resp. filtraci u linearnich diskrétnich regulac¢nich
obvodil. Sesta kapitola se bude zabyvat stabilitou linearnich regulaénich obvodi a to jak
diskrétnich tak spojitych. Zde bude popsan princip bilinearni transformace a také kritéria
stability (algebraickd, kmitoctovd). V sedmé kapitole se budou nachdzet postupy pii
popisovani kvality regulacniho pochodu a to v Casové oblasti a v oblasti komplexni
proménné. Déle budou popsany sumacni kritéria slouzici ke komplexnimu posouzeni
kvality regulacniho pochodu a urovani trvalych regulacnich odchylek. Posledni osma
kapitola bude zaméfena na syntézu regulacnich obvodd, tedy na névrh struktury regulatoru
a jeho parametrt tak, aby byla dosazena pozadovana kvalita regula¢niho pochodu.

1.1 Vyznam ¢éislicove regulace

V soucasném rozmachu C¢islicové techniky dochazi k stale castéjSimu vyuzivani
¢islicovych regulatort. Regulace vstupuje do nasich zivotl v nejriznéjSich formach. At uz
se jedna o pfistroje, které vyuzivame v domécnosti ¢i pii vyrobé v nejriiznéjsich zdvodech.
V ptipadé tohoto ucebniho textu se zaméfime na cCislicové regulatory, které v diskrétni
formé realizuji stejné algoritmy jako analogové regulatory.

V nasem piipad¢ budou pojmy jako je Cislicovy (diskrétni v urovni i1 v Case) a diskrétni
(spojity v urovni a diskrétni v Case) povazovany za totozné¢ nebot’ kvantizani chybu
povazujeme za zanedbatelnou [ViteCkova, Vitecek, 2006].

1.2 Schéma a popis cislicového regulacniho obvodu

Cislicovy regula¢ni obvod je takovy obvod, ve kterém alesponi jedna veli¢ina ma tvar
posloupnosti diskrétnich hodnot vytvafenych v pravidelné se opakujicich okamzicich
oznacovanych jako perioda T.

Na obr. 1. 1 je znazornéno blokové schéma regulaéniho obvodu s Cislicovym
regulatorem.
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Obr. 1. 1 Blokové schéma regulacniho obvodu s ¢islicovym regulitorem

Znaceni bloki:
o CR - ¢&islicovy regulator,
e A/C — analogové-¢islicovy pievodnik,
e S —regulovana soustava,
e C/A —¢&islicové-analogovy pievodnik.
Znaceni velicin:
o w(kT) — zadana veli¢ina,
o ¢(KT) — regulaéni odchylka,
o U(KT) — diskrétni akéni veli¢ina,
o U, (t) —tvarovana akéni veli¢ina,
J v(t) — poruchova veli€ina,
o y(t) —regulovana (vystupni) veli¢ina,
e T -—vzorkovaci perioda.
Regulovanou soustavu vzdy povazujeme za spojitou. O pievod spojité (analogove)
veli¢iny se stard A/C ptfevodnik. Tento pfevodnik je obvykle zapojen ve zpétné vazbe.
Dtlezitou podminkou je, Ze A/C pievodnik musi byt piesnéjsi nez C/A. Také se da fici,
ze A/C prevodnik povazujeme za jakysi omezujici ¢len, na jehoZ piesnosti zavisi presnost
celého regula¢niho obvodu.
Z cislicového regulatoru vystupuje diskrétni akéni velic¢ina u(kT), ktera je nasledné
C/A pievodnikem pievedena na tzv. tvarovanou veliéinu u, (t). Je ziejmé, 7e muZeme
tvarovanou veli¢inu uvazovat jako spojitou veli¢inu u(t) se zpozdénim o velikosti T /2,

T o Ce “ :
tedy u(t _Ej Pribéhy akénich velicin v ¢islicovém regulaénim obvodu jsou zobrazeny

na obr. 1. 2.
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Obr. 1. 2 Pribéhy akénich veli€in v regulaénim obvodu s Cislicovym regulatorem

1.3 Z-transformace

Z-transformace je matematicky aparat, ktery se vyuziva k popisu, analyze a syntéze
diskrétnich regula¢nich obvod [Wittenmark, Astrom, Arzen; Vite¢kova, 1995].
Defini¢ni vztahy Z-transformace jsou:
X(z)= =" x(k (1. 1)
k=0
1

x(kT)=2zZ"{x =2ﬂjj'>x )z"dz (1.2)

e 7 —komplexni proménna,

e KT — diskrétni redlna proménna (diskrétni cas),

o X(kT) — diskrétni original (Z-original),

e X(z) — diskrétni obraz (Z-obraz),

e / —operator pfimé Z-transformace,

e Z' —operator zp&tné Z-transformace,

e T —vzorkovaci perioda,

e r —polomér kruznice, uvnitt které lezi vSechny singuldrni body funkce X (Z)

Zpétna Z-transformace se uziva, kdyz hledame k diskrétnimu obrazu X(z) original
x(kT).

Diskrétni ¢asovou funkci x(KT) ziskime ze spojité Gasové funkce X(t) zastoupenim
spojitého Casu t diskrétnim casem X(kT ), tzn.

t=t, =kT; k=0,1,2,.. (1.3)
Pro diskrétni ¢asovou funkci se uziva ekvivalentni zapis
x(kT) = x[k] = x, (1. 4)
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Aby diskrétni ¢asova funkce X(kT) byla origindlem, musi byt:

a) nulova pro zaporné K, tzn.

x(KT) k>0
X(KT )=
(kT) {0 k<0 (1.3)
b) exponencialniho fadu, tzn. musi vyhovovat nerovnosti
IX(KT ) < Me
(1. 6)

M>0,¢q,€ (— oo,oo); k=0,12,...
Splnéni prvni podminky se da zajistit stejné jako pifi L-transformaci vynasobenim
diskrétni Casové funkce diskrétnim Heavisideovym jednotkovym skokem, ktery je dan
vztahem
1 k>0

”(kT):{o k<0

Stejné jako u L-transformace zapisujeme korespondenci mezi diskrétnim origindlem a
diskrétnim obrazem ve tvaru

(1.7)

x(kT)2 X(2) (1.8)

Ukazeme si souvislost mezi L-transformaci, definovanou vztahem

o0

X(s) = L{x(t)} = [ x(tedt (1.9)
0
a Z-transformaci.
V definiénim vztahu (1. 9) spojity Cas t zastoupime diskrétnim ¢asem KT a spojity
integral diskrétni sumou, dostaneme

X(s)= T x(kT)e™ (1. 10)
k=0
Srovnanim vztahu (1. 10) a (1. 1) vidime, Ze pro
z=¢" (1.11)
bude platit
X(s)=lim[Tx (2),_.. (1. 12)

1.3.1 Zakladni vlastnosti Z-transformace

v

Zékladni vlastnosti Z-transformace jsou uvedeny v tab. 1. 1. Podrobné;jsi jsou uvedeny
napt. v [Viteckova, 1995; Viteckova, 2005].

Tab. 1. 1 Zakladni vlastnosti Z-transformace

Linearita VA {al X, (kT ) ta,X, (kT )} =a, X, (Z) ta, X, (Z)

Posunuti v ¢asové oblasti vpravo 7 {X[(k _ m)T]} =z"X(z), m=>0
(zpozdéni)

(predstih)

Posunuti v ¢asové oblasti vlevo | z{x[(k +m)T ] = zm{x (2)- Eﬁ x(iT)z™ }, m>0
X

Dopifedna  diference 1. fadu x (s N
Axf)kT):x[(kH)r]_x(kT) Z{AX(KT )} = (2= 1)X (2) - 2x(0)
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Zpétna diference 1. fadu

Vx(kT)=x(kT)-x[(k =1)T]

Doptedna diference n-tého fadu

Zpétna diference n-tého fadu

Sumace v ¢asové oblasti typu I —
odpovida doptedné diferenci
[dopfedna  (pravd)  obdélnikova
metoda]

Sumace v Casové oblasti typu II —
odpovida zpétné diferenci
[zpétna (leva) obdélnikova metoda]

Koncova hodnota v ¢asové oblasti

X(0) = lim x(KT ) = lim 2=

k—o 71 Z

X(z)=lim(z —1)X (z)

7>l

1.3.2 Ukazka ze slovniku L a Z-transformace

Pro ukazku je k dispozici vytah ze slovniku L a Z-transformace. Podrobnéji napt. v

[Viteckova, 1995, ViteCkova, 2005].

Tab. 1. 2 Vytah ze slovniku L a Z-transformace

x(t) X(s) x(kT) X(2)
s5(t) 1 S(kT) 1
1 z
t - KT —
1) : k) L
t 1 kT 12
5’ (z-1)
t2 1 (kT ) T 2(z+1)
2 s’ 2 2 (z-1)
(k - 1}(1 a)"k>n, 1
n-1 (Z n a)”
Oprok<n,a=0 a
eiat 1 eiakT z :c= eiaT
sta z-c
t -at 1 kT -akT CTZ C= e_aT
© (s+a) © (z-c)’
— \k Zz
(—i— a) ,az=0 ?a
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x(t) X(s) x(kT) X(z)
sin ot @ sin wkT Zsin T
s’ + @’ 2?2 —2zcoswT +1
2
cos wt . S . cos kT 2> —zcoswT
S"+w 22 —2zcoswT +1
1.3.3 Z-transformace — fesené priklady
Priklad 1.1
Urcete obraz diskrétni ¢asové funkce na obr. 1. 3.
x(KT) 4
3+—————»
29
1 ____________
3T 4T T
—e o y o >
T, T 2T | | ST 6T KT
0 3

Obr. 1. 3 Diskrétni ¢asova funkce — priklad 1.1

ReSeni:

Zobr. 1. 3 vyplyva, Ze diskrétni Casovd funkce X(kT) je original. V souladu
s defini¢nim vzorcem Z-transformace, obraz je dan souctem nekonecné tady, kde u

mocniny z ¥ je odpovidajici pofadnice diskrétni ¢asové funkce x(KT).

X(z)=Z{x(kT )} =x(0)z° + x(T )z +x(2T )z +...=

=22"+0z"+3z27

—1z273 =22 +127° =

=24327%—-727-22"%+27

Nyni zapiSeme ziskany obraz X(Z) v kladnych mocninach komplexni proménné z a

ziskame

5 3 2
X(Z)_zz +32° -2 -272+1

ZS

Pii srovnani prab¢ht X(kT) a obrazu X(Z) v kladnych mocninach komplexni
proménné z zjistime, ze diskrétni Casové funkci trvajici r krokid (v naSem piipadé r = 5)

odpovida obraz, ktery ma r-nasobny nulovy pol, tzn. z, =z, =...=z, =0.
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Priklad 1.2

Urcete obraz diskrétni ¢asové funkce na obr. 1. 4.

x(kT) 4
21
1 4 -
—® T. ® T. *r—o—0—>
-T1 T 2T 3T 4T 5T 6T kT
21

Obr. 1. 4 Diskrétni ¢asova funkce — priklad 1.2
Reseni:
X(2)=Z{x(kT)}=0z° +1z7" +0z2 +12° + 0z * +0z°...= 27" + 2™

Jak je vidét zobou piedchozich ptikladl, nalezeni obrazu, kdyz zndme casové
potadnice v jednotlivych diskrétnich ¢asovych okamzicich je velmi jednoduché.

Piiklad 1.3

Pomoci ptfimé Z-transformace urcete obrazy diskrétnich ¢asovych funkci:

1. 5(kT)
2. n(kT)
ReSeni:

1. Diskrétni Diraciiv impuls je definovan vztahy

§(kT)={1 k=0
0 k=0

Z{5(kT )= Y 5T )z * =1

Z-obraz diskrétniho Diracova impulsu je roven 1.
2. Dle vztahu (1. 7) piSeme

2T )} =S nkT )z =Y 2% <1427 427 4.
k=0 k=0
Vyraz vynasobime 2.
27'ZkT ) =z"+27 + 27 + ..
Oba predeslé vztahy odecteme a ziskame
Z{n(kT )} =22 {n(kT )} =1
Po tpraveé je Z-obraz diskrétniho Heavisideova skoku:
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g
n(kT)2 i
Priklad 1.4
Stanovte original x(KT) k funkei X (2) = - 202*4)

(z+2)z+3)z+4)

ReSeni:

Funkci X (z) upravime tak, ze ji vydélime z .
X(z) 3z2+4

z  (z+2)z+3)z+4)

Nyni lze provést rozklad pravé strany na parcialni zlomky a dosazovaci metodou
dopocitat koeficienty A, B a C parcidlnich zlomkd.

32+4 A B C

@+2)243)z2+4) (2+2) (z+3) (2+4)

32+4=Az+3)z+4)+B(z+2)z+4)+C(z+2)(z+3)
Za 7 dosadime

z2=-2: 2=2A= A=-1
z1=—4: -8=2C=C=-4
z=-3: -5=-B=B=5
Po dosazeni a tipravé ziskame obraz funkce ve tvaru
X(z)=— z N 52 4z
(z+2) (z+3) (z+4)

Pomoci slovniku L a Z-transformace ztab. 1. 2 provedeme zpétnou Z-transformaci
podle vztahu

7 z — (1 3)k- 0
{—zia} (Fa); a#
A ziskdme original k X (z)

x(KT)=—(=2) +5(=3)" —4(- 4)

Dostali jsme feSeni v tzv. uzavieném tvaru. Hodnotu X(kT) muzeme dopocitat pro
libovolné velké k.

Priklad 1.5

Stanovte original x(kT) k funkci X (z)= 22;3
Z°—-7+2
Reseni:

Provedeme déleni mnohoclenu.
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(2—3):(22 —z+42)=2"-227 477 +827 + ..

—!z—1+2z‘1}

0-2-2z"
—(-24227" -427)
0-4z7"+4z7
—(—42‘1 +4z7 —82‘3)
0+0+82°
Nyni uréime original k funkci X (z).
x(0)=0
x(T)=1
x(2T )= -2
x(3T)=—4
X(4T)=0
x(5T)=8

Toto feSeni je v tzv. otevieném tvaru. Mame omezeny pocet hodnot originalu X(kT).
Na obr. 1. 5 je grafické znazornéni originalu funkce X(kT) z prikladu 1.5.

X(KT) 4 o X(5T)=8

41 ®
Obr. 1. 5 Grafické znazornéni originalu xX(kT) z pFikladu 1.5

1.4 Vzorkovani

Signaly ziskané méfenim v redlném prostiedi jsou obecné funkce spojitého Casu a
nabyvaji obvykle nekone¢ného poc¢tu hodnot ze spojitého intervalu. Nazyvaji se analogové
veli¢iny nebo analogové signaly. Zaznam téchto signdlli pro jejich zpracovani nebo jen
prostou reprodukci v Cislicovych systémech (analyzatorech, Cislicovych pocitacich) nelze
uskutecnit bez jejich vzorkovani a kvantovani. Vzorkovani je tedy operace, pii které je
nahrazen signal se spojitym ¢asem posloupnosti vzorkt [Ttma, 2006].

Pro volbu vzorkovaci periody T, resp. vzorkovaci frekvence @, neexistuji piesna

pravidla, ale jeji volba do zna¢né miry muiZze ovlivnit kvalitu a stabilitu diskrétniho
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regula¢niho obvodu a jeho vlastnosti [Balaté, 2003]. V nasledujici tabulce jsou vypsany
doporucené hodnoty vzorkovaci periody pro rizné nasazeni [ViteCkova, Vitecek, 2006].
Tab. 1. 3 Doporucené vzorkovaci periody T pro riizna nasazeni

Vzorkovaci perioda T Proces
presné fizeni a modelovani,
(10 — 500) s elektrické systémy,
K energetické systémy, presné
fidici roboty
stabilizace vykonovych
(0,5—-20) us systémt, letové simulatory,
trenazéry
(10— 100) ms zpracovani obrazul, virtualni
realita, umélé vidéni
monitorovani a fizeni
0,5-1)s objekti, chemické procesy,
elektrarny
(1-3)s regulace prutokil
(1-5)s regulace tlaku
(5-10)s regulace hladiny
(10-20)s regulace teploty

Jak je vidét na obr. 1. 6 diskrétni ¢asové funkci X(KT) odpovidd nekoneéné mnoho
spojitych funkei x(t).

Dle Shannonova—Kotelnikova teorému je pro dokonalou reprodukci spojitého signalu
pifi prevodu z ¢&islicového tvaru nutné, aby vzorkovaci frekvence @, byla minimalné
dvakrat vétsi nez maximalni frekvence ve spektru méteného signilu @, jak je uvedeno
v rovnici (1. 13).

7
o, 220,; Tsa)— (1. 13)

Diskrétni ¢asovou funkci x(KT) ze spojité casové funkce xX(t) ziskame nahrazenim
spojitého Casu t diskrétnim ¢asem KT.
t=t, =KT; k=0,L2..,n (1. 14)

x(f)
x(kT)

e

L
>

T 2T 3T 4T kT t
kT

Obr. 1. 6 Diskrétni ¢asova funkce a ji odpovidajici rizné spojité ¢asové funkce
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1.4.1 Vzorkovac a tvarovac

Tvarova¢ a vzorkova¢ (obr. 1. 7) ptevadéji spojity signal u(t) na tvarovany signal
U, (t) v podobé schodovité ¢asové funkce na obr. 1. 2.

u(f) u(f) o ur(f)
u(kT)

Obr. 1. 7 Schéma O -vzorkovade a tvarovace

Tvarovac toho typu se oznacuje jako tvarovac¢ nultého radu.
Tvarovany signal u; (t) v k-tém intervalu je pomoci posunutych Heavisideovych skoku
dan vztahem [Vitecek, 1988]

Uy (6) = u(kT Yo (t = KT) =t = (k + )T |

KT <t<(k+1)T
Jak je vidét na obr. 1. 2 cely tento vyraz vyjadfuje obdélnik s vySkou u(kT) a Sitkou T.

(1.15)

Tvarovany signal u; (t) pro t €< 0,o) je dan vztahem

o0

Uy (t)= 2 u(kT )t —kT)—lt - (k + 1)T | (1.16)

k=0
Po provedeni Laplaceovy transformace vztahu (1. 16) ziskdme obraz tvarovaného
signalu

® 1 1 l_e—TS 0
U.(s)=Liu, (t)} = Su(kT) —e*= -2 “k“)“}: KT )e™*
T(S) {UT()} kZ:(;u( ){Se Se HSr_JkZ:(;U( )e (1.17)
tvarovéni vzorkovani
resp.
UT(S):GT (S)'U*(S) (1.18)
l_e—TS
6,91 (1. 19)
U'(s)= Y ulkT)e ™ (120
k=0

Z predeslych vztahd je tedy viditelné, Ze samotny pievod spojitého signalu u(t) na
tvarovany U (t) se da rozdélit na vzorkovani a nasledné tvarovani. Vlastnosti tvarovace se
daji popsat jeho pienosem (1. 19) a z tohoto pfenosu se da ziskat impulsni funkce.

S B S ORV() 1.21)

U%s) Uds)

GAs)

uf) , uLf) ,
N wgesg ' w90

£

0 > 0 t

Obr. 1. 8 Impulsni charakteristika tvarovace
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Impulsni funkce g+ (t) je tedy pravouhly impuls s jednotkovou vyskou a Sitkou T.
Idealnim vzorkovanim spojitého signalu u(t) ziskame u’(t), ktery ziskame zp&tnou
Laplaceovou transformaci obrazu U~ (S) daného vztahem (1. 20).

W)= LU (s)) = SulkT)s(t - kT) (1.22)

k=0
V souladu s vlastnostmi Diracovych impulsti miizeme psat

u*(t):u(t)k“zoa(t_n): ut)-it) (1.23)
kde
i(t):zoj:&(t—kT) (1.24)

Ze vztahu (1. 24) je vidét, ze idealné vzorkovany signal u*(t) 1ze brat jako posloupnost
Diracovych impulsi i(t) modulovanou spojitym signalem u(t). Dle toho tedy mizeme
fict, ze vzorkovac, ktery prevadi spojity signal u(t) na signal vzorkovany u*(t) je jakousi
fyzikalné realizovatelnou matematickou fikei a proto jej nazyvame o -vzorkovacem.

Redlny vzorkova¢ si vétSinou predstavujeme ve formé A/C pievodniku. Pro
jednoduchost vétSinou o -vzorkovac od redlného vzorkovace nerozliSujeme. Mluvime tedy

pouze o vzorkovaci, na jehoz vystupu je vzorkovany signal u*(t) nebo diskrétni signal
u(kT) [Vitetek, 1988].
a) b)

Kf) u()
t
T }M A ey
TT 2TAT € W
c) d)

u'(t) 4 u(kT) 1

ity oo 11

¢l>t 1 rkT

Obr. 1. 9 Vzorkovani a ¢asova diskretizace signalu: a) posloupnost Diracovych impulsii, b) spojity

M

>

signal, ¢) vzorkovany signal, d) diskrétni signal
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