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PREDMLUVA

Ucebni texty ,,Stavové fizeni® jsou vénovany zékladim automatického fizeni.
Hlavni diraz je kladen na popis principt stavového prostoru a zaporné zpétné vazby a
jejich vyuziti pro fizeni linearnich dynamickych systémi. Ucebni texty se vénuji

wevr

Vzhledem Kk tomu, Ze ucebni texty pojednavaji o zakladech stavového fizeni,
nejsou V textech uvadény presné dikazy. Pro prohloubeni a rozsifeni studijniho
materidlu jsou doporuceny nize uvedené publikace:

OGATA, K. Modern Control Engineering. 5" Edition. Prentice-Hall, Boston, 2010

FRANKLIN, G.F., POWELL, J.D. , EMAMI-NAEINI, A. Feedback Control of Dynamic
Systems. 4" Edition. Prentice-Hall, Upper Saddle River, New Jersey, 2002

MANDAL, A. K. Introduction to Control Engineering. Modeling, Analysis and
Design. New Age Internationsl (P) Publishers, New Delhi, 2006

Nisg, N. S. Control Systems Engineering. 6" Edition. John Wiley and Sons,
Hoboken, New Jersey, 2011

NOSKIEVIC, P. Modelovani a identifikace systemu. Montanex, Ostrava, 1999.

Predpoklada se, ze studenti maji zakladni znalosti z klasické automatické regulace
Vv rozsahu ucebnich texti, napf-.:

VITECEK, A., VITECKOVA, M. Zpétnovazebni rizeni mechatronickych systémii.
VSB-TU Ostrava, 2013

Ucebni texty jsou urCeny pro studenty, ktefi se zabyvaji teorii automatického
fizeni.
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SEZNAM ZAKLADNIHO ZNACENI A SYMBOLU

a, ai, b, bi,... konstanty

e

al
a

a’

w

a

koeficienty levé strany diferencidlni rovnice, koeficienty mnohoclenu ve
jmenovateli pfenosu, koeficienty charakteristického mnohoclenu

pozadované koeficienty charakteristického mnohoc¢lenu pozorovatele
vektor pozadovanych koeficientii charakteristického mnohoclenu pozorovatele

pozadované koeficienty charakteristického mnohoclenu uzavieného systému
fizeni
vektor pozadovanych koeficientli charakteristického mnohoclenu uzaviené¢ho

systému fizeni

A(w) = modG(jw) = | G(j a))‘ modul kmito¢tového pienosu, grafické vyjadieni A(w) =

amplitudova kmitoctova charakteristika

A stavova matice systému (dynamiky) fadu n [(nxn)]
Aw stavova matice uzavieného systému fizeni (dynamiky) fadu n [(nxn)]
Al stavova matice pozorovatele (dynamiky) fadu n [(nxn)]

bi koeficienty pravé strany linearni diferencidlni rovnice, koeficienty mnohoclenu

Vv Citateli pfenosu

b stavovy vektor vstupu dimenze n

c vystupni vektor stavu dimenze n

C kapacita
d konstanta pievodu
e regulacni odchylka
e(w) trvala regulac¢ni odchylka
f obecna funkce

f=2 kmitocet

2

g(t)  impulsni funkce

G(s) prenos, obraz impulsni funkce

G(jw) = P(w) + jQ(w) = A(w) ! kmitottovy ptenos, grafické vyjadieni

h(t)
H(s)
i

G(jw) = amplitudofazova kmitoctova charakteristika
prechodova funkce
obraz ptechodové funkce

proud

j=+-1 imaginarni jednotka



k relativni diskrétni ¢as (k=0,1,2,...)

Ki koeficient pienosu (zisk)

Kw vstupni filtr, vstupni korekce

KT diskrétni Cas

Ki vaha integracni slozky regulatoru

Kp zesileni regulatoru, vaha proporcionalni slozky regulatoru

k vektor stavového regulatoru
L induk¢nost
L operator piimé L-transformace (Laplaceovy transformace)

L operator zpétné (inverzni) L-transformace (Laplaceovy transformace)
L(w) = 20logA(w)  logaritmicky modul kmito¢tového prenosu

I vektor zesileni Luenbergerova pozorovatele, korekéni vektor

m stupeit mnohoclenu v Citateli pfenosu, moment motoru, hmotnost

mj z4tézny moment

mL = 20log ma logaritmicka amplitudové bezpecnost

M mnohoclen v ¢itateli pienosu (kotfeny = nuly)

n stupenl charakteristického mnohoclenu, stupeii mnohoclenu ve jmenovateli
prenosu, dimenze vektoru stavovych proménnych x

N charakteristicky mnohoclen nebo kvazimonohoclen, mnoho¢len nebo
kvazimnohoclen ve jmenovateli ptenosu (kofeny = poly)

Nk charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni se stavovym regulatorem

Nkw  pozadovany charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni se stavovym
regulatorem

Ni charakteristicky mnohoclen pozorovatele

Nw  pozadovany charakteristicky mnohoclen pozorovatele

P(w) = ReG(jw) realna ¢ast kmitoc¢tového pienosu
pi poly pozorovatele
Q(w) = ImG(jw) imaginarni ¢ast kmitoctového pienosu

Qco  matice fiditelnosti fadu n [(nxn)]

Qob  matice pozorovatelnosti fadu n [(nxn)]

R odpor

S=a+jo  komplexni proménna, nezavisle proménnd u obrazu v Laplaceove
transformaci

Si poly linearniho dynamického systému = kofeny mnohoclenu N(s)

S? nuly linearniho dynamického systému = kofeny mnohoclenu M(s)

pozadované poly uzavieného systému fizeni se stavovym regulatorem



t (spojity) cas
ts doba regulace

9 e e
t, =-— Cas odpovidajici fazi ¢

@
T= Ea perioda

@
T vzorkovaci perioda, perioda
Td dopravni zpozdéni
To derivacni casova konstanta
T integracni casova konstanta
Ti (setrvacnd) Casova konstanta

Te, To transformacéni matice fadu n [(nxn)]

u akeni veli¢ina, fizeni, vstupni veli¢ina (vstup), napéti
ur tvarovand akéni veli¢ina

Vv poruchova veli¢ina (porucha)

W zadana veli¢ina

X stavova veli¢ina (stav)

X vektor stavovych veli€in (stav) dimenze n

y regulovana velicina, vystupni veli¢ina (vystup)
Yw odezva vyvolana zadanou veli¢inou

yT piechodna ¢ast odezvy

Ys ustalend ¢ast odezvy

z impedance

a stupen stability (absolutni tlumeni), sklon
a=Res realna ¢ast komplexni proménné s

At)  Diraciv jednotkovy impuls

A prirastek

e stavovy vektor poruchy

n(t)  Heavisidetv jednotkovy skok

o =27 uhlovy kmitocet, uhlova rychlost

w=1ms imaginarni ¢ast komplexni proménné s

o ptirozeny thlovy kmitocet, thlovy kmito€et netlumenych kmiti

o(w) = arg G(jw) faze kmitoCtového pienosu, grafické vyjadieni ¢(w) = fazova
kmitoctova charakteristika



& koeficient relativniho pomérného tlumeni (relativni tltument)
K piekmit
T casova konstanta

Horni indexy
* optimalni, doporuc¢eny
-1 inverzni

T transponovany

Dolni indexy

C regulator, fizeni

co riditelnost

d diagonalni

D diskrétni

0 pozorovatel, pozorovani

ob pozorovatelnost

W zadany
t transformovany, transformace
Symboly nad pismeny

(totalni) derivace podle ¢asu

A odhad

Relaéni znaménka

~ pfiblizné rovno

= po zaokrouhleni rovno

= korespondence mezi origindlem a obrazem
= implikace

<  ekvivalence

Grafické znacky

o (jednonasobna) nula

© dvojnasobna nula

X (jednonasobny) pol
X dvojnasobny pol

nelinearni systém (prvek, Clen)

linearni systém (prvek, Clen)
E— jednorozmérovy signdl (veli¢ina)

— mnohorozmérovy signal (veli¢ina)



Zkratky

arg  argument

dB decibel

const konstanta

dec  dekada

det  determinant

dim  dimenze (rozmér)

Im imaginarni, imaginarni ¢ast
lim  limita

max maximalni, maximum
min  minimalni, minimum
mod  modul

rank  hodnost

Re realny, redlna Cast

sign

souctovy ¢len (vyplnény segment oznacuje
znaménko minus)

znaménko, znaménkova funkce
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1 UVOD

Konvencni regulatory P, I, PD, PI a PID maji jednoduchou strukturu a pfti
vhodném sefizeni dovedou zajistit pro bézné regulované soustavy pomérné kvalitni
regulacni procesy. Jejich vyhodou je nizkd cena, snadna implementace a jednoduché
sefizovani, které nevyzaduje hluboké teoretické znalosti. Spravné navrzeny a sefizeny
konvencni regulator dovede zajistit jak sledovani zmén Zadané veliCiny, tak i dostate¢né
potlaceni negativniho vlivu piisobicich poruch. Konvenéni regulace je také robustni,
protoze dovede zajistit pozadovanou kvalitu regulace i pfi danych zménach vlastnosti
regulované soustavy.

V nekterych pripadech pouziti konvencnich reguldtori jiz nemiize zarucit
pozadovanou kvalitu regulace. Je to predevSim v pfipadé nestabilnich a slozitéjSich
regulovanych soustav a pfi vysokych pozadavcich na kvalitu regulace. V tomto ptipadé
je vhodné pouzit stavové fizeni. Jeho zrod a rozvoj je spojen s letectvim a
kosmonautikou. Ve stavové teorii fizeni se vétSinou misto pojmil soustava a regulace
pouzivaji obecnéjsi pojmy systém a fizeni.

Stavové fizeni odstraiiuje n€které vady konvenc¢ni regulace, vyraznym zptisobem
umoziuje zvysit kvalitu fizeni, ale souc¢asné vyzaduje urcité teoretické znalosti.

V ucebnich textech jsou uvedeny pouze zékladni ptistupy a metody pouZzivané pti
analyze a syntéze jednorozmérovych spojitych systému fizeni ve stavovém prostoru.
Text je uspofadan tak, ze umoznuje snadné rozsiteni i na diskrétni i mnohorozmérové
systémy fizeni.
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2 MATEMATICKE MODELY DYNAMICKYCH
SYSTEMU

2.1 Obecné matematické modely

Pti navrhu a studiu vlastnosti systému fizeni pouzivame jejich matematické
modely. Je to velmi vyhodné, protoze experimentovani se skute¢nymi systémy Fizeni
mizZeme zastoupit experimentovanim na jejich matematickych modelech, tj. simulaci.
Umoznuje to vyrazné snizeni rizika zni¢eni daného realného systému fizeni a nakladu.
Dochézi rovnéz k zasadnimu zrychleni celého postupu. Casto vznikaji nova netradiéni
feSent.

V teorii automatického fizeni v cCasové oblasti se pouzivaji algebraické,
transcendentni, diferencialni, parcidlni diferencialni, diferencni, integralni, sumacni
rovnice a jejich kombinace. Matematicky model lze ziskat identifikaci, a to analytickou
nebo experimentdlni cestou, pfip. jejich kombinaci. Napf. analyticky se ziska
matematicky model a jeho parametry se uréi nebo zpiesni experimentalné. Nekdy pod
pojmem identifikace se rozumi nalezeni matematického modelu pouze experimentalni
cestou. Dale se budeme zabyvat pouze takovymi matematickymi modely, které se daji
vyjadiit obyCejnymi diferencidlnimi rovnicemi a které popisuji realné systémy se
soustfedénymi parametry.

Pfi interpretaci vlastniho matematického modelu i vysledkd simulace je tieba si

vzdy pamatovat, ze kaZdy matematicky model je jen urcitou aproximaci skute¢ného
systému.

Protoze 1 velmi slozity mnohorozmérovy systém vznikd spojenim
jednorozmérovych systému, hlavni pozornost bude vénovana jednorozmérovym
systémuiim.

Uvazujme jednorozmérovy systém popsany obecné nelinearni diferencialni
rovnici

aly™ @),..., y(t), y(©),u™ (),...,u(t),u(t)] =0. (2.12)

y(th%, y(i)(t):%; i=23....n,

. (2.1b)
u(t)—M u(j)(t)—m' j=23...,m
dt dtd -’ e
pii pocatecnich podminkach
y(O) = yO! y(o) = yO IEERS} y(n_l) (0) = Y(()n_l), (2 1C)
u(0) = uy,u(0) = d,...,u™ > (0) =ul"?,

kde u(t) je vstupni veli¢ina (signal, proménnd) = vstup, y(t) — vystupni veli¢ina
(signal, proménnd) = vystup, g — obecné nelinearni funkce, n — Fad systému.

Pokud plati
n>m, (2.2)

pak matematicky model vyhovuje silné podmince fyzikalni realizovatelnosti.
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V piipadé
n=m (2.3)
vyhovuje pouze slabé podmince fyzikalni realizovatelnosti.
V ptipadé
n<m (2.4)

matematicky model je fyzikalné nerealizovatelny, a tedy nevyjadiuje vlastnosti
realného systému.

Matematicky model (2.1a), ve kterém vystupuji derivace (2.1b) popisuje
dynamicky systém — s paméti.

Z diferencidlni rovnice (2.1a) pro
lim y®@)=0; i=12,....n,
t—o0
imu?(t)=0; j=12,...,m
t—wo

je mozné ziskat rovnici (pokud existuje)

y=f(u), (2.5)
kde
y =lim y(t),
t-—>oo (26)
u :tlmu(t).

Rovnice (2.5) vyjadiuje statickou charakteristiku daného dynamického systému
(2.1), viz napt. obr. 2.1.

VA
y=f(u)
bo|
do I
—17 o] 1 1
: by
ay

Obr. 2.1 Nelinearni staticka charakteristika — pifiklad 2.1

Statické4 charakteristika popisuje zavislost mezi vystupni y a vstupni U veli¢inou
V ustaleném stavu.

Pokud v rovnici (2.1a) nevystupuji derivace, tj.
gly(®),u®)] =0 nebo g(y,u)=0, (2.7)
pak je to matematicky model statického systému — bez paméti.

Veliky vyznam maji stavové modely dynamickych systémi, které se pouzivaji jak
pro jednorozmérové, tak 1 mnohorozmérové dynamické systémy.
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Stavovy model jednorozmérového dynamického systému ma tvar

X(t) = g[x(t),u(t)], x(0)=x, - stavova rovnice (2.8a)
y(t) = h[x(t),u(t)] — vystupni rovnice (2.8b)
x,
X = x:2 =X, X0 X, 1T,
_X.n
9,
g= gf =[01, 92, 9,1",
| 9n

kde x(t) je vektor stavu (stav) dimenze n, g — obecné nelinearni vektorova funkce
dimenze n, h — obecné nelinearni funkce, T — symbol transpozice.

Z divodu zjednoduseni nezavisle proménnou ¢as t budeme ¢asto vynechavat.

Slozky X1, X2,..., Xn Stavu X vyjadfuji vnitini proménné. Jejich znalost je dilezita
pfi tzv. stavovém Fizeni (viz kapitola 4).

Rad systému n je dan poétem stavovych proménnych. Pokud ve vystupni rovnici
(2.8b) nevystupuje vstup u(t), pak dany dynamicky systém (2.8) je siln¢ fyzikalné
realizovatelny, jinak je pouze slab¢ fyzikalné realizovatelny.

Statickou charakteristiku (pokud existuje) ze stavového modelu (2.8) ziskdme pro
t — o = X(t) > 0 a eliminaci stavovych proménnych (viz ptiklad 2.1).
Priklad 2.1

Nelinearni dynamicky systém je popsan diferencialni rovnici 2. fadu

L4y, dyo

2y TR 4t +8,Y/(t) = by sign [u®)]|u(t)], (2.9)

pii pocatecnich podminkach y(0)=y,a y(0)=Y,.
Je tieba:
urcit fyzikalni realizovatelnost,
urcit a nakreslit statickou charakteristiku,
vyjadiit matematicky model (2.9) stavové.
ReSeni:
a) Protoze n =2 >m = 0 [na pravé stran¢ rovnice nevystupuje derivace u(t)], dany
dynamicky systém je siln€ fyzikaln¢ realizovatelny.

b) V ustaleném stavu pro t — o derivace v rovnici (2.9) budou nulové, a proto
Vv souladu s (2.6) Ize psat
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a,y =D, sign (u)\/ﬂ =
b, .
y= a—03|gn (u)\/ﬂ.
0

Ziskana nelinearni staticka charakteristika je na obr. 2.1.
C) Zvolime napt. stavové proménné
X =Y,
X, =% =Y,
po dosazeni do diferencidlni rovnice (2.9) a upravé dostaneme

Xp =Xy, X(0) = ¥y,

. a y
X, = _a_O X, __x2 +—S|gn( u)f X,(0) = Yo.
2

Statickou charakteristiku ziskdme pro ustaleny stav, tj. pro t >0 = X (t) >0
a X,(t) > 0 a eliminaci stavovych proménnych

0=x,
O=—Z° ——x2 &gn(u)f =
2
y=%
by .
:a—3|gn(u)\/ﬂ.
0

2.2 Linearni dynamické modely

Velmi dulezitou skupinou matematickych modelii dynamickych systémi jsou
linearni matematické modely. Tyto matematické modely musi vyhovovat podmince
linearity, ktera sestava ze dvou dil¢ich vlastnosti aditivity a homogenity.

Aditivita
u, —> systtm —
e . . }:>u1+u2 —>systétm — y, + y,. (2.10a)
u, —> system — y,
Homogenita:

u —> systétm — y = au —> systém — ay . (2.10b)
Tyto dil¢i vlastnosti linearity mohou byt slouceny
u; —> systém — y, )
. = au, +a,u, —>systtm - a,y, +a,y, , (2.11)
u, —> systtm — y,

kde a, a1, a2 jsou libovolné konstanty; u(t), us(t) a uz(t) — vstupni veli¢iny (vstupy); y(t),
y1(t) a y2(t) — vystupni veli¢iny (vystupy).
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Linearita dynamickych systémi je tedy vlastnost, kdy vadzenému souctu vstupti
odpovida stejn¢ vazeny soucet vystupti.

Velmi dilezitou vlastnosti linearnich dynamickych systémi je, ze kazda jejich
lokalni vlastnost je soucasné 1 jejich globalni vlastnosti.
Piiklad 2.2

Staticky systém je popsan linearni algebraickou rovnici

y(t) =ku(t)+ Yo, (2.12)

kde ki a yo jsou konstanty.

Je tfeba ovérit, zda matematicky model (2.12) je linearni.
ReSeni:

Jako vstupy volime napt. ui(t) = 2 a uo(t) = 4t.

Po dosazeni do (2.12) dostaneme

ut)=2... yt)=2k +Y,

1) + y, (t) = 2K, (L+ 2t) + 2y,
u2(t):4t...y2(t):4klt+yo}:>yl()+y2() L@+ 2t) + 2y,

ut)=u, (t) +u,(t) =201+2t)...y =2k 1+ 2t) + y, = ¥, (1) + v, (t) =
=2k, (1+2t) + 2y,.
Vidime, ze pro Yo # 0 matematicky model (2.12) z hlediska definice linearity

(2.10) nebo (2.11) neni linearni. Matematicky model (2.12) statického systému bude
linearni pouze pro yo = 0, viz obr. 2.2.

a) Yo #0 b)
u(v v O Y
—> K — 1
ya Y=Ku+Yo y4  y=ku
a =arctgk;
Yo a =arctgk,

»
»

v

/7 ’ 0 “

Obr. 2.2 Matematicky model statického systému: a) nelinearni, b) line4rni — ptiklad 2.2

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze u linedrnich systému statickd charakteristika
(pokud existuje) musi vzdy prochazet poc¢atkem soutadnic.

Piiklad 2.3

Dynamicky systém (integrator) je popsan linearni diferencialni rovnici
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OO (213)

nebo ekvivalentni integralni rovnici
y(t) = kliu(r)dr+ Yo- (2.14)
Je tfeba ovéfit linearitu daného matematického modelu.
ReSeni:
Zvolime napt. stejné vstupy jako v piiklade 2.2 a dostaneme

ut)=2... y(t)=2kt+y,

=y, (t)+ VY, (t) =2k t(L+1t) + 2y,,
uz(t)=4t...y2(t):2klt2+y0} Y1 (t) + Y, (t) tA+1)+2y,

ut) =u () +u, () =21+ 2t)...y =2k t(@d+t) + y, = Y, (1) + y, (t) =
=2k t(1+t) +2y,.

Znovu vidime, Ze dany matematicky model (2.13) nebo (2.14) pro Yo#0
nespliiuje podminku linearity (obr. 2.3).

a) Yo #0 b)
u(t) t
O reiLgd e

Obr. 2.3 Matematicky model integratoru: a) nelinearni, b) linearni — ptiklad 2.3

Tento konkrétni zavér muze byt zobecnén. U linearnich matematickych modelit
musime uvaZovat vidy nulové pocdteéni podminky. \ opaéném piipadé s nimi
nemuzeme pracovat jako s matematickymi modely spliujicimi podminku linearity.

2.3 Zakladni linearni matematické modely

Jednorozmérové linearni dynamické systémy v Casové oblasti jsou nejcastéji
popsany linedrni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty (pouze takové systémy
budeme uvazovat)

a, y(n) O+---+ay)+ aoy(t) = bmu(m) (t)+---+bu(t)+ bOU(t) (2.153)
pii pocate¢nich podminkach
$(0) = 34, 7(0) = 3p,..., " (0) = y(()nn}

(2.15b)
u(0) = u,,11(0) = tiy,...,u" " (0) = ul" ™.

Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou dany vztahy (2.2) — (2.4).

Pouzitim Laplaceovy transformace na diferencialni rovnici n-tého fadu (2.15a) pfti
uvazovani pocate¢nich podminek (2.15b) dostaneme jeji obraz, tj. algebraickou rovnici
n-tého stupné

(@, 8"+ - +a5+a,)Y(s)—L(s) = (b,s" +---+bs+by)U(s)— R(s)
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a Z ni miizeme vypocitat obraz vystupni veli¢iny

Y (S) — M (S) U (S) + L(S) B R(S)
N(s) N(s)
obraz odezvy navstup obraz odezvy na
pocatecni podminky

(obraz  homogenni
diferencia Ini rovnice)

obraz reseni diferencia Ini rovnice (2.16)
M(s)=hb s"+---+bs+b, =b, (s—5)(s—59)...(s—5s), (2.17)
N(s)=a,s"+ —-+as+a;, =a,(5—5)(5—5,)...(s—5S,) . (2.18)

kde Y(s) je obraz vystupni veli¢iny Yy(t), U(S) — obraz vstupni veli¢iny u(t), L(S) —
mnohocClen nejvySe stupné n—1 uréeny pocatecnimi podminkami levé strany
diferencialni rovnice, R(S) — mnohoclen nejvyse stupné m—1 ureny pocatecnimi
podminkami pravé strany diferencialni rovnice, M(S) — mnohoclen stupné m uréeny
koeficienty pravé strany diferencialni rovnice, N(S) — charakteristicky mnohoclen
stupné n uréeny koeficienty levé strany diferencialni rovnice, S — komplexni proménna
(rozmér ¢as™?) [s1].

Protoze diferencialni rovnice (2.15) je matematickym modelem dynamického
systému, je ziejmé, ze mnohoclen N(S) je soucasné charakteristickym mnohoc¢lenem i
tohoto dynamického systému.

Pouzitim inverzni Laplaceovy transformace na obraz feSeni (2.16) ziskame
original feSeni
y(®) =LY (s)}. (2.19)
Velmi vyhodné je pouziti vhodnych slovniki Laplaceovy transformace.

Ze vztahu (2.16) vyplyva, ze mize byt pouzit jako linearni matematicky model
daného linedrniho dynamického systému, bude-li obraz odezvy na pocate¢ni podminky
nulovy (tj. budou-li pocate¢ni podminky nulové), viz podminky linearity (2.10) nebo
(2.11). V tomto pripadé mizeme psat

M (s)

Y(s)= WU (s) =G(s)U(s), (2.20)
G(S):&: M(S) =
U(s) N(s) 2.21)

b, S+ +bys+by b (s=s0)(5—5D)...(5—52)
as"+---+as+a, a,(s—8)(s-8,)...(s-s,)

kde G(s) je prenos, Si — poély linearniho dynamického systému = kofeny
charakteristického mnohoclenu N(s), S?— nuly linearniho dynamického systému =
kofeny mnohoclenu M(s). Rozdil n — m se nazyva relativni stupen systému.

Pienos G(S) je dan podilem obrazu vystupni veliciny Y(S) a obrazu vstupni
veli¢iny U(S) p# nulovych pocdtecnich podminkdach. Muzeme ho obdrzet piimo
z diferencialni rovnice (2.15a), protoze obrazy derivaci vystupni y(t) a vstupni u(t)
veli¢iny pii1 nulovych pocate¢nich podminkach jsou dany vztahy
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(1) _ ol - i
LiyO®)}=s"Y(s); i=12...,n, } 022

L{u“)(t)}z siU(s); j=12,...,m.

Velikou vyhodou ptenosu G(S) je, ze dovoluje vyjadfit vlastnosti linearniho
dynamického systému v oblasti komplexni proménné blokem uvedenym na obr. 2.4.

0 )

Obr. 2.4 Blokové schéma systému
Jak bude déle ukazano, s takovymi bloky se velmi jednoduse a efektivné pracuje.

Statickou charakteristiku linedrniho dynamického systému (pokud existuje)
ziskame z diferencialni rovnice (2.15a) pro

lim y©@©)=0; i=12...,n,

. (2.23)
fim ut)=0; j=12,...,m,
tj.
y=ku, (2.24a)
klzﬁ, a,#0, (2.24b)
)

kde ki1 je koeficient pienosu.

Ze srovnani (2.21), (2.23) a (2.24) vyplyva dulezity vztah mezi Casem t a
komplexni proménnou s, tj.

t—>w < s—>0. (2.25)

Je ziejmé, ze na zakladé vztahu (2.25) dostaneme z ptenosu (2.21) rovnici statické
charakteristiky (2.24), proto lze psat

y= [IimOG(s)]u, a,#0. (2.26)
S—>
A
y 1 y=Kku
bO
k,=—, a,#0
bo |---- 8y
i a=arctgk,
0 a u

Obr. 2.5 Staticka charakteristika linearniho dynamického systému

Statickd charakteristika linedrnitho dynamického systému je pfimka, kterd vzdy
prochazi pocatkem soufadnic (obr. 2.5).

Dosazenim komplexniho kmitoc¢tu jo za komplexni proménnou S Vv pienosu (2.21)
dostaneme kmitoc¢tovy (frekvenéni) prenos
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_bp({o)" +--+b jo+by

G(jw)=G(s)_, _ _ = A(w)e@ (2.27)
o a (jo)"+-+a jo+a,

A(w) =mod G(jw) = |G(ja))| : (2.28)

p(w)=argG(jw), (2.29)

kde A(w)je modul (amplituda) kmito¢tového pienosu, ¢(w)— argument (faze)
kmitoétového prenosu, w — hlovy kmito&et (thlova frekvence) (rozmér ¢as™?) [s].

Z dtvodu odliseni thlového kmitoctu (T — perioda, f — kmitocet)

2w
w=—, 2.30
T (2.30)
od ,,obycejné¢ho* kmitoctu
1
f== 2.31
= (2.31)

s jednotkou Hz (herz) a rozmérem [s™] se pouziva pro tthlovy kmitocet ¢asto misto [s]
oznaceni [rad s™].

Zobrazeni kmitoc¢tového prenosu G(jw) pro w =0 az @ = o« v komplexni roviné se
nazyva amplitudovazova kmito¢tova charakteristika (obr. 2.6).

A
"

Obr. 2.6 Amplitudofazova kmitoc¢tova charakteristika
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Obr. 2.7 Logaritmické kmitoctové charakteristiky: a) amplitudova, b) fazova

Nejcastéji se pouzivaji logaritmické kmitoctové charakteristiky (Bodého
kmito¢tové charakteristiky), viz obr. 2.7. V tomto piipad¢ se vykresluje zvlast tzv.
logaritmicky modul

L(w) = 20log A(w) (2.32)

a faze p(w). Kmitoctova osa ma logaritmické méfitko a logaritmicky modul L(w) se
uvadi v dB (decibelech). U logaritmickych kmitoctovych charakteristik se s vyhodou
vyuzivéa aproximace piesnych prubehii pomoci ptimkovych usekd.

Kmitoctovy pienos G(jw) vyjadiuje pro kazdou hodnotu thlového kmitoctu w
amplitudu (modul) A(w) a fazi (argument) ¢(w) ustalené sinusoidalni odezvy y(t) na
sinusoidalni prubéh vstupni veli¢iny u(t) s jednotkovou amplitudou.

Tzn., ze kmito¢tovou charakteristiku miiZeme ziskat experimentdlné (obr. 2.8).
Ma to veliky vyznam pfedevsim u rychlych systémii.



21

u(t) = sin wt Linearni y(t) = A(w)sin[ et + p(w)]
—»| dynamicky >
systém
2
u(t)4 y(t)4 o(w) = ?ﬂ-t(p =at,
1
/\ A@)
AYRRVAYA
< > g t: 27[7‘
s
T= Z—ﬂ- )
w

Obr. 2.8 Interpretace kmitoctové charakteristiky

Podminky fyzikalni realizovatelnosti jsou dany vztahy (2.2) — (2.4). Je ziejmé, Ze
redlny linedrni dynamicky systém nemuze pienést prubéh s nekonecné vysokym
uhlovym kmitoctem, a proto u siln¢ fyzikéln¢ realizovatelnych systémi musi platit

Iim G(jw)=0

W—>0

lim A(w)=0 < n>m. (2.33)

W—>0
lim L(e) =—o

@W—>0

Z kmito¢tového pienosu (2.27) ziskame rovnici statické charakteristiky velmi
snadno (pokud existuje), protoze pro ustaleny stav musi platit w =0, tj.

y =[lim G(w)lu, 2 #0. (2.34)
Vyplyva to rovnéz ze vztahu (2.25) pro s = jo
t—>wo < w—>0. (2.35)

Je ziejmé, Ze mezi Casem t a uhlovym kmitoctem w plati i dualni vztah (obr. 2.9)

t—>0 < v x. (2.36)
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Alw)}
y()t

toDo0oew—0

A £

& ;o .
'\—)Oaa}%w

Obr. 2.9 Vztah mezi ¢asem t a thlovym kmito¢tem w

Ze vztaht (2.35), (2.36) a obr. 2.9 vyplyva, ze vlastnosti linearniho dynamického
systému pii nizkych thlovych kmitoétech rozhoduji o jeho vlastnostech pii dlouhych
Casech, tj. v ustdleném stavu a naopak. Podobn¢ jeho vlastnosti pfi vysokych thlovych
kmitoc¢tech rozhoduji o vlastnostech pocatku ¢asové odezvy, tj. o rychlosti Casové
odezvy (o pfechodném stavu) a naopak.

Vlastnosti linearnich dynamickych systému pii nulovych poc¢ateénich podminkach
mohou byt popsany ¢asovymi odezvami na presné definované priubéhy vstupni veli¢iny.

V teorii automatického fizeni se pouZivaji dva zakladni pribéhy vstupni veli¢iny
u(t), a to Diracuv (jednotkovy) impuls J(t) a Heavisideuv (jednotkovy) skok 7(t).

Impuslni (impulsova) funkce g(t) popisuje odezvu linearniho dynamického
systétmu na prib&h vstupni veli¢iny ve tvaru Diracova impulsu J(t) pfi nulovych
pocatecnich podminkach, viz obr. 2.10.

V souladu se vztahem (2.20 ) muZeme psat
Y (s) =G(s)U(s) (2.37)
apro
ut)=5(t)zU(s)=1
dostaneme

y(t) =g(t) =L {G(s)}. (2.38)



23

u(t) =3(t) Linearni y(®) =g(t)
*  dynamicky >
systém

Impulsni charakteristika

u(t)? Diractv jednotkovy y(t)
impuls
14 u(t) =) y()=g(t) = L{G(s)}
> \ R
0 t ol \ t
[g(t)dt=h(x)
0

Obr. 2.10 Impulsni funkce (charakteristika) linearniho dynamického systému
U linearniho dynamického systému derivaci nebo integralu vstupni veli¢iny u(t)
odpovida derivace nebo integral vystupni veliciny y(t).

Této vlastnosti vyuzijeme pro vyznaceni statické charakteristiky linedrniho
dynamického systému na zakladé¢ jeho impulsni funkce g(t). Protoze staticka
charakteristika linedrniho dynamického systému je piimka prochdzejici pocatkem
soufadnic, staci urcit jeden jeji nenulovy bod. Miizeme tedy psat

u =u(0) = lim Jt'é(r)drzl,
t—>ooo

t
y=y(w)=lim [g(z)dr.
0
Odtud jiz snadno dostaneme rovnici statické charakteristiky (pokud existuje)
t
y= [tlim [a(r)dz]u. (2.39)
)

Silna podminka fyzikalni realizovatelnosti ma tvar
19(0)| < o0. (2.40)
Pokud g(0) obsahuje Diractiv impuls d(t), pak dany linearni dynamicky systém je
pouze slabé fyzikaln¢ realizovatelny.

Piechodova funkce h(t) je odezva linearniho dynamického systému na pribéh
vstupni veli¢iny ve tvaru Heavisideova skoku #(t) pfi nulovych pocatecnich
podminkach, viz obr. 2.11.

Na zakladé vztahu (2.37) pro

u(t) =n(t)eU<s)=§
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u(t) =7(t) Linedrni — 1 y(t) =h(t)
—— | dynamicky >
systém
Heavisideuv Piechodova charakteristika
jednotkovy skok
u(ty Y4y =h) = L—l{@}
u(t) =n(t) S
1 h(0)
0 T 0 "

Obr. 2.11 Piechodova funkce (charakteristika) linearniho dynamického systému

dostaneme

y(t) = h(t) = L{@} (2.41)

Z ptechodové funkce h(t) se ziskd rovnice statické charakteristiky (pokud
existuje) velmi snadno, protoze plati

U =u(oo) =n(x) =1,

y = y() =h(e),
tj.
y= [tlﬂl h(t)]u . (2.42)
Silna podminka fyzikalni realizovatelnosti ma tvar
h(0)=0 (2.43)
a slaba
0<|h(0)| < 0. (2.44)

Uzite¢né je pouziti zobecnéné derivace definované vztahy (obr. 2.12)

X(t) = % () + 2 15T -1,),

h = tI|_>rrt1 X(t) _IIEI:, x(t),

(2.45)

kde ti jsou body nespojitosti prvniho druhu se skoky hi, %, (t) — obycejna derivace
urcena mezi body nespojitosti.
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x(t)]

Obr. 2.12 Funkce x(t) s body nespojitosti prvniho druhu

Pomoci zobecnéné derivace miizeme snadno vyjadiit vztah mezi Diracovym
impulsem a Heavisideovym skokem

§(t):% PN n(t):j'5(r)dr (2.46)

a mezi impulsni a pfechodovou funkci

dh(t)

g(t)=T < h(t)=jg(r)dr, (2.47)
G(s)=sH(s) < H(s):y. (2.48)

Ze vsech matematickych modelt linearnich dynamickych systému je nejobecnéjsi
stavovy model

X(t) = Ax(t) +bu(t), x(0)=Xx, - stavovarovnice (2.49a)

y(t) =c' x(t) +du(t) — vystupni rovnice (2.49Db)

kde A je Etvercova stavova matice systému (dynamiky) fadu n [(nxn)], b — stavovy
vektor vstupu dimenze n, ¢ — vystupni vektor stavu dimenze n, d — konstanta pifevodu, T
— symbol transpozice.

Blokové schéma stavového modelu linearniho dynamického systému (2.49) je na
obr. 2.13.

Pro d=0 stavovy model (2.49) vyhovuje podmince silné fyzikalni
realizovatelnosti a pro d # 0 vyhovuje pouze slabé podmince fyzikalni realizovatelnosti.
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Xo
u(t) X() lx(t) y(t)
» b [(9)d7 =i T —»(%{)—»
A
> d

Obr. 2.13 Blokové schéma stavového modelu linearniho dynamického systému

Pokud stavovy model (2.49) vyhovuje podmince Fiditelnosti (viz Ptiloha C)

Q. (Ab)=[b, Ab,...,A""b], detQ,(Ab)=0 (2.50)
a podmince pozorovatelnosti (viz Ptiloha C)
o -
c'A
Q,,(Ach)=|. =[c,Ac,...,(A")""c]", detQ,(Ac)=0, (251)
CT An—l

pak pii nulovych pocateénich podminkach [X(0) = Xo =0] muzeme zného pomoci
Laplaceovy transformace ziskat ptenos

sX(s) = AX(s)+bU(s)

Y(s)=c" X (s)+dU(s) }

G(S):E:CT (sl —A)'b+d, (2.52)
U(s)

kde det je determinant, I — jednotkova matice, Qco — matice Fiditelnosti fadu n [(nxn)],
Qob — Matice pozorovatelnosti fadu n [(nxn)].

Z ptenosu (2.52) jiz snadno na zéklad¢ (2.26) mlzeme ziskat rovnici statické
charakteristiky (pokud existuje)

y= limo[cT (sl —A)'b+d]u. (2.53)

Vyhodnéjsi pro ziskani ptenosu je pouziti vztahu

Y(s) _det(sl — A+bc")—det(sl - A)

G(s) = Ui -
(s) det(sl — A)

+d, (2.54)

ktery nevyZaduje inverzi funkciondlni matice.

Pienos (2.52) nebo (2.54) je urCen na zakladé stavového modelu (2.49)
jednoznacéné. Naproti tomu pro prenos
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Y(s) bps"+...+bs+byg

G(S): T Aren ' '
U(s) aps"+...+as+a,

(2.55a)

stavovy model miize mit mnoho (teoreticky nekonecné mnoho) rtiznych tvarti. Napf.
pro n = m pienos (2.55a) Ize zapsat ve tvaru

Y(s) by, b, 8" +...+ s+,

G(s)=——= =
®) U(s) a, s"+a,,s"'+...+as+a,
n-1
=d+bn-15 +...+bls+b0’ (2.55b)
N(s)
N(s)=det(sl —A)=s"+a, 8" +...+a,5+4,. (2.55¢)

Dulezité je, aby pienos (2.55) pro d =0 nebylo mozné zjednodusit kompenzaci
(kracenim), tj. pfenos musi byt neredukovatelny. V tomto piipad¢ fikdme, Ze
matematicky model mad minimalni tvar. Minimalni tvar maji i stavové modely z n¢ho
ziskané. Je ziejmé, ze Fiditelné a pozorovatelné linedrni dynamické systémy maji
minimalni tvar.

Z uvedenych matematickych modeli je stavovy model nejobecnéjsi. Za
piedpokladu fiditelnosti a pozorovatelnosti [viz vztahy (2.50) a (2.51)] a samoziejmé
nulovych poc¢ate¢nich podminek, jsou vSechny tyto matematické modely linedrnich
dynamickych systémi, tj. linearni diferencialni rovnice, ptenos, kmitoctovy pienos,
impulsni funkce (charakteristika), piechodova funkce (charakteristika) a linearni
stavovy model, ekvivalentni a vzajemné prevoditelné.

Priklad 2.4

Linearni dynamicky systém je popsan stavovym modelem

X =Xy,
X, =—2X, +U, (2.56)
y =2X,.

Za ptedpokladu nulovych pocatecnich podminek je tieba urcit: a) ptenos, b)
kmito€tovy ptenos, c) impulsni funkei, d) ptechodovou funkci.

ReSeni:

Nejdftive je tieba ovéfit fiditelnost a pozorovatelnost dan¢ho systému. V souladu
$(2.49) a (2.56) mizeme psat

A:{O 1} bzm, ¢’ =[2,0], d=0.
0 -2 1

Riditelnost (2.50)
QCO(A,b)z[b,Ab]:E _12}, detQ (Ab)=1%0 =

Linearni dynamicky systém (2.56) je fiditelny.
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Pozorovatelnost (2.51)
c’ 2 0
Ac')= = , detQ, (AcT)=4%0 =
Qob( ) I:CT A:l {0 2j| Qob( )

Linearni dynamicky systém (2.56) je pozorovatelny.

a) Pirenos
Na zakladé vztahu (2.52) mtizeme psat

(SI_A),l_adj(sl—A)_ 1 s+2 1
Cdet(sl—A) s(s+2)| 0 s/

T a1 s+2 110} 2
G =c (s =A) b_s(s+2)[2’o]{ 0 s}m_s(su)'

Pouzijeme-li vztah (2.54) nemusime invertovat matici, tj. mizeme psat

-1
det(sl — A) = det[S } =s(s+2),
0 s+2

™ s -1 0 T e o
det(sl — A+bc )—det{{o S+2}+{J[2,O]}—det{2 SJrz}_s(s+2)+2,

Y(s) _det(sl —A+bc")—det(sl — A) _ 2

G(s) = T .
(s) det(sl — A) s(s+2)

Vidime, Ze jsme obdrZeli identické vysledky a Ze ziskany pfenos ma minimalni
tvar.
b) Kmito¢tovy prenos
V souladu se vztahem (2.27) miZeme piimo psat
2 2 : 4

G(@) =G(),, = jo(o+2) o +4_J60(602 +4)

Kmitoc¢tova charakteristika je na obr. 2.14a.

¢) Impulsni funkce

Na zaklad¢ vztahu (2.38) dostaneme

-1 1 2 1 a2t
g(t)=L*{G(s)}=L {s(s+2)}_1 e,

Impulsni charakteristika je na obr. 2.14b.

d) Pirechodova funkce
Na zakladé vztahu (2.41) dostaneme

IEICION SIS S G YA
h(t)_L{ - }_L {32(s+2)} t+2(e 1).
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Ptrechodova charakteristika je na obr. 2.14c.

Oveétime jesté souvislost mezi impulsni a prechodovou funkci na zakladé vztahi
(2.47) a (2.48), 1.

g(t) =00 - i{u%(eﬂ—l)} =1-e?,

dt  dt
t t
ht)=[g()dr=[(l—e? )dr=t+ e i=t+ 1 (e%—1)
! : 2 2
Vidime, ze vztahy (2.47) a (2.48) skute¢né plati.
Im 4 gt h(th
o Limp== ) S :
® —> 0 i |
] » ! ] » | »
1 /1o Re O 1t O 1t
11
w —>

Obr. 2.14 Charakteristiky: a) kmitoctova, b) impulsni, ¢) pfechodova — piiklad 2.4

Piiklad 2.5
Ptenos konvenéniho regulatoru PI je dan vztahem
U (s) 1
G.(8)=—=K,+K, =, 2.57
c©) =g ~Ke K (257)

kde U(s) je obraz akéni veli¢iny, E(S) — obraz regulaéni odchylky. Kp — vaha
proporcionalni slozky, K; — véha integracni slozky. Pfenos regulatoru PI je tieba
vyjadfit ve tvaru stavového modelu.
ReSeni:
Pfenos regulatoru PI vyjadiime v Casové oblasti ve tvaru integrodiferencialni
rovnice
t
u(t) = Kee(t)+K, fe(r)dr.
0
Zvolime-li jako stavovou proménnou

x(t) =}e(f)df,

pak lze psat

X(t) = e(t),

u(t) = K, x(t) + Kpe(t). (2.58)
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Obdrzeli jsme jednoduchy stavovy model regulatoru PI, viz obr. 2.15.

e X u
j > K,

A 4

Kp

Obr. 2.15 Stavovy model regulatoru PI — priklad 2.5



31

3 STAVQVE MODELY LINEARNICH DYNAMICKYCH
SYSTEMU

3.1 Asymptoticka stabilita

vvvvvv

tteba chapat jako schopnost dynamickych systémt ustalit vSechny veliCiny na
kone¢nych hodnotach, pokud se vSechny vstupni veliCiny ustdli na kone¢nych
hodnotach.

Uvazujme linedrni dynamicky systém popsany stavovym modelem [viz (2.49)]

X(t) = Ax(t) +bu(t), x(0)=X,, (3.1a)

y(t) =" x(t) + du(t). (3.1b)

Protoze vystupni rovnice (3.1b) je algebraickd (statickd), o stabilit¢ rozhoduje
stavova (dynamicka) rovnice (3.1a).

Nutnou a postacujici podminkou asymptotické stability linedrniho dynamického
systému (3.1) je, aby kofeny Si, S2,..., Sn jeho charakteristického mnohoclenu [viz
(2.55)]

N(s)=det(sl —A)=s"+a_,s"" +...+as5+a, =

3.2)
= (5-8)(5-5,)..(55,)
meély zadpornou redlnou ¢ast, tj.
Res, <0 proi=1,2,...,n. (3.3)

Je ziejmé, Ze koteny Si, S2,..., Sn jsou soucasn€ poly daného systému (3.1) [viz
(2.55)] a také vlastni (charakteristicka) ¢isla (hodnoty) matice A.

U asymptoticky stabilniho linedrniho dynamického systému musi existovat
staticka charakteristika.

Pro ovéfeni asymptotické stability linedrniho dynamického systému se stavovym
modelem (3.1) Ize pouzit libovolné kritérium vychdzejici z charakteristického
mnohoclenu (3.2).

Priklad 3.1
Je tfeba ovéfit asymptotickou stabilitu linearniho dynamického systému (2.56)
z ptikladu 2.4.
ReSeni:
V ptikladu 2.4 byl jiz ur¢en charakteristicky mnohoc¢len
N(s)=s(s+2) = 5,=0, s,=-2.

Protoze jeden pdl je nulovy, je zfejmé, Ze dany linedrni dynamicky systém neni
asymptoticky stabilni. Z hlediska linedrni teorie je dany systém na mezi stability a
z hlediska stability ve smyslu Ljapunova je stabilni.
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Priklad 3.2

Na obr. 3.1 je zjednodusené schéma stejnosmeérného motoru s cizim konstantnim
buzenim, kde znaci: Jm — celkovy moment setrvacnosti redukovany na hiidel motoru
[kg'm?], ia(t) — proud kotvy [A], ua(t) — napéti kotvy [V], Ra — celkovy odpor
(rezistance) obvodu kotvy [Q], La — celkova induk¢nost obvodu kotvy [H], bm —
koeficient viskézniho tieni [N-m-s-rad™t], m(t) — moment motoru [N-m], mi(t) — zatézny
moment [N-m], a(t) — thel natoceni hiidele motoru [rad], w(t) — thlova rychlost hiidele
motoru [rad-s?], cm — konstanta motoru [N-m-A™], ce — konstanta motoru [V-s-rad™],
Ue(t) — indukované napéti [V], @ — konstantni magneticky tok buzeni [Wb].

Je tfeba sestavit stavovy model stejnosmérného motoru za predpokladu, ze
vystupem je thel natoceni a(t) a thlova rychlost w(t). U stavového modelu s vystupem
() je tieba ovérit asymptotickou stabilitu.

ia (t) Ra L Cm’ Ce
—»>

U, (1)

o

Obr. 3.1 Zjednodusené schéma stejnosmérného motoru s konstantnim cizim buzenim —
piiklad 3.2

ReSeni:

V souladu s obr. 3.1 miZzeme psat:

da(t)
10 _ o,

3,929 b, 00) = m©)-m 0
M) = ¢, i, 1), (3.4)

d;“)+Ru(0:u40—u4n,

u, (t) = co(t).

Stavovy model stejnosmérného motoru s konstantnim cizim buzenim dostaneme
ze soustavy rovnic (3.4), t.
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) - o,

do(t) _ b, Coiopy_ L

ST 3 o(t) + 3. I, (t) 3 m, (t), (3:5)
dia(t) __C_e _&' i

T o(t) C i, (t)+ ™ u, (t).

Soustavu rovnic (3.5) zapiSeme maticove

de®| |0 1 o0
dt [a(t) 0 0
40O 1 1o “B S ) oy 4] 0 -] 2 m . (3.6)
dt 303 | 1 3
di, (t) c, R, |LOI| 0
S

Stavovy model (3.6) [nebo (3.5)] plati pro vystup a(t). Neuvazovanim prvni
rovnice v (3.5) dostaneme stavovy model s vystupem w(t)

do®)] |_Pn  Cn . .
t el

d i%t) B \im Jlg La)étq + i U (t)—1| J m M (t). (3.7)

Cdt B |__a B _a : L 0

V ustdleném stavu pro vykony plati rovnost, tj.
Ul, =M@ = C,l, =C i, = C,=C,,.

Je tfeba ovéfit asymptotickou stabilitu stejnosmérného motoru se stavovym
modelem (3.7), a proto lze psat (Ce = Cm)

L
‘]m ‘Jm
A e R
La La
S+?_m _j_m b R c2
N,(9) = detsl )= 0 :(H_mj(ﬁ_a} 0
Cn g Ma Jn L, ) J.L.
Lﬁ La
2
_s2y Bn  Relo Co bRy Res, <0, Res, <0. (3.8)
L, J L

ProtoZe charakteristicky mnohoclen je 2. stupné s kladnymi koeficienty, proto na
zaklad¢ nutné a postaCujici Stodolovy podminky dany linedarni dynamicky systém
reprezentujici stejnosmérny motor s Konstantnim cizim buzenim, za ptedpokladu, ze
vystupem je tthlova rychlost hiidele w(t), je asymptoticky stabilni.
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Snadno se da ukazat, ze pokud vystupem bude thlové natoceni hiidele motoru
a(t), pak linearni dynamicky systém (3.6) bude mit charakteristicky mnohoclen

2
N, (s)=s| s’ + Do\ Ry gy ot Rby =sN,(s)=
L J L,

m a

3.9)
=5, =0,Res, <0,Res, <0.
V tomto piipad¢ stejnosmérny motor s cizim konstantnim buzenim neni

asymptoticky stabilni. Podobné jako v piikladé 3.1 z hlediska linearni teorie je na mezi
stability a z hlediska stability ve smyslu Ljapunova je stabilni.

3.2 Riditelnost a pozorovatelnost

Matematické modely ve tvaru pienosu, kmito¢tového pienosu, impulsni funkce a
prechodové funkce jednoznacné popisuji vlastnosti fiditelného a pozorovatelného
linedrntho dynamického systému pouze pii nulovych pocéate€nich podminkéach
(podrobné;ji viz ptiloha C).

Pro stavovy model

X(t) = Ax(t) + bu(t),
T (3.10)
y(t) =c’ x(t) +du(t)

podminka fiditelnosti (2.50) detQ. (A/b)=0 vyjadiuje velmi dileZitou vlastnost

daného linearniho dynamického systému spocivajici v tom, ze existuje takova vstupni
veli¢ina (Fizeni) u(t), které pievede dany systém z libovolného pocatecniho stavu X(to)
do jiného libovolného koncového stavu X(t1) za kone¢nou dobu t; —to. Nejcastéji se
predpoklada, ze koncovy stav je pocatek soufadnic, tj. X(t1) = 0.

Naproti tomu podminka pozorovatelnosti (2.51) detQ,,(A,c')#0 vyjadiuje to,
7ze na zakladé prubéht vstupni veli¢iny (fizeni) u(t) a vystupni velic¢iny y(t) na
kone¢ném Casovém intervalu t1 — to 1ze uréit pocatecni stav X(to).

Linearni dynamicky systém se stavovym modelem (3.10) mize byt
dekomponovan na ¢étyfi ¢asti (je to tzv. Kalmanova dekompozice systému) v souladu
s obr. 3.2:

fiditelna a pozorovatelna ¢ast,
fiditelna a nepozorovatelna ¢ast,
nefiditelna a pozorovatelna ¢ast,

nefiditelna a nepozorovatelna Cast.
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u(t)

v

Riditelna a o __ ,®_.—>
pozorovatelna ¢ast i

Riditelnd a
nepozorovatelna cast

\4

pozorovatelna ¢ast

Nefiditelna a
nepozorovatelna cast

Linearni dynamicky systém

Neftiditelna a i

Obr. 3.2 Kalmanova dekompozice linearniho dynamického systému

Pro technickou praxi je velmi dulezité, aby nefiditelna a nepozorovatelnad cast
byly asymptoticky stabilni. Pokud nefiditelna Cast je asymptoticky stabilni, pak dany
linedrni dynamicky systém je stabilizovatelny, a pokud nepozorovatelnd cast je
asymptoticky stabilni, pak dany linearni dynamicky systém je detekovatelny.

Priklad 3.3
U linearniho dynamického systému
%, (t) = =, (t) +u(t),
X, (t) = ~2%,(t) +u(t),
XB (t) = 0!
y(t) = x,(t) + x5(t)

je tieba provést Kalmanovu dekompozici.

(3.11)

Reseni:
V souladu s (3.11) miZzeme psat
-1 0 O 1
A=| 0 -2 0| b=|1| c"=[10]], d=0.
0 0 O 0
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Riditelnost (2.50)

1 -1 1
Q. (Ab)=[b,Ab,A’h]=|1 -2 4| detQ,(Ab)=0.
0 0 O

Linearni dynamicky systém (3.11) je nefiditelny.
Pozorovatelnost (2.51)

c' 1 01
Qu(Ac)=|c'A |=|-1 0 0| detQ,(Ac")=0.
c'A? 1 00

Linearni dynamicky systém (3.10) je nepozorovatelny.

Na zaklad¢ stavového modelu (3.11) mizZeme sestavit blokové schéma na obr.
3.3, ze kterého vyplyva, Ze stavova proménna Xp(t) je nepozorovatelna a stavova
promé&nna X3(t) je nefiditelna. Z obr. 3.3 je ziejmé, Ze poly daného systému jsou S1=—1,
S2=-2 a $3=0, tzn. linearni dynamicky systém je nefiditelny a nestabilizovatelny,
nepozorovatelny ale detekovatelny (nepozorovatelna ¢ast je asymptoticky stabilni,
naproti tomu nefiditelna ¢ast neni asymptoticky stabilni).

(s) 1| Xi(s) _Y(s) U 1| Xue)  Y(s)
A %_ s 5 - s+1 i
L | %0 | 1|9
= > | s+2 g
_ S =

1| %s(9)

2 | S

1 X5(s)

s

Obr. 3.3 Kalmanova dekompozice — piiklad 3.3
Urcime ptenos ze stavového modelu (3.11) na zakladé vztahu (2.54):
det(sI — A) =s(s+1)(s+2),
det(sI — A+bc") =s(s+2)?,
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Y(s) _det(sl —A+bc")—det(sl - A)
ue) det(sl — A) -
_os(s+2) 1

Cs(s+D(s+2)  (5+1)°

G(s) =

Je ztejmé, ze stavovy model (3.11) nemél minimalni tvar, protoze v pfenosu doslo
ke kompenzaci (zkraceni), a tedy K redukci fadu daného systému z 3 na 1.

Priklad 3.4

Je tfeba ovéfit fiditelnost a pozorovatelnost linearniho dynamického systému
popsaného stavovym modelem

¥ (1) =—x,(t) +u(t),
X, (1) = =%, (t) +u(t), (3.12)

() = %, (1) + %, (1).
ReSeni:

Ze stavového modelu (3.12) dostaneme

A{_l 0} b:H, ¢’ =[11], d=0.
0 -1 1

Riditelnost (2.50)
1 -1
Qs (A,b) =[b, Ab] = 1 1l detQ,, (A,b)=0.
Line4rni dynamicky systém (3.12) je nefiditelny.
Pozorovatelnost (2.51)
c’ 1 1
T T
QOb(AIC ):|:CTA:|:|:—1 _1:|! dethb(A!C ):O

Linearni dynamicky systém (3.12) je nepozorovatelny.

Na zaklad¢ soustavy rovnic (3.12) lze sestavit blokové schéma linedrniho
dynamického systému, obr. 3.4.

(%) 1] X)) Y u(s) 1| Xus) Y9
a %_ E =s+1

. XZ(S) fm— - 1 XZ(S)
ﬂ(%—? 5 s+l

Obr. 3.4 Blokové schéma linedrniho dynamického systému — ptiklad 3.4
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Z obr. 3.4 vyplyva, ze ob¢ stavové proménné Xi(t) a x2(t) jsou stejné, a proto ve
stavové roviné (X1, X2) nelze vstupem (fizenim) u(t) dosahnout libovolného stavu
X(t) = [X1(t), X2(t)]". Rovnéz je ziejmé, Ze tyto stavové proménné nelze od sebe rozlisit, a
proto jsou také nepozorovatelné. Protoze pdly jsou S1=S2=-1, dany linearni
dynamicky systém je asymptoticky stabilni, a proto i kdyz je nefiditelny a
nepozorovatelny, je stabilizovatelny a detekovatelny, a tedy prakticky vyuzitelny.

Dany linearni dynamicky systém je 2. fadu, ale z vnéj$iho pohledu se jevi jako
systém 1. fadu s pienosem
Y(s) 2

U(s) s+1

3.3 Zakladni kanonické tvary

Uvazujme linearni dynamicky systém, jehoz stavovy model mé obecny tvar
X(t) = Ax(t) + bu(t),

y(t) =c’x(t) +du(t), (3.13a)
kde
Ay 8y .- By b,
A= Ay Ay ... By, b b:21 o o], a13b)
3, 2, .. a, b,

Vektory b a ¢’ maji dva indexy, protoze vektor b je prvni sloupec v obecné
vstupni matici B a vektor ¢’ je prvni fadek v obecné vystupni matici C u
mnohorozmeérovych linedrnich dynamickych systémd.

V textu z divodu ptehlednéjsiho zapisu zavislost na Case t nebude explicitné
vyjadfovana, rovnéZz budeme hovofit zjednodusené o systému (pojmy model a systém
budeme povazovat za ekvivalentni) a dale budou pouzivany indexy: t — transformace
(transformation), co — fiditelnost (controllability), ¢ — fizeni (control, controller), ob —
pozorovatelnost (observability), 0 — pozorovani (observe, observer), d — diagonalni
(diagonal).

Déle se predpoklada, Ze linearni dynamicky systém (3.13) je fiditelny a
pozorovatelny, tj. plati (2.50) a (2.51) (ma minimalni tvar)

detQ, (Ab)=0 a detQ,(Ac")=0.
Zavedeme-li regularni ¢tvercovou transformacni matici Tt fadu n vztahem
x=TX,, detT, =0, (3.14)

pak stavovy model (3.13) mlze byt transformovan ze stavového prostoru X do nového
stavového prostoru X, tj. obdrzime transformovany stavovy model
X, =AX, +bu,
Coot (3.15)
y=c, X, +du,

kde
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X, =T, 'X,
A :Tt_lATt )
b =T, b,
¢, =c'T,.

(3.16)

Konstanta ptevodu d se pfi transformaci nezméni.

Ob¢é matice systému (dynamiky) A a At jsou podobné, protoze maji stejné
charakteristické mnohocleny, a tedy 1 stejna vlastni Cisla, tj. plati

N(s) =det(sl — A) =det(sl -T,"AT,) =
= det[T, (sl - A)T,] =

(3.17)
=detT, " det(sl — A)detT, =det(sl - A) =
=s"+a,,s" +...+a5+a,.
Proto se tato transformace nazyvéa podobnostni transformace.
Kanonicky tvar Fizeni
Pro transformacni matici
T, = Qw (A b)Qs, (A, 1,), (3.18a)
kde
I al a'2 an—l 1 ]
a, a, .. 1
Qa(ALD)=| oo o ], (3.18b)
a, 1 ... 0 0
1 0 ... 0 O

na zakladé vztahtu (3.15), (3.16) a (3.17) se dostane (index t je tieba zastoupit indexem
c) kanonicky (normalni) tvar Fizeni [controller (normal) canonical form]
X, =A%, +bu,
‘ TA° ¢ (3.19a)
y=c, X, +du,

kde
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0 1 0 0
0 1 0 0
A =T AT.=| ... ... ... .. .. v
0O 0 0 .. 0 1
___—a0 - —8, ... —d_, —aq.]| (3.19b)
0
0
b,=T."b=|:| ¢l =c'T. =[b,,b,...,b,_,].
0
_1_

Ctvercova matice (3.18b) je inverzni K matici fiditelnosti kanonického tvaru fizeni

(3.19)
Q. (A.,b.)=[b,,Ab,,... A", (3.20)
pro kterou plati

detQ,, (4., b,)| =|det @ (4, .b,)| =1. (3.21)

Lze to snadno dokézat. Nasobme ob¢ strany rovnice (3.18a) zprava matici
Qco(Ac, be), 1j.

TQw (A, B.) =Qy (A D).
Nyni vyuzijeme vztahy (3.19b) a dostaneme
T[b,,Ab,,.., A" b =TT, b, T AT.T'b,.... T, A" 'T.T, 'b] =
=[b, Ab,...,A"'b] = Q. (A,b).

Vzhledem k ptedpokladu fiditelnosti a pozorovatelnosti systému (3.13), a tedy i
(3.19) Ize urcit prenos

G(s):%ch (sl—A)"b+d=c] (sl —A.) b, +d =

3.22
b, ;5" +...+bs+h, (3.22)

T an n-1 +d’
S +a,4,S "+...+qS5+Qq,

ze kterého je ziejmé, Ze vektor ¢] je dan koeficienty &itatele v prenosu (3.22) [viz

(3.19b)]. Koeficienty jmenovatele zlomku v pfenosu (3.22) jsou Kkoeficienty

charakteristického mnohoclenu linearniho dynamického systému (3.13) i (3.19) [viz
(3.17)], 4.

N(s) =det(sl — A) =det(sl —A ) =s"+a, ,s" " +...+as+a,. (3.23)

Velmi dilezité je, ze vzhledem ke specifické struktufe matice (3.18b), Ize ji
sestavit pouze na zakladé =znalosti koeficienti charakteristického mnohoclenu
pivodniho systému (3.13) [viz (3.23)], tj. bez ptfedchozi znalosti transformovaného
kanonického tvaru fizeni (3.19).
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Blokové schéma linearniho dynamického systému v kanonickém tvaru fizeni je na
obr. 3.5.

Obr. 3.5 Blokové schéma linearniho dynamického systému v kanonickém tvaru tizeni

Kanonicky tvar pozorovani

Pro transformac¢ni matici

T, =04 (A,,¢5) 00 (Ac"), (3.24a)
kde
[a, a, a, 1]
a a; ...
Qa(A,C)=| ... ... ... ... .. |=QXA.b), (3.24b)
a, 1 ... 0 0
1 0 .. 0 O]

na zaklad¢ vztahu (3.15) a (3.16) se dostane (index t je tfeba zastoupit indexem 0)

kanonicky (normalni) tvar pozorovani [observer (normal) canonical form]
X, = A X, +b,u,

;% (3.253)

y=c,X,+du,

kde
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0 0 -4
1 0 -a
4 1 0 -a,
AO = TO ATO = ]
U 0 - a,_,
0O 0 ... 1 -a,
F i (3.25b)
bO
by
b
b, =T,"=| 7 | ¢ =c'T,=[0,0,...,01].
n-2
_bn—l |

Rovnéz v tomto piipadé ¢tvercova matice (3.24b) ma stejny tvar a strukturu jako
matice (3.18b), a proto plati

[detQui (A, ¢ )] =|detQuy (A7)

Ze vzajemného srovnani vztaht (3.19) a (3.25) vyplyva, ze mezi kanonickymi
tvary fizeni a pozorovani plati dualita

=1. (3.26)

X, (1) = A () +bou(t), %o (1) = AgX, (1) +bou(t), (3.27)
y(t) = c5 X (1) +du(t), y(t) = cg X%, (1) +du(t), '
kanonicky tvar fizeni kanonicky tvar pozorovani

kde
A=A o A=A,
b, =c, = b, =c¢,, (3.28)
co =b; & ¢l =h.

Konstanta ptevodu d zdstava ve vSech tvarech stavovych modelt stejna.

Obé matice A, a A =A] ve stavovych modelech (3.27) maji Frobenitiv

kanonicky tvar, ktery se vyznacuje tim, Ze v prvnim nebo poslednim fadku, pfip.
Vprvnim nebo poslednim sloupci vystupuji zaporné koeficienty  jejich
charakteristickych mnohoclentt N(S) pro a, = 1. Charakteristické mnohocleny jsou
stejné a jsou dany vztahem

N(s) =det(sl — A) =det(sl — A,) =det(sl - A)) = (3.29)
=s"+a " +...+as+a,=(5-5)(s—5,)---(5—5,), '
kde sijsou charakteristicka (vlastni) €isla (hodnoty), stejna pro matice A, A, a

A=A

Blokové schéma linearniho dynamického systému v kanonickém tvaru pozorovani
je naobr. 3.6.
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Obr. 3.6 Blokové schéma linearniho dynamického systému v kanonickém tvaru
pozorovani

Z vySe uvedeného je ziejmé, ze kanonicky tvar fizeni (3.19) a pozorovani (3.25)
muzeme ziskat pro fiditelny a pozorovatelny linearni dynamicky systém z jeho pienosu
(3.22) nebo pomoci transformace (3.18) a (3.24). S vyhodou lze pouzit duality mezi
témito dvéma kanonickymi tvary (3.27) a (3.28).

Diagonalni kanonicky tvar
Uvazujme fiditelny a pozorovatelny linearni dynamicky systém s pfenosem [viz

(2.55)]

Y(s)  b,s"t+..+bs+b,

G(s) = n n1
U(s) s'+a,,8" +...+a5+a,

+d. (3.30)

Za predpokladu, Ze poly jsou vzajemné riizné, 1ze psat

_YE) _y b, ,s""+...+bs+b,

G(s) =d+ =
U (s) (s—s,)(s—5,)...(s—5s,) (3.31)
P W B
S-S, S-S5, S-S5,
a stavovy model bude
X4 =S Xg; +U,
Xgp = S,X4, +U,
: (3.32a)
Xgn = Sy Xgn +U,
Y =C;Xy; +Cy Xy, + 4+ C, Xy, +dU,
resp.
Xy = Ay X4 +byu, (3.32b)

y=C;Xx, +du,

kde
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s 0 ... 0
0O s, ... O 1

A, = ? by =} cd =[c,c0nnnC,] (3.32¢)
0 0 ... s 1

n

Stavovy model linedrniho dynamického systému (3.32) s matici Ag, na jejiz
diagonale jsou jeho pdly, se nazyva diagonalni (modalni) kanonicky tvar.

Blokové schéma linedrniho dynamického systému v diagonalnim kanonickém
tvaru je na obr. 3.7.

d
u X41 y
— [ > o
A
S

Obr. 3.7 Blokové schéma linedrniho dynamického systému v diagonalnim kanonickém
tvaru

Stavové modely v diagondlnim kanonickém tvaru umoZiuji pifimo ovefit
fiditelnost a pozorovatelnost, viz ptiklady 3.3 a 3.4.

Uvazujme nyni, ze ptenos (3.30) ma nékteré poly nasobné. Pro jednoduchost
uvazujme, Ze nasobnost polu s1 je 3 a ze zbyvajici poly jsou vzajemneé rtizné, tj.

n-1
6(6) = L\j(s) Cda bn;ls +...+bs+b, _
(5)  (5-8)°(s—8)(s—S5)...(s—$,) (3.33)
=d+ Cl 3+ CZ 2+ C3 + C4 +---+ Cn y
(s_sl) (S_Sl) S_Sl 8_54 S_Sn

pak stavovy model bude mit tvar
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X1 = $1Xg1 + X2,

X4 = S Xgo + Xg3»

Xg3 = S Xg3 T U,

Xg4 = S4Xq4 U, (3.34a)

an = Snan +U,
Y =C Xqy +CyXqp + -+ +C, Xy, + dU,

resp.
Xy = Ay X4 +byu,
‘ AT” ‘ (3.34b)
y =C4 X, +du,
kde
o]
0
J, 0 1
A"{ol Jj’ b, = Ll ¢y =[c,,¢c,,...0C]. (3.34¢)
_l_
Ctvercové matice Ji a Jz jsou dany vztahy
s, 0 ... O
s, 10 0 s 0
J=|0 s 1]3J,= ° . (3.34d)
0 0 s
0 0 ... s

n

Stavovy model linearniho dynamického systému ve tvaru (3.34) je tzv. Jordaniv
kanonicky tvar a ¢tvercové matice (3.34d) se nazyvaji Jordanovy bloky.

Blokové schéma linearniho dynamického systému v Jordanové kanonickém tvaru
je naobr. 3.8.

Ptipad s nadsobnymi redlnymi poly lze snadno pievést na pfipad s navzdjem
riznymi poly, napt. pfictenim malych kladnych Eisel, protoze tim se vysledné vlastnosti
daného dynamického systému zméni jen nepatrné. Napt. v prenosu (3.33) pouZijeme
S1=S1,52=S1—¢&a8S3 =51+ ¢, kde ¢ je velmi malé kladné ¢islo.

Pro transformaci obecného stavového modelu (3.13) na diagonalni nebo Jordantiv
kanonicky tvar je mozné pouzit rovnéz podobnostni transformaci, ale urceni
transformac¢ni matice je jiz velmi slozité a presahuje ramec téchto skript.
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» d
S
u X43 Xq2 Xq1 y
— ] > [ 4 | G
X
S, | S & S
Xy >
) J. > C4 tlk
Sy

Obr. 3.8 Blokové schéma linedrniho dynamického systému v Jordanové kanonickém
tvaru (3.34)

Piiklad 3.5

Linearni dynamicky systém je popsan stavovym modelem

X ==X +2X%,,
X, ==X, +U, (3.35)
Y =2X +X,.

Stavovy model (3.35) je tieba transformovat do vyse uvedenych tii kanonickych
tvart.

ResSeni:

Pro stavovy model (3.35) plati

A= L b=| |, ¢"=[2], d=0.
0 -1

1
Zkontrolujeme fiditelnost a pozorovatelnost pomoci vztaht (2.50) a (2.51).
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Q,, (A,b) =[b, Ab] = ﬁ) _ZJ detQ,, (A,b)=—2 0.

Linearni dynamicky systém (3.35) je fiditelny.

T T 2 1 T
Q. (Ac )ZLC;A}:LZ 3} detQ,, (A cT)=8%0.

Linearni dynamicky systém (3.35) je pozorovatelny.
Protoze dany linearni dynamicky systém je fiditelny a pozorovatelny, mize byt
urcen prenos. Napft. na zaklad¢ vztahu (2.54) Ize psat

s+1 -

N(s) =det(sl - A) = JJ:(SH)Z =8’ +2s+1=s =5,=-1<0.
+

Linearni dynamicky systém (3.35) je asymptoticky stabilni s dvojnasobnym
s+1 -2

redlnym polem s; = s = —1.
s+1 -2 . 00
0 s+1] |2 1 2 S+2

=(s+1)(s+2)+4=5*+3s+86,

det(sl —A+bc") = - -

Y(s) det(sl —A+bc")—det(sl —A)
U(s) det(sl — A) -
_ s+5  Dbs+h,

Cs2425+1 s’+aS5+3a,

G(s) =

(3.36)

Kanonicky tvar Fizeni
Na zéklad¢ ptenosu (3.36) mizeme piimo psat [viz (3.19)]
0 1 0 1 0
= = ,b: ,CT:b1 :5111
tj.
Xcl = XcZ’
Xep ==Xy — 2%, +U,
Yy =5X, +X,-
Nyni pouzijeme transformacéni matici (3.18):

q B 1 B 2 1
Qco(Ac,bc)—{1 0}{1 0}

4 0 212 1 2 0
Tc:Qco(Aab)Qco(AClbc):|:1 _1:||:1 O:|:|:l 1:|1
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1
L oadiT, 11 0] |3 O
‘ _H_E{—l 2] |1 ]
2
L,
A ~TAAT, = > -1 2}{2 o}:{o 1}
Co 1 Lo -1 1) [-1 -2)
2
> 001 1o 2 0
b, =T, b= _21 1 L_:H cl :CTTC:[Z,l]L 1}:[5,1].
2

Vidime, ze jsme obdrzeli stejné vysledky. Blokové schéma linearniho
dynamického systému (3.35) v kanonickém tvaru fizeni je na obr. 3.9.

y

XcZ

Obr. 3.9 Blokové schéma linedrniho dynamického systému (3.35) v kanonickém tvaru
fizeni — piiklad 3.5

Kanonicky tvar pozorovani

Na zaklad¢ ptenosu (3.36) mizeme piimo psat [viz (3.25)]
0 - 0 -1 b 5
A = | _ Cby=| O =] | o =[01],
1 —-a 1 -2 b, 1

Xy ==Xy, +9U,

g,

Xoy = Xog — 2%, +U,
Y =Xy,-
Nyni pouzijeme transformac¢ni matici (3.24):

1 2 1
Q;&(AO,CZ)ZE oH1 0}



49

PP 2172 11 [2 5
T, :Qob(Ao1Co)Qob(Avc):|: }{ }{ }

1 0-2 3 2 1
1 5
- _adjTO’l__E 1 -5 |"g 3
° detT,* 8/-2 2 117
4 4
T 1 5
2 5[-1 27|75 o | [0 -1
=T, AT, = 8 8 |- ,
Ao =To Al [2 J{o af 11 L —2}
4 4
1 5
2 5|0 5 “a a
_ T _ _ T _TT _ 8 8 |_
orov[ O[] coemomal |-t

4

Podobné¢ jako v pfedchozim ptipadé jsme obdrzeli stejny vysledek. Je rovnéz
ziejmé, ze mezi kanonickym tvarem fizeni a pozorovani plati dualita (3.28).

Blokové schéma linearniho dynamického systému (3.35) v kanonickém tvaru
pozorovani je na obr. 3.10.

Xop =

\ [

v
)
é»fx»“&%»f

Obr. 3.10 Blokové schéma linearniho dynamického systému (3.35) v kanonickém tvaru
pozorovani — ptiklad 3.5
Jordanuv kanonicky tvar
Ptenos (3.36) zapiSeme ve tvaru (3.33), ;.
G(s):Y(s): s+52: 4 - 1 _ G - c, .
u(s) (s+1)° (s+1)° s+1 (s+1)° s+1

Na zékladé vztahii (3.34) miiZeme piimo psat
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Xg1 =—Xq1 + Xg2,
Y =4X4 + X45-

-1 1 0
Ay =J =|:0 _1:|, by :L:|’ CJ =[41].

Blokové schéma linearniho dynamického systému (3.35) v Jordanové kanonickém
tvaru je naobr. 3.11.

N IXM*@%—W ot

Obr. 3.11 Blokové schéma linearniho dynamického systému (3.35) v Jordanové
kanonickém tvaru — priklad 3.5

g,

3.4 ReSeni linearnich stavovych rovnic

Uvazujme linearni dynamicky systém se stavovym modelem [viz (2.49)]

X(t) = Ax(t) + bu(t), x(0)=x,, (3.373)

y(t) =c" x(t) +du(t) . (3.37b)
Pouzitim Laplaceovy transformace pfi uvazovani pocatecniho stavu x(0) = X, se

dostane
SX(S)— X, = AX(s)+bU(s),
Y(s)=c" X (s)+dU(s).

Z prvni rovnice dostaneme

X (8) = (sl — A) ' x, + (sl — A)bU(s)

a po dosazeni do druhé rovnice a Upravé obdrzime obraz feSeni

Y(s)=c" (sl —A) "%, +[c" (sl —A)"b+d]JU(s) (3.38)
volnadodezva= vynucendodezva=
odezvana podminky odezvanavstup

pog
Nyni najdeme feSeni rovnic (3.37) v ¢asové oblasti metodou variace konstant.

Piedpokladejme, ze feSeni stavové rovnice (3.37a) ma tvar
x(t) =e™c(t), (3.39)
kde



ol

t3

3

m_ L ta e g
e =l+-A+-—A"+ A"+,
u 2!

je to tzv. fundamentalni matice a c(t) zatim neznama vektorova funkce.

(3.40)

Nejdiive si ukdzeme nekteré dillezité vlastnosti fundamentalni matice (3.40):

eA0:|1
2 3
LI (LS P A
dt a1 2 3
2
=A+§A2+3LA3+-.-=A(|+3A+—
2l 3 1
t t2 3
:(I+—A+—A2+ A® + jA_
TR !
:AeAt:eAtA

=tl+— A+ — A+ —— A’ =
21" 32" T43

2 3
:A‘l[l +£A+t—A2+t—A3+~-—|J=

u 2! 3

:[I +—A+—A2+%A3+---—IJA1:

= AR 1)=(eM—1)At

2 3
LI

(3.41a)

j:

(3.41b)

(3.41c)

Po dosazeni piedpokladaného teSeni (3.39) do stavové rovnice (3.37a) se dostane

Aec(t)+e é(t) = Ae™ e(t) +bu(t) =
ét)=e " pu(t), c(0)=x, ,

t
c(t) = je‘”” bu(r)dz + x,.
0
Nyni dosadime (3.42) do (3.39) a dostaneme
t
x(t) =e" x, + e’“{j e " u(r)d r}b
0

a po dosazeni do vystupni rovnice (3.37b) se obdrzi

t
y(t)=c’ e x, +c’ e’“{je‘“ u(z)d r}b +du(t),
0

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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kde prvni &ast feseni ¢’ e™ X, je volna odezva = odezva na pocatecni podminky a

t
druha &ast feseni ¢’ eA{ f e ™u(r)d Ti|b + du(t) je vynucena odezva = odezva na vstup.
0

Ze srovnani vztaht (3.44) a (3.38) vyplyva, ze vyraz
(sl —A)*
je Laplacetv obraz fundamentalni matice (3.40), tj.
Ll j=(s1 - A" < e® =Ll - A1), (3.45)

Ptedpokladejme nyni, ze vstupem linedrniho dynamického systému je velic¢ina se
stupnovitym, prabéhem (obr. 3.12)

ut)=u(kT) pro KT <t<(k+1T, k=12,..., (3.46)

kde KT je diskrétni ¢as, T — vzorkovaci perioda.

u(t) 4
u(kT)

»

Obr. 3.12 Prubehy vstupnich veli¢in u(t) a u(kT)

Na zakladé vztahu (3.43) mtizeme pro t =KkT at = (k + 1)T psat

KT
X(KT) =T x, +e™T { e u(r)dr}b :
0

(k+1)T
x[(k +D)T]=eA*DT x_+ eA<k+l>T[ [e* u(r)d T}b =
0

(k+D)T

KT )
=T {eA"T X, +e™T { [e* u(z)d r}b} + AT { [e* u(z)d r}b =
0 kT

x(KT)
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(k+D)T
=e"T x(KkT) J{ [eAlteT=1g r}bu(kT). (3.47)

KT

Integral v poslednim vztahu lze zjednodusit. Zvolime novou proménnou
v=(k+1)T -7 = dv=-dr,
7=KT = v=T, r=(k+1)T = v=0

a pak miZeme psat

(k+1)T 0 T
J’ eA[(k+l)Tfr]dZ_:_J‘eAVdV:J‘eAVdV.
KT T 0

Nyni stavovou rovnici miizeme zapsat ve tvaru

.

X[(k+DT]=e"" x(kT) + (jeAVd v)bu(kT) . (3.48)
0

Na zakladé vztahti (3.40) a (3.41) se dostane

eAT _ | +EAT +1(AT)2 +...:§:_1(AT)i , (3.49a)
jll 2! i—ol!

TjeAVdv—T{l NEUN. +1(AT)2+..}—T§L(AT)i (3.49b)
5 21 3l (3 +D)! ' '

Nyni jiz mizeme stavovou rovnici diskretizovaného linearniho systému (3.37)
Zapsat ve tvaru

X[(K +T] = A, x(KT) + bou(kT), (3.50a)
kde
A, = :i%(AT)‘ , (3.50b)
i=01:
by =| Je*dv p=T| £ (AT) b (3.50¢)
13 &3+ ' '

Pfi vypoctu matice Ap a vektoru bp je vhodné pouzit numerickou metodu.
Nejdiive se ur¢i matice

) 1 .
D :Tgm(AT)' : (3.51a)
a pak se vypoctou
A, =1+AD, (3.51b)
by =Db. (3.51c)

Pti diskretizaci vystupni rovnice se nemeéni, a proto diskretizovany (diskrétni)
linearni dynamicky systém ziskany ze spojitého linearniho dynamického systému (3.37)
ma tvar

X[(k +DT]= Ao X(KT) +byu(kT), X(0)= X, (3.52a)
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y(KT) =" x(KT) + du(kT), (3.52b)

kde matice systému (dynamiky) Ap a vektor vstupu bp jsou dany vztahy (3.50b) a
(3.50c) nebo (3.51).

Diskrétni stavovy model (3.52) miize byt pouzit pro numericky vypocet odezvy.

Priklad 3.6

Spojity linedrni dynamicky systém je popsan stavovym modelem

X, (t) = =X, (1) + 2, (1), %, (0) = %0 =1,
X, () =—2X, (t) +u, X,(0) =Xy =2, (3.53)
y(®) = x, ().

Je tfeba urcit obecné vztahy pro vypocet odezvy na libovolny vstup a déle je tieba
urcit odezvu na jednotkovy skok.

ReSeni:

Pro linearni dynamicky systém (3.53) lze psat

A{_l 2 } b=m, ¢’ =[10], d =0.
0 -2 1

Zkontrolujeme fiditelnost a pozorovatelnost [viz vztahy (2.50) a (2.51)]

QCO(A,b)Z[b,Ab]z{(l) 22} detQ, (A b)=—2#0 =

linearni dynamicky systém je fiditelny.
T
T c 10 T

linedrni dynamicky systém je pozorovatelny.
ProtoZe dany linearni dynamicky systém je fiditelny a pozorovatelny, stavovy
model (3.53) ma minimalni tvar.

ReSeni v oblasti komplexni proménné, tj. pomoci Lapaceovy transformace

Urc¢ime obraz fundamentéalni matice [viz (3.45)]

L= (st - A {Hl e T _adisl - A) _

0 s+2| det(sl—A)
1 2 (3.54)
:; s+2 2 _|s+1 (s+1)(s+2)
(s+1(s+2)| 0 s+1 0 1 '
S+2

V souladu se vztahem (3.38) obraz odezvy je dan
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Y(s)=c' (sl — A)'[x, +bU(s)] =

1 2

B s+1 (s+D(s+2) J|1],]0

R IR {ZHJU‘S)} N
S+ 2

1 2 1 0
Y= L +1' (s +1)(s+2)}{2}{1}u (S)} '

-1 14 1 2 1 0
y(t) =Ly (s)l =L {LH’(s+1)(s+2)}[{2}{1}u (s)]} . (3.55)

Pro u(t) =n()=U(s) :é se dostane

2
) =L SF05H2 | g get_gea (3.56)
s(s+1)(s+2)

Pribéh odezvy na jednotkovy skok je na obr. 3.13.

D &
18 |

0.6+

0.2+

Obr. 3.13 Odezva linearniho dynamického systému (3.53) na jednotkovy skok — ptiklad
3.6

ReSeni v &asové oblasti

V souladu se vztahem (3.44) mizeme psat
t
y(t)=c' e’“{x0 + {[e"” u(r)d r}b} : (3.57)
0

Ze vztahu (3.54) ur¢ime fundamentalni matici
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1 2
—t -t -2t
eAt_ 1) s+1 (s+D(s+2)||_|® 2e " -2e . (3.58)
0 -
S+2

Fundamentalni matici (3.58) dosadime do (3.57) a po upravé dostaneme

y(t)=[e", 2e-t_2e-2‘]{ﬂ+[j{e; Zere_fezr}u(r)dr]b} (3.59)

Vidime, ze obecny vztah pro vypocet odezvy na libovolny vstup je v Casové
oblasti pomé&rn¢ slozity.

Uvazujme nyni vstupni jednotkovy skok u(t)=n(t)=1pro t>0.

Nejdiive vypocteme vyraz s integralem

t tfer 2e7_2e% _e -1 2e —eZ‘—l_
J'e—ArdZ_ZJ'|:e e e i|d‘[= leZt_l
0

27 O y
0 0 e > > |
¢ el-1 2el-e?-1lg7 [2e'-e?-1]
{[ e *7d T}b = o lem_l ]] = Eezt_l : (3.60)
0 -
2 2 2 2
Po dosazeni do (3.59) a upravé se dostane
17 |2e'—e*-1
yt)=[e", 2e'-2e™] { }L 1 5 1 |p=1+3e"'-3e™.
2112 2

Obdrzeli jsme stejny vysledek jako v predchozim ptipadé.

Diskretizace spojitého linearniho dynamického systému

Pro diskretizaci pouzijeme nejdiive analytické vztahy (3.50b) a (3.50c) a pozdéji
numerické vztahy (3.51) pro i =0, 1, 2, 3. Vzorkovaci periodu volime napi. T = 0,1.

Na zaklad¢ vztahi (3.50b) a (3.58) mizeme psat (uvazujeme 5 desetinnych mist).

A et = e’ 2eT-2e7 | 1090484 017221
=€ = 2T - '
0 e 0 0,81873

Podobné¢ na zaklad¢ vztahti (3.50c) a (3.58) dostaneme

T , T[e™ 2e7_2e7% 0 1-2e " +e " .
bD= .[eAdV:|b={I|:O Zor :|df}|:1j|=[ l_le_ZT =
Lo ° © 2 2

_[0,00906
- 10,09063 |

Nyni pouzijeme vztahy (3.51) proi=0, 1, 2, 3:



S

1 1 {13,7034 1,3044}

D=T |+—AT+1(AT)2+1(AT)3 =
2! 3l 4l 144 0 130512

090484 017221
A, =1+AD= ,
0 081873
0,00906
b, = Db= .
0,09063

Vidime, ze po zaokrouhleni jsme V obou piipadech dostali stejny vysledek.
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4 STAVOVE RIZENI

V kapitole je stru¢né popsan navrh stavového regulatoru a pozorovatele pro
jednorozmérovy linearni dynamicky systém.

4.1 Stavovy regulator

Rozvoj stavového fizeni je spjat s rozvojem letectvi a kosmonautiky. Umoznuje
fidit 1 nestabilni systémy, u kterych bézna regulace s regulatory 1DOF nebo 2DOF ani
Vv rozvétvenych strukturach nedava uspokojivé vysledky.

Uvazujme jednorozmérovy fizeny linedrni dynamicky systém (v metodach
stavového prostoru se veétSinou pouziva pojem ,.fizeny systém* misto pojmu regulovana
soustava)

X(t) = Ax(t) +bu(t), X(0)= X,, (4.1a)
y(t) =cTx(t), (4.1b)

ktery je fiditelny, pozorovatelny [viz (2.50) a (2.51)] a silné fyzikalné realizovatelny (d
= 0). Jeho charakteristicky mnohoc¢len ma tvar

N(s) =det(sl —A)=s"+a ,s" " +...+as5+a, =

4.2)
= (5-8)(5-5,).--(5-S,),
kde s, S2,..., Sn jsou poly daného systému.
Ukolem stavového regulatoru reprezentovaného vektorem (obr. 4.1)
K =[k;,Ky,.... K. T, (4.3)
je zajistit u uzaviené¢ho systému fizeni charakteristicky mnohoclen
N, (s)=det(sl —A,)=s"+a",s" " +...+a"s+a) = (4.4)

= (s=S")(s—8})-..(5=5!)
se zadanymi poly s\",s,,...,S, (Vviz Ptiloha E).

Zpétnovazebni ftizeni, které pomoci stavového regulatoru (4.3) zajisti

charakteristicky mnohoclen uzaviené¢ho systému fizeni (4.4) s pozadovanymi poly
s,y ,...,S, se Casto nazyva modalni Fizeni. Jednotlivé poly s urcuji tzv. médy, tj.
charakteristické (vlastni, volné) pohyby uzavieného systému fizeni.

Uzavieny systém fizeni se zpétnovazebnim stavovym reguldtorem muze byt
v souladu s obr. 4.1 popsan stavovym modelem

X(t) = A, X(E) +bw(t), x(0)=X,, (4.5a)
y(t) =cTx(t), (4.5b)
kde matice uzavieného systému fizeni je dana vztahem (viz obr. 4.1b)

A, =A-Dbk". (4.6)
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Vektor k zpétnovazebniho stavového regulatoru muizeme ziskat porovnanim
koeficientl charakteristického mnoho¢lenu systému fizeni N, (s)=det[sl —(A—bk")]
s odpovidajicimi koeficienty pozadovaného charakteristického mnohoclenu systému
fizeni N, (s)=det(sl —A,) u stejnych mocnin komplexni proménné s. Ziska se tak n
linearnich rovnic pro n neznamych slozek ki vektoru k. Pii velkém n je tento postup
narocny.

a)
. X
v e X(t) b Y
—><¥>—> I [(9)A7 | gy (T ——
Rizeny
A 1 ystém
T ] Sstavowy
K [ regulator
b)
/ y(®)
Vﬂ» b = (g T —>
A
C) X,
, X(t) l t t
o TEPEIS AR e B

Obr. 4.1 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem bez vstupni korekce:
a) ptivodni, b) upravené, c) vysledné

Zavislost mezi vystupem y(t) a vstupem w’(t) v ustaleném stavu (t — c0) mizeme
ur€it na zaklad¢ vztahu (2.53), .

y = Iimo[cT (sl —A,) bW =
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y=—'A, 'bw . (4.7)
Aby v ustaleném stavu platilo
y=w (4.8)
musime do vstupu umistit korekci (obr. 4.2)
1
k, =—————. 4.9
"= T AT (4.9)

Navrh stavového regulatoru je snadny pro stavovy model fizeného systému
v kanonickém tvaru fizeni (3.19).

Xo
w(t) w(t) X(t) lx(t) y(t)

—>| k,—> b [(9)d7|mp ¢ —

Ay

Obr. 4.2 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem

Uvazujme, ze matice A a Aw jsou transformovany na kanonické tvary fizeni

v souladu se vztahy (3.18) a (3.19), pak rovnici (4.6) mizeme zapsat pro kanonické
tvary fizeni

A,.=A —-bk!. (4.10a)
tj.
[0 1 0 0 |
0 0 1 0
0 0 0 1
-a -a' -a .. -—-a
o T % e (4.10b)
0o 1 0 .. 0 0
0o 0 1 0 0
=l = e K kg
o 0 0 .. 1
-3, —a -a, ... —a,_| |1

Vidime, Ze plati rovnosti
w
—a, =—a_,—k; =

k,=a",—a_, pro i=1,2,...n. (4.11)

Posledni vztah mizeme zapsat vektorove
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k.=a"-a, (4.12)
kde

a"=[ay,a",....a" T, (4.13a)

a=[ay,a,...,a ] (4.13b)

jsou vektory koeficientti charakteristickych mnoho¢lent Nw(s) a N(s) [viz (4.4) a (4.2)].

Obdrzeli jsme vektor zpétnovazebniho stavového regulatoru ke v kanonickém
tvaru fizeni, a proto ho musime transformovat pro puvodni fizeny systém (4.1).
Miuzeme psat

kIx, =k'x
cre = k' =KT,' =
X, =T.'x
k' =@"-a)' 1,7, (4.14)
kde transformacni matice T¢ je dana vztahy [viz (3.18)]
T, =Qu (A b)QL (A, b,), (4.15a)
Q. (A,b) =[b, Ab,..., A" 0], (4.15b)
[a, a, a, 1]
a, a ... 1 0
Qi(ALL)=| ... .. . . ] (4.15c¢)
a, 1 ... 0 O
1 0 .. 0 0]

Vztah (4.14) se nékdy nazyva Bassiv-Guruv (Bass-Gura formula).

Pro piimy vypodet zpétnovazebniho vektoru K' se také casto pouzivé
Ackermanniiv vztah (Ackermann’s formula) (viz ptiloha D)

k' =[0,0,...,011Q, (A b)N,, (A) =

4.16
=[0,0,....01Q (A D)[A" +a" A" +...+a A+ a)l]. (4.16)

Postup:

1.  Zkontrolovat fiditelnost a pozorovatelnost fizeného systému [vztahy (2.50)
a (2.51)].

2. Formulovat pozadavky na kvalitu fizeni a vyjadfit ji pozadovanym rozloZenim
polu systémd fizeni (viz Pfiloha E).

3. Ur¢it koeficienty charakteristickych mnohoc¢lenit N(S) a Nww(S) [vztahy (4.2)
a (4.4)].

4.  Porovnat koeficienty charakteristicktho mnohoclenu  systému fizeni
N, (s) =det[sl —(A—bk")] s odpovidajicimi  koeficienty =~ pozadovaného
charakteristického mnohoclenu systému fizeni N,,(S)=det(sl —A,) u stejnych

mocnin komplexni proménné Sa feSit soustavu n linedrnich rovnic pro n
neznamych slozek vektoru k. V ptipadé vysokého n pouzit transformacni matici



62

(4.15) a vztah (4.14) nebo Ackermanniv vztah (4.16).
5. Na zakladé vztahu (4.9) urcit vstupni korekci K.
6.  Simula¢né€ ovétit obdrzenou kvalitu fizeni.

Priklad 4.1

Pro tizeny linearni dynamicky systém se stavovym modelem

Xy = X + X, + U, (4.17)
y=X
je tteba navrhnout stavové fizeni, které zajisti u uzavieného systému fizeni poly
W _ W _

ReSeni:

Pro tizeny linedrni dynamicky systém (4.17) plati

A:[_ll ﬂ b:{_l} ¢’ =[10} d=0.

1
Nejdiive zkontrolujeme na zadkladé vztaht (2.50) a (2.51) ftiditelnost a
pozorovatelnost.

-1 2
QCO(A,b):[b,Ab]:{1 0} detQ, (A b)=-—2#0 =
Rizeny linearni dynamicky systém (4.17) je fiditelny.

Q(AcT) { iTA} :{ 11 ﬂ detQ, (AcT)=1%0 =
. _

Rizeny linearni dynamicky systém (4.17) je pozorovatelny.

Protoze dany fizeny linearni dynamicky systém je fiditelny a pozorovatelny,
muzeme urCit na zaklad¢ napt. vztahu (2.54) jeho ptenos

1 —
det(sl—A)=S+1 JJ=32—2,

s+1 -1 -1 0 )
+ =5“—5,
-1 s-1 1 0

_Y(s) _det(sl —A+bc")—det(sl —A) —s+2
TU@s) det(sl — A) S22

det(sl — A+bc’) =

G, (s) (4.18)

Rizeny linearni dynamicky systém popsany stavovym modelem (4.17) nebo
pienosem (4.18) je nestabilni spdly s, =42 a navic je neminimalnéfazovy

S nestabilni nulou slO = 2. Pouziti konven¢niho regulatoru a jeho sefizeni je v tomto
pfipad€ nejen velmi naro¢né, ale i nevhodné.

Koeficienty mnohoclent ve jmenovateli a Citateli pfenosu (4.18) jsou:
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a,=-2,a=0 =>a=[a,a] =[-20[,
by = 2,b, = 1.

(4.19)

Pozadovany charakteristicky mnohoclen uzavieného systému tizeni (4.4) ma tvar
N, (s)=det(sl —A,)=s*+a's+a) =(s—s')(s—S)) =

(4.20)
=s%+25+1.

Koeficienty pozadovaného charakteristického mnohoclenu Nkw(S) jsou:

a¥=1a"=2 = a"=[a"a"] =2 . (4.21)

Metoda porovnani koeficienti

Na zaklad¢ vztahu (4.6) ur¢ime matici dynamiky uzaviené¢ho systému fizeni
-1 1] |1 -1+k, 14k
=A-bk' = — k., K,]= ! 2.
AN {1 J {1}[1 2] {1_k1 1_k2
Charakteristicky mnohoclen uzavireného systému fizeni je
s+1-k, -1-k,

-1+k, s-1+Kk,
=5’ +(k, —k,)s+ 2k, — 2.

N, (s) =det(sl - A+bk™)= (4.22)

Nyni porovname koeficienty mnohoclenti (4.22) a (4.20), tj.

3
k, —k =2 1=
2o mol T2 :kT:F’Z} (4.23)
2k, -2=1) " _T

272

Pomoci vztahu (4.9) uréime jesté vstupni filtr (korekci).

1
~1+k 1+k2}_ 5 3

A"“{l—k1 1-k,

=adeW= 1 9 2
detA, 9 9

A;l

S _
1 _ AT AL, _E _E -1 _ _1
k—— C A\Wb——[l,O] 1 =2 = kW—E.

w — —

2 2

Blokové schéma systému fizeni s navrzenym stavovym regulatorem (4.23) je na
obr. 4.3 a jeho odezva na jednotkovy skok pii nulovych pocatecnich podminkéch
(X0 =0), tj. pfechodova charakteristika, je na obr. 4.4. Poc¢ate¢ni podkmit je zplisoben

nestabilni nulou sf =2 [viz (4.18)].



64

Xo
/ X(t) lx(t) y(®©)
wt) 1 [WO_u®| r_q O o
—| 5 —><¥)_> L}-»(?—» 0 | = [L 0] —>
Ky b ~1 1 ¢
— |7 J—
A
3 7
[5 E} e

Obr. 4.3 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem — ptiklad 4.1

v 4 ()
1

0.8F

0.6 -

0.4+

0.2 |

Obr. 4.4 Pfechodova charakteristika systému fizeni — ptiklad 4.1

Metoda transformace

V souladu se vztahem (4.15) mizeme psat

-1 2|0 1 2 -1
TC=QCO(A,b)le(Ac,loc){1 O}L OH }

T_l_adjTC_l{l 1}_% %
© detT, 2[0 2] |5 1

Nyni pouzijeme vztah (4.14) pro (4.19) a (4.21)

cere-BETG 6 9
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Obdrzeli jsme stejny vysledek, viz (4.23).
Ackermanniiv vztah
Pouzijeme Ackermanntv vztah (4.16) a dostaneme
kT =[0 1]Q4 (A b)[A*+2A+1],

S . 0 1
) =—ad‘QC°(A’b):i{° 2}[1 1],
1 0| detQ (Ab) -2|-1 -1| |5 5

-11] , [2 0
A= A2 = .
1 1] 0 2

Po dosazeni a upravé obdrzime stejny vysledek jako v obou pifedchozich

pripadech, tj.
1 0] [3 7
0o 1l |2 2

0 1 _
) 0 2 1 1

Je ztejmé, Ze pro vyssi fady je vhodné pouzit ¢islicovy pocitac.
Piiklad 4.2
Pro jednorozmérovy linearni dynamicky fizeny systém
X, =—X% —4X; +2U,
X, = 2% —2X, —2X; + U,
X3 = —4X5 —2U,
Y ==2X +4X, + X
je tfena navrhnout stavovy regulator, ktery zajisti u uzaviené¢ho systému fizeni poly
s'=s,=5; =-2.
ReSeni:

Je zfejmé, Ze pro fizeny systém plati

X, -1 0 -4 2
X={X| A=| 2 -2 =2| b=| 1|, c"=[-2 4 1].
X, 0 0 -4 -2

Ovéfeni riditelnosti:

2 6 -38
Qco (A! b) = [b1 Ab| Azb] = 1 6 —16 y
-2 8 -32

detQ, (A,b)=-504-0 = fizeny systém je fiditelny.

Ov¢éfteni pozorovatelnosti:
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c' -2 4 1
Q,(Ac)=|c"A|=| 10 -8 -4|
c"A*| |-26 16 -8

detQ,,(Ac')=432+#0 = fizeny systém je pozorovatelny.

Z ptenosu fizeného systému

Y(s) det(sl —A+bc’)—det(sl —A) —2s°+6s+92

G, (s)= = =
w () U(s) det(sl — A) s®+7s? +14s5+8

vyplyva: ap=8,a1=14,a2=7,a3=1,b0 =92, b1 =6, b =— 2, j.
a=[8, 14, 7], c =[92, 6, 2.
Pozadovany charakteristicky mnohoclen systému fizeni ma tvar
N, (s)=(s+2)°=s>+6s"+12s+8,
a proto vektor jeho koeficientd je

a¥=[8, 12, 6.

Metoda transformace

Transformac¢ni matice (4.15) ma tvar

a, a, 1 32 20
Tc:Qco(Aab)Qc_ol(Acybc)=[b,Ab,A2b] a, 1 0|=| 40 13
1 0 0| |-4 -6
5 1 1]
126 18 84
T1= E _1 3
¢ 126 9 21
42 16
126 9 21]

Na zakladé vztahu (4.14) se dostane
1 4
KT =(a"—afTt=| =, 0 2|
( ) ¢ 14 7

Ackermannuv vztah

Na zaklad¢ Ackermannova vztahu (4.16) mizeme psat:

8 2 1
2 6 —38]" %3 9 42
5 1

A=l 1 6 -16| =| -~ — = —| ,
e (AD) 63 18 84
-2 8 -32 5 1 1
| 126 18 84|
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-1 0 -4 1 0 20 -1 0 -84
A=l2 -2 -2| A’=|-6 4 4| A’=14 -8 0],
0 0 4 0 0 16 0 0 -64
1 0 -12
N, (A) =A°+6A?+12A+81=|2 0 0 |,
00 8

1 4
k'=l0 0 1QJ(AbN (A)=— 0 —]|.
0 0 HHADNLA-| 5 0 3]
Obdrzeli jsme stejny vysledek.

Stavovy model uzavieného systému fizeni bez vstupni korekce bude mit tvar

8, _36]
7 7

27 18

=A-bk'=| == -2 -—|,
A 14 7
1, .2

L 7 7

t.

y ==2X; +4X, + X5.

Vstupni korekce je dana vztahem (4.9)

1 2
Ky =~ - =52
c A,b 23

a odpovidajici stavovy model se vstupni korekci
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() #

w(t)
N

Obr. 4.5 Prub¢h piechodové charakteristiky systému fizeni se stavovym regulatorem a
vstupni korekci — piiklad 4.2

8 36 4
xz_le 2x2—@x3+ 2w,
14 7
7 7 23

y ==2X +4X, + X5.

Piechodovéa charakteristika systému fizeni se stavovym reguldtorem a vstupni
korekei je na obr. 4.5. Pogateéni podkmit je zpiisoben nestabilni nulou (s, =8,446).

4.2 Stavovy pozorovatel

U reélnych dynamickych systému casto nelze stavové proménné méfit, a to bud’
z divodu jejich nedostupnosti, vysokych nakladi nebo velikého zasuméni. V téchto
ptipadech je tfeba pouzit pozorovatel (pozorovac, rekonstruktor, estimator) stavu.

Budeme se vénovat navrhu Luenbergerova asymtoptického pozorovatele
pIného Fadu (dale jen pozorovatele), tj. takového pozorovatele, u kterého se odhady
stavovych proménnych X(t) asymptoticky blizi ke skute¢nym stavovym proménnym
X(t).

Uvazujme jednorozmérovy linearni dynamicky systém (4.1), ktery je fiditelny,
pozorovatelny a siln¢ fyzikalné€ realizovatelny s charakteristickym mnohoclenem (4.2).

Pro tento dynamicky systém ma Luenbergertuv pozorovatel tvar (obr. 4.6)
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X(t) = AR +bu®)+1y(t), X(0)= X,
§(O) =c/ X(0),
kde Ai — ¢tvercova matice dynamiky pozorovatele fadu n [(nxn)], by — vektor vstupu
pozorovatele dimenze n, ¢ — vektor vystupu pozorovatele dimenze n, | — vektor zesileni

Luenbergerova pozorovatele (korekce stavu pozorovatele) dimenze n, stiiskou ,,
jsou oznaceny asymptotické odhady odpovidajicich proménnych.

(4.24)

Po zavedeni vektoru odchylky stavu & definovaného vztahem

g(t) = x(t) — x(t) (4.25)
a po uvazovani (4.1) a (4.24) se dostane
&(t) = (A—IcT)x(t) — AX(t) + (b—b)u(t). (4.26)

Je ziejmé, Ze vektor odchylek stavu &(t) by nemél zaviset na vstupni proménné
u(t) a odhad ¥ (t) pro skute¢ny stav X(t) by mél byt c'x(t), a proto musi platit

b =b, ¢ =c. (4.27)
Pokud se zvoli
A =A-Ic (4.28)
a za predpokladu, ze plati (4.27) obdrzi se linearni diferencialni rovnice
et)=Ae), & =%,—X, (4.29)

popisujici ¢asovy priabéh vektoru odchylek stavu &(t). Pocate¢ni odhad stavu X, se
vétSinou predpoklada nulovy.

Je zfejmé, Ze pro asymptoticky odhad stavu X(t) musi platit

t—>wo = X({t) > x(t) = &(t)—>0, (4.30)

tj. linearni diferencialni rovnice (4.29) musi byt asymptoticky stabilni.

Dile je ziejmé, ze aby odhad stavu X(t) byl i pfi zménach skute¢ného stavu X(t)
dostatecné ptesny a rychly, dynamika pozorovatele (4.24) vyjadiena charakteristickymi
(vlastnimi) ¢isly matice A musi byt rychlej$i nez dynamika pozorovaného systému

(4.1), vyjadfena charakteristickymi ¢isly matice A. V piipadé stavového fizeni
dynamika pozorovatele musi byt rychlej$i nez dynamika uzavieného systému fizeni.

Charakteristicky mnohoc¢len pozorovatele je dan vztahem
N, () = det(sl — A) =
=s"+a s""+...+as+a,=(s-p)(S-p,)...(s—-p,)

a' =[aj,a,...al ,1", (4.32)

(4.31)

kde pi jsou charakteristicka &isla matice A, tj. poly pozorovatele, a' — vektor koeficient
charakteristického mnohoclenu pozorovatele.

Podobné¢ charakteristicky mnohoc¢len pozorovaného systému (4.1) je dan vztahem
(4.2) a vektor a je dan jeho koeficienty (4.13b).
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Asymptoticka stabilita pozorovatele vyzaduje splnéni podminek
Rep, <0 pro i=12,...,n (4.33)

a dale, aby pozorovatel m¢l rychlejsi dynamiku nez pozorovany systém, musi vSechny
jeho poly pi lezet vlevo od vsech poéli Si pozorovaného systému, tj.

min |Re p;| > max|Ress;|. (4.34)

I<i<n 1<i<n

vvvvv

(4.34). Casto se uvadi desetinasobek, ale je tfeba si uvédomit, Ze piili§ velika rezerva
v nerovnosti (4.34) vede na veliké hodnoty slozek |i vektoru korekce stavu I, a tedy
k velikému zesilovani Sumu. Proto tato rezerva se voli dvojnasobna az pétinasobna
(neplati pro integracni systémy).

Poly pozorovatele se nejcasteji voli nasobné redlné
pi=—p, p>0, (4.35)
a proto podminky (4.34) mohou byt zapsany ve tvaru
p>max|Res|. (4.36)

I<i<n
V tom ptipad¢ charakteristicky mnohoc¢len pozorovatele v souladu s binomickou
veétou ma tvar

n

N, (s)=(s+p)" :Z[rj]jpjs”“' =s"+nps" " +...+np" s+ p". (4.37)

j=0

Pouziti nasobnych realnych poli pozorovatele zaruCuje konvergenci (4.30)
s relativnim tlumenim 1. Velmi vhodnd, pokud je to mozné, je volba nasobnych dvojic

—-@Axj)p, (4.38)

ktera zaruGuje konvergenci (4.30) s relativnim tlumenim 1/+/2 =0,707. Tato volba

zajisti rychlou konvergenci a navic sniZzeni hodnoty p. Dvojici odpovida dil¢i
charakteristicky mnohoclen

s®+2ps+2p°. (4.39)
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a) l Xo
u X X y
> b —>®—> I T >
Pozorovany
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Luenbergertv
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b) l Xo
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Obr. 4.6 Blokové schéma Luenbergerova pozorovatele: a) pivodni, b) transformované

Schéma na obr. 4.6a muze byt transformovano na ekvivalentni schéma na obr.
4.6b, ze kterého vyplyva interpretace Cinnosti pozorovatele. Na zakladé rozdilu

vystupnich proménnych y(t)—y(t) je korigovan odhad stavu X(t). Je zfejmé, Ze
Luenbergertiv pozorovatel je vlastné modelem pozorovaného systému s pribéznou
zpétnovazebni korekei

X(t) = AX(t) + bu(t) + I[y(t) — (0] (4.40)

Je to v podstaté regulacni obvod, ktery se snazi anulovat rozdil y(t) —y(t), a tim

také vektor odchylky stavu &(t) = X(t) — X(t). Nazorné to ukazuje obr. 4.7. Vektor | je
proto také zaroven vektorem zesileni pozorovatele.

Pfi navrhu pozorovatele v souladu se vztahy (4.24) a (4.27) je tieba urc¢it neznamy
vektor korekce stavu |. Lze ho napf. ur¢it porovnanim koeficienti charakteristického
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mnoho¢lenu pozorovatele N, (s) =det[sl —(A—Ic")] s odpovidajicimi koeficienty
pozadovaného charakteristického mnoho€lenu pozorovatele N, (S)=det(sl —A) u

stejnych mocnin komplexni proménné S. Ziska se tak n rovnic linearnich vzhledem
k neznamym n slozkam li vektoru korekce stavu I. Pii velkém n je tento postup naro¢ny.

Xo R .
u X y N l y
> (ADb) o7 | > (AD) T >
— v
- h'd - '
Pozorovany Luenbergertiv
systém pozorovatel

Obr. 4.7 Interpretace Luenbergerova pozorovatele

Ulohu navrhu pozorovatele lze fesit snadno, ma-li model pozorovaného
podsystému (4.1) kanonicky tvar pozorovani (3.25)

%o (1) = A X, (1) +bou (D),

(4.41a)
y(t) =¢5 %, (1),
kde
_ e
0 -a
0 1 ... 0 -
A = % | (4.41b)
0 0 0 -a_,
10 0 1 -a,,
b, =[0y.0,,...,0, ,.b, .1, (4.41c)
¢, =[0,0,...,01]. (4.41d)

Kanonicky tvar pozorovani lze tedy ziskat ptimo ze znalosti pienosu (3.22) nebo
také pomoci transformace (3.24)

X, (1) =T, 'x(t), A, =T,"AT,, b,=T,™, ¢ =c'T,, (4.42)
kde regularni ¢tvercova transformaéni matice fadu n [(nxn)]
To" = Qap (A, €5 )Q(ACT) (4.43)

je dana matici pozorovatelnosti pozorovaného podsystému (4.1), tj. (2.51) a matice
Q.a(A,,Cl) je dana vztahem (3.24b).
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Je zfejmé, Ze z divodu duality (3.28) plati
Qas (A, C5) =Qe (Ab,). (4.44)

Pozorovatel (4.24) pro (4.27) mize byt vyjadien rovné€Zz v kanonickém tvaru
pozorovani

Xo (1) = AR, (1) + bou + 1, y(1),

(4.453)
§(t) =5 %, (1),
kde
0 0 0 -a ]
1 0 0 -a
_ Al
4 = 0 1 .. 0 -a (4.45h)
0 0 .. 0 -a,
0 0 .. 1 -a,]|

je ¢tvercova matice dynamiky pozorovatele fadu n, Vv jejimz poslednim sloupci
vystupuji zaporné koeficienty charakteristického mnohoc¢lenu pozorovatele (4.31).

Blokova schémata pro kanonické tvary pozorovani jsou stejna jako na obr. 4.6,
S tim, Ze je tfeba u vSech vektorl a matic uvazovat index ,,0%.

V souladu se vztahem (4.28) lze psat

0 0 ... 0 —-a-1;
1 0 ... 0 -a-l,
o 1 .. 0 -a,-I
A=A, —1cl = S (4.46)
0 0 ... 0 —-a,,-l,,
0 0 ... 1 -a_,-1, |

Ze srovnani vztahu (4.45b) a (4.46) vyplyva
l,=a,-a_, pro i=12,...,n,
tj. v souladu s (4.32) a (4.13b)
|,=a'-a, (4.47)
kde | je vektor korekce stavu pro pozorovatel v kanonickém tvaru pozorovani.
Protoze plati (4.42), lze psat
lLy=T,"ly =
=TI, =T,@@ —a). (4.48)

Z porovnani charakteristického mnohoclenu uzavieného systému (4.4) [viz téz

(4.6)]
N, (s) =det(sI — A, ) = det[sI —(A—bk")]



74

S charakteristickym mnohoc¢lenem Luenbergerova pozorovatele (4.31) [viz téz (4.28)]
N, (s) =det(sl — A ) =det[sl —(A-Ic")]=det[sl —(A" —cl")]

vyplyva, Ze pro uréeni Luenbergerova vektoru zesileni | muizeme rovnéZz pouzit
Ackermanntv vztah [viz téz (4.16)]

I" =[0,0,...,0,1][c,A"c,...,(A")""e]'N, (A) =
=[0,0,....01][c, A c,...,(A")" I )NA" +d A" +...+a A+all],

nebo
o
0
I =Ny, (A)Qu(ACT) i |=
0
L (4.49)
o1 :
0
=[A"+al A"+ . +aA+a)l]Q, (AcT) |
0
_1_
w(t) —3'® u® ) o YO
k@1 b | [()dr - ¢’ 1>
Rizeny
systém A | —
- I <
X
Luenbergeriv R R
pozorovatel g I e J (.)dr_ﬂ (1)
A
Stavovy KTl
regulator

Obr. 4.8 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem a Luenbergerovym
pozorovatelem

Uvazujme nyni, Ze stavovy regulator vyuziva pro fizeni odhad stavu X(t) (obr.
4.8), 1i.
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X(t) = Ax(t) — bk X(t) .
Protoze plati
—bk" X(t) =—bk" x(t) + bk &(t)

muZzeme stavovou rovnici systému fizeni se stavovym regulatorem a Luenbergerovym
pozorovatelem zapsat ve tvaru [viz (4.6)]

X(t) = A, X(t) + bk &(t),
&(t) = Ae(t),

X(t bk | x(t
,() _[ A ) (4.50D)
£(t) 0 A |le®)
Je to horni trojuhelnikova blokova matice, jejiz charakteristicky mnohoclen je dan
vztahem

(4.50a)

resp.

N, (S)N, (s) =det(sl —A,)det(sl —A). (4.51)

Znamena to, ze dynamické vlastnosti systému fizeni se stavovym regulatorem a
Luenbergerovym pozorovatelem jsou vzajemné nezavislé.

Je to tzv. princip separability.

Je to velmi dilezité, protoze stavovy pozorovatel a stavovy regulidtor miizeme
navrhnout nezévisle na sob¢. Tzn., ze miizeme navrhnout stavovy regulator, ktery zajisti
pozadovanou kvalitu fizeni, a zvlast mlizeme navrhnout stavovy pozorovatel, ktery
zajisti pro stavovy regulator spravné odhady stavovych proménnych. Dobfe navrzeny
stavovy pozorovatel zhor$i vyslednou dynamiku systému fizeni se stavovym
regulatorem neznacné.

Postup:

1.  Zkontrolovat fiditelnost a pozorovatelnost fizeného systému [vztahy (2.50)
a (2.51)].

2. Urcit koeficienty charakteristickych mnohoc¢lend N(S) a Nw(s) [vztahy (4.2)
a (4.31)].

3. Na zéklad¢ polu fizeného systému s nejvétsi absolutni redlnou ¢asti uréit nasobny
pol (4.36), resp. nasobnou dvojici pola (4.38) tak, aby byla zajisténa dostateéné
rychld dynamika pozorovatele.

4.  Porovnat koeficienty charakteristického mnohoclenu pozorovatele
N, (s) =det[sl —(A—Ic")] s odpovidajicimi ~ koeficienty =~ pozadovaného
charakteristického mnoho¢lenu pozorovatele N, (S)=det(sl —A) u stejnych

mocnin komplexni proménné S. Ziska se tak n rovnic linearnich vzhledem
k neznamym n slozkam |; vektoru korekce stavu |. V ptipadé vysokého n pouzit
transformacni matici (4.43) a vztah (4.48) nebo Ackermannuv vztah (4.49).

5. Simula¢né ovétit obdrzenou kvalitu odhadu stavovych proménnych.
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Piiklad 4.3
Pro stavové fizeni z piikladu 4.1 je tieba navrhnout Luenbergertiv pozorovatel.
ReSeni:
Poly fizeného linearniho dynamického systému (4.17) jsou s,, = +J2, a proto
v souladu s podminkami (4.34) — (4.36) volime, napf.
p=4 = p=p,=-4.
Charakteristicky mnohoclen pozorovatele pak bude
N, (s)=(s+p)>=s’+8s+16 =
a,=16, a, =8 = a' =[16 8.
Metoda porovnani koeficientu

Matice dynamiky pozorovatele je dana vztahem (4.28)

oo {2

Nyni mizeme vypocist charakteristicky mnohoclen pozorovatele (4.31)

s+1+1, -1
! =P 415 —2—1 +1,.

N, (s) = det(sl — A) :{

Porovname koeficienty u obou charakteristickych mnohoélentt Ni(S) a Niw(S), {j.

=: 8
= = :

Metoda transformace

Vyuzijeme vztah (4.48) pro a' =[16 8]' a a=[-2 0] :
~ _ 0 1|1 O -1 1
T, = J(AydDQw(AﬁT)z{l Q[—l 1}={1 Qr
adjiT,* 1[0 -1} |0 1
TO = ——l = — = s
detT,~ -1|-1 -1] |1 1
0 1j||16| |-2 8
=T, -a)= - =l
1 1]|| 8 0 26
Obdrzeli jsme stejny vysledek.

Ackermannuv vztah

V souladu s (4.49) mlzeme psat:

QPRI
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|1 0] (4. 7y_adiQu(Ac’) 11 0] 1 0
(e ){—1 J’ A )_dethb(A,CT)_lL J_L 1}

0
[=[A*+dlA +a31]Q0,§(A,cT)m =

2 0 -1 1 I Of|({1 0|0 8
= +8 +16 = .
0 2 1 1 0 1{||1 1|1 26
Podle ocekavani jsme obdrzeli stejny vysledek jako v pfedchozich dvou
ptipadech.

Matice dynamiky pozorovatele pro vypocteny vektor zesileni | je
-1-1, 1 -9 1
A' = = .
Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem a Luenbergerovym
pozorovatelem je na obr. 4.9.

Xo
’ (t t y(t)
w_(t)> 1 w'(t) u(t); -1 X© P O}-»éi(-)b L of >
2 A 1 0 '[
K, b 11 i
{1 1} —
A

N

CDOO

| I
A

A\ 4
|
R
I
1
o
o
| —|
I >
—~
—
~

o 1
25 1]

2 1l
2 2 T

Obr. 4.9 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem a Luenbergerovym
pozorovatelem — ptiklad 4.3

Ptechodova charakteristika (Xo =0) systému fizeni se stavovym reguldtorem
a Luenbergerovym pozorovatelem e stejna jako bez pozorovatele (viz obr. 4.4).
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Priklad 4.4

Pro systém fizeni se stavovym regulatorem z ptikladu 4.2 je tfeba navrhnout
Luenbergertv stavovy pozorovatel.

ReSeni:

V priklad¢ 4.2 bylo ukazano, ze dany fizeny systém je fiditelny a pozorovatelny a
ze jeho charakteristicky mnohoclen ma tvar

N(s) =det(sl — A) =s®+7s? +145+8=(s+1)(s+2)(s+4),
kde
s =-1s,=-2, s;=-4
jsou poly podsystému a
a=8 ar=14,a,=7 = a=[8,14,7]"
koeficienty jeho charakteristického mnoho¢lenu, resp. vektor téchto koeficientd.
Protoze

max|si| = 4
1<i<3

je mozné zvolit
P =P, =Ps =-p=-8,
tj. pozadovany charakteristicky mnohoclen pozorovatele je

N,,(S)=(s+ p)’ =(s+8)° =s® +24s” +192s +512 =
ay =512, al =192, a) =24 = a' =[512, 192, 24]".

Metoda porovnani koeficientt
Matice dynamiky pozorovatele je
-1 0 -4| ||
A=A-Ic"=|2 -2 -2|-|L|-2 4 1]=
0 0 -4 |l

2,-1 -4, —I,-4
=|2l,+2 —4,-2 —1,-2|
oA, -4, —l,-4

Po nepfijemnych a zdlouhavych upravach lze urcit charakteristicky mnohoclen
pozorovatele

N, (s) =det(sl — A)=
=8+ (=21, +4l, +1, +7)s* + (—4l, + 201, + 3, +14)s +16l, +16l, — 22I, +8.

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin komplexni proménné s obou
charakteristickych mnohocleni pozorovatele Ni(s) a Nw(S) se dostane soustava
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algebraickych rovnic linearnich vzhledem k neznamym slozkam li, I2 a I3 vektoru
korekce pozorovatele 1, tj.

161, +16l, — 22, =504 to54” 54
332 332
-4, +201, +31, =178} => I, =—, = | =| — |
27 27
-2l +4l, +1;, =17 | 32 32
9 L 9.
ReSeni pomoci transformace
V souladu s (4.43) a (4.44) se dostane
a, a, 1 14 7 1
w(A.c)=la, 1 0|=|7 1 0}.
1 0 0 1 00
Nyni miize byt urcena transformacni matice
16 16 -22
Ty = Qe (A G )Qm(ACT)=| -4 20 3 |=
-2 4 1
1 136l
54 54 54
S I S N |
216 108 54
12 8
. 18 9 9 |

Po dosazeni do vztahu na vektor korekce stavu pozorovatele | se obdrzi stejny
vysledek, jako minule
_B_
54
332
27 |
_%2
9 ]

| =To(a' —a) =

Ackermanniiv vztah
Pouzijeme Ackermanniiv vztah (4.49) a dil¢i vysledky z ptikladu 4.2:
343 0 -372

N, (A) =[A®+24A%* +192A+5121]1=| 254 216 -288],
0 0 64
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8 1 1
—2 4 17" |27 9 54
Qi(ACcT)=| 10 -8 -a| -|2 L 1}
54 72 216
~26 16 -8 r 72 2
5 6 i)
77a]
0] | 54
I=NIW(A)QO_;(A,CT) O = g .
27
U =
9

Vidime, ze ve vSech tiech ptipadech jsme obdrzeli stejné vysledky.

Ptechodova charakteristika systému fizeni se stavovym reguldtorem a s
Luenbergerovym pozorovatelem a bez Luenbergerova pozorovatele je na obr. 4.10, ze
kterého je ziejmé, Ze navrzeny pozorovatel pracuje spravng.

() A
y(®) ()

1

bez pozorovatele

s pozorovatelem

Obr. 4.10 Vliv stavového pozorovatele na prubéh prechodové charakteristiky systému
se stavovym reguldtorem — priklad 4.4

4.3 Integracni stavové Fizeni

Stavovy regulétor je schopen zajistit pozadované umisténi poll systému fizeni, to
znamend, ze je sSchopen zajistit jeho dynamické vlastnosti, ale nemize odstranit
Skodlivy ucinek poruchovych veli¢in.

V piipad¢ existence poruch v(t), je stavovy model regulované soustavy nasledujici
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X(t) = AX(t) + bu(t) + Fv(t), x(0)=x,,
y(t) =c"x(),
kde v(t) je vektor poruch dimenze p, F — poruchova matice dimenze (nxp).

(4.52)

Abychom odstranili poruchy v(t), ptidame dalsi smyc¢ku s I nebo PI regulatorem,
viz obr. 4.11, kde K| je vaha integra¢ni slozky. Je zfejmé, Ze pocet poli je zvysen o 1.

V souladu s obr. 4.11 a vztahy (4.52) systém integratniho stavového fizeni
muzeme popsat stavovym modelem (zavislost na ¢ase nebudeme vyjadiovat)

R G
Xn+1 _CT 0 Xn+1 1 0

y=[ 0]{ X } (4.53b)
Xn+1
v(t)
— F
. X
W(t) Xn+1 Xni1 u (t) 01 X(t) y(t)

A4
_X

—P—> I(O)dr

—»@—» b b [(9)AT | Q| T

kT_

Obr. 4.11 Blokové schéma systému fizeni se stavovym regulatorem a pfidanou smyc¢kou
S I reguldtorem pro odstranéni poruch

Abychom mohli vyuzit vysledky piedchozich podkapitol 4.1 a 4.2 matici
dynamiky v (4.53a) rozepiSeme

A-bT K] [A O] ol w50
_CT 0 B —CT 0 0 - ! .
K b

a dostaneme rozsifeny stavovy model fizené¢ho systému
X, = A X, +bu+Fv,
oL (4.55a)
Y =C¢ Xe,

kde

v
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X A 0 b
X, = , A = ,b.o=| |, cl=|c" 0. 4.55b
LS RN TS S ) (4550
Rozsifeny fizeny systém ma tu vlastnost, ze kdyz pouzijeme

X

X

u:kgxe:[kT —K,]{ }
n+1

dostaneme rovnici (4.53a).

Charakteristicky mnohoclen rozsifeného fizen¢ho systému (4.55) je dan vztahem

N.(s) =det(sl —A,)=s(s—5s,)(S—S,)...(s—5,) =

) . (4.56)
=s""+a,s"+...+4a,5 = a,=[0,a,,a,,,...,8,]
a pozadovany charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni je
N, (5) = det[sT — (4, — b,k )] = (s—S")(s—S¥)...(5—50s) = s
=s" +als" +...+ans+ay = a) =[ag,ay,....,an]’,
kde
K =k -K,] (4.58)

je vektor zp&tnovazebniho stavového regulatoru a s;" jsou pozadované poly uzavieného
systému fizeni (i=1, 2,...,n + 1).

Postup:

1.  Zkontrolovat fiditelnost a pozorovatelnost fizeného systému (4.52) [vztahy (2.50)
a (2.51)].

2. Upravit vychozi stavovy model fizeného systému (4.52) na roz$ifeny stavovy
model (4.55).

3. Formulovat pozadavky na kvalitu fizeni a vyjadfit je poZadovanym rozloZenim
poli (tj. charakteristickym mnohoc¢lenem) uzavieného systému fizeni pro
rozsifeny stavovy model (4.55).

4.  Urc¢it koeficienty charakteristickych mnohocleni Ne(S) a New(S) [vztahy (4.56)
a (4.57)].

5. Libovolnou metodou z podkapitoly 4.1 uréit rozsiteny zpétnovazebni vektor K,
(4.58).

6. Simulaéné ovérit obdrzenou kvalitu fizeni.

Piiklad 4.5

U stejnosmérného motoru s cizim konstantnim buzenim z ptikladu 3.2
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de®)| 1o 1 o
dt [a(t) 0 0
do® 1 1o “B S |y 4] 0 -] L |m
dt J. J. . 1 In
di_ (t) c, R, |h® n 0
BETI N a

je tfeba navrhnout stavové fizeni bez integrace a s integraci pro uhel nato¢eni a(t) pro
hodnoty parametrii: Jm = 0,02 kg'm?, bm = 0,01 N'-m-s-rad™?, cm = ce = 0,05 N-m-A*
(V-s-rad?), La =0,2 H, Ra = 1 Q. P#i skokové zméné& pozadovaného tthlu natodeni auw(t)
je pozadovan prubéh bez prekmitu.

ReSeni:
Protoze uhel natoceni a(t), thlova rychlost w(t) i proud kotvy ia(t) jsou pomérné
dobfe ptimo méfitelné veliciny, pozorovatel nebude navrhovan.
Pro vétsi prehlednost pouzijeme standardni oznaceni
X =0, X,=0, X3=1,, U=U,, V=m,

a’

a po dosazeni Ciselnych hodnot parametri stejnosmérného motoru dostaneme jeho
stavovy model ve tvaru

X =Ax+bu + fv,
y=c'Xx,
kde
0 1 0 0 0
A=|0 -05 25| b=|0|, f=|-50| c"=f1 0 0]
0 -025 -5 5 0

Ove¢time fiditelnost a pozorovatelnost:

0 0 12,5
Q. (A/b)=[b,Ab,A’h]=|0 125 -68,75| detQ, (A b)=-78125=
5 —-25 121875

stejnosmérny motor je fiditelny.
c' 1 0 O
Q,(Ac)=|c’A|=|0 1 0| detQ,(Ac')=25=
c"A’| |0 -05 25
stejnosmeérny motor je pozorovatelny.

Ur¢ime charakteristicky mnohoc¢len stejnosmérného motoru
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S -1 0
N(s)=det(sl —A)=|0 s+05 —25=s°+55s°+31255 =
0 025 s+5

s, =0, s, =-0,6435, s, =-4,8565,
a,=0, a, =3125 a,=55 = a=[0 3125 55].

Stavové Fizeni bez integrace
Vzhledem Kk pozadavkim na prubéh thlu natoceni a(t) bez prekmitu, zvolime
nasobny pol uzavieného systému fizeni S;,5;=-5 a dostaneme jeho pozadovany
charakteristicky mnohoclen
Ny, (S) = (s+5)°* =s° +15s% + 755 +125 =
ay =125, a" =75, a) =15 = a" =[125 75 15]".
Pro navrh stavového fizeni bez integrace pouzijeme napft. vztah (4.14):
a a, 1 3125 55 1
QJ(A.,b)=|a, 1 0|=| 55 1 O},
1 0 O 1 0 O

125 0 O
T.=Q,(Ab)Q,(A,b)=| 0 125 0|,
0 25 5
0,08 0 0
T'= 0 008 0|,
0O -004 0,2

(a"-a) =[5 71875 95],
K" =(@—a T,'=[10 537 19].
Ur¢ime matici dynamiky uzavieného systému fizeni
0 1 0

A,=A-bk"=| 0 -05 25
-50 -271 -145

Snadno mizeme ové&fit, Ze vlastni &isla matice Aw jsou 8y 3 =5, tj. poZzadované
poly uzavieného systému fizeni.
Na zaklad¢ vztahu (4.9) ur¢ime vstupni korekci
1
k,=——=——-=10.
Y cTAMD

Blokové schéma stavového fizeni bez integrace stejnosmérného motoru je na obr.
4.12.
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W) =2, (1), u®=u(®) %

_>k

w
A

b

4o

[ (o) d 7=
A P—
kT h

e

y(®) = a(t)
—

Obr. 4.12 Blokové schéma stavového fizeni bez integrace stejnosmérného motoru —

priklad 4.5

Odezva stejnosmérného motoru se stavovym fizenim bez integrace pro skokovou
zménu zadaného whlu natoCeni W(t) = aw(t) =#7(t) a skokovou zménu zatézného
momentu v(t) = mi(t) = 0,15 (t — 5) je na obr. 4.13.

Stavové Fizeni s integraci

Pro jednoduchost i v tomto ptipadé zvolime u uzavieného systému fizeni nasobny

pél S]\jv2'3 = _5, tj.

N, (s) = (s +5)* = s* +20s® +150s* +500s + 625 =
al =625, al =500, a, =150, a%, =20= a" =[625 500 150 20].

Nyni musime uvazovat rozsiteny stavovy model stejnosmeérného motoru ve tvaru

(4.55), 1j.

4 - A 0
l=c” 0

=1 0 0 o]

-0,5
-0,25

Ur¢ime charakteristicky mnohoc¢len

N, (s) =det(sl —A,) =

a, =0, a,=0, a,,=3125 a,=55 = a,=[0 0 3125 55].

Pro navrh stavového fizeni

K=k -]

pouzijeme rovnéz vztah (4.14):

0 025

0 0
25 0
-5 0of

0 0
-1 0 O
0 s+05 -25 0
s+5 0
0 0 S

=s*+55s%+31255° =
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Qu (A b)) =[b,, Ab,, Alb, A= 0 125 -6875 339,0625
o oA AL A 25 121875 -5921875/
0 0 0 ~125
8 8 By 1 0 3125 55 1
L a, a; 1 0| [3125 55 0
’bec = = ,
Qo (AeBe) a, 1L 0 0| |55 1 0 0
1 0O 0 1 0 0
0
co Ae Aec' ~ O 25 5
~125

0O 0 0 -008
, |008 0 0 0
10 08 O 0

0 -04 02 0

(av-a,) =[625 500 146875 145],

K =(a"-a T =[40 1117 29 -50]

Blokoveé schéma stavového fizeni s integraci stejnosmérného motoru je stejné jako
naobr. 4.11.

Odezva stejnosmérného motoru se stavovym fizenim s integraci pro skokovou
zménu zadaného uhlu natoeni W(t) = aw(t) =#(t) a skokovou zménu zatézného
momentu v(t) = mi(t) = 0,15 (t — 5) je na obr. 4.13.

Ze srovnani prubehili na obr. 4.13 vyplyva jednozna¢na piednost stavového fizeni

s integraci, 1 kdyZ doSlo ke zpomaleni odezvy. Zpomaleni odezvy je zplisobeno
zvySenim fadu uzavieného systému fizeni.
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s integraci

A =0

— — — Dbez integrace

Obr. 4.13 Porovnani odezev stejnosmérného motoru se stavovym fizenim bez
a s integraci — priklad 4.5
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PRILOHA A

Linearizace

Linearni dynamické systémy jsou v podstaté¢ idealizaci redlnych dynamickych

vvvvvv

okoli pracovniho bodu. V tomto okoli matematicky model daného dynamického
systému muze byt povazovan za linedrni.

Kdyz matematicky model nelinedrniho dynamického systému ve stavovém
prostoru je dan vztahem (2.8)

X(t) = g[x(®),u(®)],
y(®) = h[x(t),u(®)],

pak je nutno provést linearizaci. Pouzijeme rozvoj v Taylorovu fadu a bereme v Givahu
jen prvni linedrni ¢leny fady, pak miZzeme psat

AX(t) = ATAx(t) +bAu(t) } (Ala)
Ay(t) =c’ Ax(t) + dAu(t),
kde

AX(t) = X(t), AX(t) = x(t) — Xq ,

Au(t) =u(t) — Uy,

A:a—g : b:a—g : (A.1b)
oX|, ou|,

C= @ , d= @ .
OX|o ou|,

Ve vSech piipadech se predpoklada, Ze parcidlni derivace jsou vypocitany pro
pracovni bod a Ze existuji a jsou spojite.

Piechod od pfirGstkovych hodnot proménnych k absolutnim hodnotam
proménnych je dan vztahy

y(©) =y, +Ay(t), }

u(t) =u, + Au(t). (A2)

V prubéhu celého textu, neni-li feceno jinak, vSechny matematické modely jsou
uvazovany v pracovnim bodg, to znamena, Ze se pracuje s prirustkovymi proménnymi, i
kdyz to neni vyslovn¢ uvedeno, a proménné nejsou ozna¢ovany jako piirastkove.

Podrobnéji viz napt. [deSilva 2009; Mandal 2006; Vitecek, Viteckova 2013].
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PRILOHA B

Cayleyova-Hamiltonova véta

Kazda ¢tvercova matice A fadu n vyhovuje své charakteristické rovnici
det(sl —A)=s"+a, ,s" " +...+aS+a,, (B.1)
A" +a A"+ +aA+a)l =0. (B.2)
Podrobngji viz napt. [Ogata 2010; Mandal 2006].

Sylvestriv interpolacni vztah

Konvergentni nekone¢na fada [viz napft. (3.40)]
f(A) = o A (B.3)
i=0

¢tvercovych matic A fadu n mize byt jednozna¢né vyjadiena kone¢nou fadou stupné
n — 1 nebo nizSim

uwzf%N, (B.4)
i=0

kde koeficienty ai jsou funkcemi vlastnich hodnot matice A. Podrobné;ji viz napt. [Ogata
2010; Mandal 2006].
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PRILOHA C
Uvazujme linearni dynamicky systém se stavovym modelem
X(t) = Ax(t) + bu(t), X(0) = X, , (C.1a)
y(t) =c"x(t) + du(t), (C.1b)

jehoz stavova odezva je déna vztahem (3.43)

t

x(t) = e™ x(0) +e™ je AT pu(r)dr (C.2)
M 0
volna
stavova Vynucené
odezva stavova
odezva

a vystupni odezva vztahem (3.44)

t
y(t)=c" e x(0)+c" e™ [e™ " bu(r)dr +du(t). (C.3)
volna 0
vystupni vynucena
odezva vystupni
odezva
Riditelnost

Linearni dynamicky systém je fiditelny, existuje-li takové fizeni (vstup) u(t), které
ptevede dany systém z libovolného pocateéniho stavu X(to) do libovolného koncového
stavu X(t1) za kone¢nou dobu t1 — to.

Nejcastéji se voli to = 0 a x(t1) = 0.

Je ziejmé, ze pro fiditelnost vystupni rovnice (C.1lb) [a tedy i (C.3)] nema
vyznam, a proto je uvazovana pouze stavova rovnice (C.1a) a jeji odezva (C.2).

V souladu s (C.2) pro koncovy stav X(t1) = 0 plati

tl
0=e" x(0)+e™ [e* bu(r)dr =
0

x(0) = —tjle’AT bu(z)dz. (C.4)
0
Pouzijeme Sylvestrav interpola¢ni vztah (B.4)
e A" = 204 ()A', (C.5)
dosadime do (C.4) a dostaneme
x(0) = —? 204 (r)A'bu(r)dr =
0i-

x(0) = an‘bﬁi , (C.6a)
i=0
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f=—f (s (C.6b)
Vztah (C.6a)omﬁ2eme zapsat ve tvaru
Bo
x(0) = o, Ab... A" 7 | =
B
Bo
X(©) = Qu(Ab) | 71 |, ©7)
B
kde
Qu(Ab)=|b, Ab,..., A™] (C.8)

je Ctvercova matice Fiditelnosti [viz vztah (2.50)].

Ze vztahu (C.7) vyplyva, ze abychom mohli ur¢it fo, 1, ..., fn-1, matice fiditelnosti
(C.8) musi byt invertovatelna, tj. musi mit hodnost (rank) n. Protoze je to matice
¢tvercova, jeji determinant musi byt nenulovy

rank Q, (A/b)=n < detQ,(Ab)=0. (C.9
Vyplyva to pfimo ze zndmého vztahu na inverzi ¢tvercové matice

_1(A, b) _ adj Qco (A! b)

= HotO- (AD) detQ,, (A, b) =0 . (C.10)

Pozorovatelnost

Linearni dynamicky systém je pozorovatelny, kdyz na zaklad¢ znalosti pribéht
fizeni (vstupu) u(t) a vystupu y(t) na kone¢ném intervalu t1 — to Ize ur€it pocatecni stav
X(to) = Xo.

Zname-li pocatecni stav X(to), pak snadno mizeme urcit stav X(t) pro libovolny
Cas t> to.

Nejcastéji volime to = 0.

ProtoZe fizeni (vstup) u(t) zpusobuje urcitou znamou (vynucenou) odezvu, je
zfejmé, ze muzeme zvolit u(t) = 0, tj. mizeme uvazovat autonomni linearni dynamicky
systém

X(t) = Ax(t), X(0) = X, , (C.11a)
y(t) =c" x(t) . (C.11b)
Ur¢ime-li u néj poc¢ate¢ni stav X(0), pak na zakladé¢ [viz (3.43)] vztahu

x(t) =e”™ x(0) (C.12)
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muzeme urcit libovolny stav X(t) pro t >0 a ze vztahu (C.11b) i odpovidajici vystup
(3.44)

y(t) =c" e™ x(0). (C.13)
Pouzijeme Sylvestriv interpolac¢ni vztah (B.4)
n-1 .
e =S o (A (C.14)
i=0

a dostaneme

y(t) = cT(”zlai A‘jx(O) = (zl a,c’ Ain(O) =
i=0 i

CT
c'A
=[ey, ... 00 4] : x(0) =
CT An—l
y(t) =[ag, &,y 11Qu (A7) X(0) (C.15)
kde
CT
c'A
Qp(Ach)=| ~ 7 |=[c,ATc,...,(A")" T (C.16)
CT An—l

je Ctvercova matice pozorovatelnosti [viz vztah (2.51)].

Podobné jako v piipad¢ fiditelnosti, abychom ze vztahu (C.15) mohli urcit
pocatecni stav X(0), matice pozorovatelnosti (C.16) musi byt invertovatelna, tj. musi mit
hodnost n. ProtoZze je to ¢tvercova matice, jeji determinant musi byt nenulovy

rank Q,,(A,c’)=n < detQ,,(A,c’)=0. (C.17)
Ke stejnému zavéru se mizeme dostat i jinou cestou.
Pro autonomni linearni dynamicky systém (C.11) mizeme psat
y(0) =c"x(0),
y(0) = c"x(0) = c" Ax(0),
§(0) = c" Ax(0) =c" A*x(0),

y"(0) =c" A"?x(0) = c" A"x(0),

resp.
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y(© | [ cf

YO | A L) =
V) oA

y(0) |

YO | gua ), (18)
_y‘”‘i’(O)_

tj. abychom ze wvztahu (C.18) mohli urCit pocateéni stav x(0), pro matici
pozorovatelnosti Qon(A,c") musi platit (C.17).

Podrobnéji viz napt. [Ogata 2010; Mandal 2006; Friedland 2005].
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PRILOHA D

Ackermanniiv vztah
Pro fiditelny linedrni dynamicky systém se stavovym modelem

X(t) = AX(t) + bu(t) (D.1)

je tfeba navrhnout zpétnovazebni stavové fizeni reprezentované vektorem KT, které
zajisti pozadovany charakteristicky mnohoclen uzavieného systému fizeni ve tvaru

N, (s)=det(sl —A )=s"+a"s"" +...+a"'s+a), (D.2)
kde
A, =A-bk'. (D.3)

V souladu s Cayleyovou-Hamiltonovou vétou (pfiloha B) kazda ¢tvercova matice
musi vyhovovat své charakteristické rovnici

N,,(A,)=0,
t].
Al +a’, At +alA, +agl =0. (D.4)

Dosadime (D.3) do (D.4) a upravime. Pro piehlednost nejdiive vypocteme
mocniny matice Aw:

A2 = (A-bkT)(A—bk") = AZ — Abk" —bkTA,, (D.5)

A = (A-Dbk")(A? — Abk" —bk" A,) =

(D.6)
= A’ - A’bk" — AbkT A, —bk" AZ,
Al = A" — A"bkT — A"PpkT A, —...— AbkTAL? —bkT AN (D.7)
Nyni dosadime (D.3), (D.5) — (D.7) do (D.4), ozna¢me
N, (A)=A"+a’ A" +.. . +a'A+a)l (D.8)

a zbyvajici vztahy upravme tak, e vytkneme b, Ab, A%b atd. a dostaneme
N (A) -b@a'k" +ayk' A, +...+a" KT A2 +k" A +
—Ab(ayk™ +alk" A, +...+ar kTA At KTAT) 4+ (D.9)
—A"%b(ar kT +k"A,)+ A"k =0.

Tento vztah zapiSeme maticové
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N

w(A) =[b, Ab,..., A"*b, A""b]

Ca'k" +a'k" A, +...+kTAM

ayk’ +ayk' A, +...+ar kTA?

a’ k" +k"A,
kT

Prvni vyraz na pravé stran¢ je matice fiditelnosti

Q. (Ab)=[b, Ab,..., A"?b, A" p] ,

ktera je ¢tvercova a nesingularni [systém je fiditelny, a proto detQ, (A,b) = 0], a tedy

existuje jeji inverze. Miizeme tedy psat

Ca'k" +a'k"A, +...+kTAM
ayk' +alk" A, +...+a" kT A

a’ k' +k"A,
kT

=Qx (A DN, (A).

ProtoZe nas zajima pouze vektor KT (posledni fadek), proto dostaneme

kT

=[0,0,....011Q.2 (A, b)N,,,(A) .

(D.10)
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PRILOHAE

Pozadované rozmisténi poli

Pti navrhu stavového fizeni se vychazi zrozmisténi polti v levé poloroving
komplexni roviny S. Vliv rozlozeni dvojice polti na piechodovou charakteristiku pro
linearni dynamicky systém 2. fadu je ukazéan na obr. E.1.

Predpoklada se, ze linearni dynamicky systém 2. fadu ma prenos

Y(s) o5

G(s) = = E.l
© Ues) sz+2§—°s+a)§ =
)
resp. stavovy model
X (1) = X, (1), %, (0) =0,
(1) = 08X, (0~ 2 %%, () +U(), %,(0) =0 €2)
1)

y(t) = wfx, (1),

kde wo je prirozeny thlovy kmitocet (netlumenych kmitt), & — koeficient relativniho
tlumeni.

Pro posouzeni pribéht prechodovych charakteristik na obr. E.1 je vhodné zavést
dalsi ukazatele

a=Ew,, ©=a,1-E, /czymy_(—zf@, (E.3)

tj. a — tlumeni (stupen stability) a @ — Gthlovy kmitocet (tlumenych kmiti), x — relativni
prekmit, ym — maximalni hodnota pfechodové charakteristiky, y(oo) — ustalend hodnota
pfechodové charakteristiky.

Na zéklad¢ vlivu poli na piechodovou charakteristiku (obr. E.1) lze v levé
poloroviné komplexni roviny S vymezit pro pély systému fizeni tzv. pFipustnou oblast
vymezenou pozadovanym tlumenim ow @ pozadovanym koeficientem relativniho
tlumeni &y v souladu s obr. E.2.

Poly lezici nejblize k hranici ptipustné oblasti se nazyvaji dominantni poély
(n€kdy jako dominantni pdly jsou oznaCovany ty, které jsou nejblize k imaginarni ose).

Dale se piedpoklada, ze poly, které lezi daleko od hranice piipustné oblasti, maji
zanedbatelny vliv na chovani systému fizeni.

Hranice pripustné oblasti na obr. E.2 jsou ur¢eny pomoci nize uvedenych vztahi

> (3+5)tl | (E4)

S
w < arccosé,,. (E.5)

kde ts je doba regulace, tj. doba, kdy vystupni veli¢ina y(t) vejde do pasma o Siice 2A, t;.
y() = A, kde tolerance regulace A = dy(); 6 = 0,01 + 0,05.
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Obr. E.1 Vliv komplexn¢ sdruzenych polu systému 2. fadu na jeho pfechodovou
charakteristiku
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Obr. E.2 Vymezeni piipustné oblasti pro poly regula¢niho obvodu

Ve vztahu (E.4) je mensi ¢islo uvazovano v piipadé¢ jednoho dominantniho
realného polu a vétsi v pripadé dominantniho dvojnasobného redlného pdlu. Prvni vztah
je dan pro toleranci regulace okolo 5 %. Druhy vztah (E.5) vychézi z pfedpokladu
maximalniho 25% pftipustného relativniho prekmitu, tj.

K<025 = £ >0404 = ¢, <66° (L.15 rad). (E.6)

Pii ndvrhu stavového fizeni se cCasto pouZivaji standardni binomické tvary
s nasobnym realnym polem s;" =—a, a >0 (obr. E.3):

Ny (s)=(s+a)", (E.7)
n=2 s?>+2as+a?,
_ 3 2 2 3
n=3 s°+3as°“+3a°s+a’, (E.8)
n=4 s*+4as®+6a%s?+4a’s+a’,
n=5 s°+5as*+10a%s® +10a’s? +5a*s+a°.
Velmi popularni je integralni kritérium ITAE.
lirae = [tle(t)|dt —min . (E.9)
0

Integralni kritérium ITAE lirae (ITAE = Integral of Time multiplied by Absolute
Error) v sobé zahrnuje Cas i regulaéni odchylku, a proto pii jeho minimalizaci dochazi
soucasné k minimalizaci jak absolutni regulacni plochy, tak i doby regulace ts. Je to
velmi oblibené integralni kritérium, 1 kdyZz jeho hodnotu v ptipad¢ kmitavych prabeha
1ze urcit pouze simula¢né.

Puvodni koeficienty pozadovaného charakteristického mnohoclenu Nw(S) uvedené
napft. v [Graham, Lathrop 1953] byly ziskany na zakladé analogové simulace a pozdeji
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byly upfesnény Cislicovou simulaci [Cao 2008]. Nové standardni tvary ITAE davaji
podstatné mensi hodnotu integralniho kritéria (E.9) predevSim pro vysSi stupné
charakteristickych mnohoclent.

Nov¢ koeficienty charakteristickych mnohoclenti pro kritérium ITAE (obr. E.4):
s? +1,505as + a?,

s® +1,783as” + 2,172a’s + a°,

s* +1,953as® + 3,347a’s” + 2,648a’s + a*,

s° +2,068as* +4,499a’s® + 4,675a%” + 3,257a’s + a°.

(E.10)

I
g b~ W N

n
n
n
n

Konstanta a ve vztazich (E.7), (E.8) a (E.10) vyjadiuje Casové méfitko. Jeji
volbou se pfizpasobi standardni tvar charakteristického mnohoélenu s realnym
systémem.

h(r) 4

n=2,3.4,5

v

10 [ [s]

Obr. E.3 Piechodové charakteristiky pro standardni binomické tvary (E.8) proa=1

h(t) &

0 | 1 =
5 10 t [S]

Obr. E.4 Piechodové charakteristiky pro standardni tvary ITAE (E.10) proa=1

Na obr. E.3 a E.4 jsou ukazany piechodové charakteristiky pro binomické a ITAE
standardni tvary pro a = 1.
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