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Predmluva

Ucebni texty ,Nelinearni systémy* jsou vénovany zakladnim
vlastnostem a analyze nelinedrnich dynamickych systéma z hlediska
automatického fizeni. Hlavni diiraz je kladen na jednoduchost a ndzornost.
Texty obsahuji plné feSené priklady, které tvoii nedilnou soucast probirané
teorie. Piredpoklada se znalost teorie automatického fizeni v rozsahu skript:
Viteckova, M., Vitecek, A. Zdklady automatické regulace. 2. rozsitené
vydani. Ostrava, 2014, ptip. jinych podobnych ucebnich texti.

Vzhledem Kk tomu, Ze ucebni texty pojednavaji o zakladech nelinearnich
systému, nejsou Vv nich uvadény presné dikazy ani odkazy na pouzitou
literaturu. Pro prohloubeni a rozsifeni problematiky nelinearnich systému jsou
doporuceny niZe uvedené publikace:

CELIKOVSKY, M. Nelinedrni systémy. Nakladatelstvi CVUT, Praha, 2006

HUBA, M. Nelinearne systemy. Vydavatel'stvo STU, Bratislava, 2003

KHALIL, H. Nonlinear systems. Third edition. Prentice-Hall, New Jersey,
2002

NOSKIEVIC, P. Modelovani a identifikace systémii. Montanex, Ostrava,
1999

RAziM, M., STECHA, J. Nelinedrni systémy. Vydavatelstvi CVUT, Praha,
1997

SASTRY, S. Nonlinear Systems. Analysis, Stability, and Control.
Springer-Verlag, New York, 1999

Ucebni texty jsou urceny pro studenty, ktefi se zabyvaji teorii
automatického fizeni.
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Seznam zdkladniho znaceni a symbolii 5

Seznam zakladniho znaceni a symboli
a, a, b, b,c d.. konstanty

a,  amplituda regulaéni odchylky

a koeficienty levé strany diferencidlni rovnice, koeficienty mnohoclenu ve
jmenovateli pfenosu, koeficienty charakteristického mnohoclenu

a, amplituda prvni harmonické

a,, amplituda kmitd mezniho cyklu

A(w) =modG(jw) = | G(w) | modul kmito&tového prenosu, grafické vyjadieni
A(w) = amplitudova kmito¢tova charakteristika

matice systému (dynamiky) fadu n [typu (n, n), (nxn)]

(o

koeficienty pravé strany linearni diferencialni rovnice, koeficienty
mnohoclenu v ¢itateli prenosu

koeficient visk6zniho tieni
konstanta

matice vstupu typu (n, r)
matice vystupu typu (m, n)
integracni konstanta
matice pirevodu typu (m, r)
regulacni odchylka

® ® g OO0 wWwwo

vektor regulacnich odchylek dimenze n
e() trvala regulacni odchylka
E energie
E(s) L- obrazregula¢ni odchylky
f obecna funkce
f vektorova obecné nelinearni funkce dimenze n
f=2 kmitocet
2r
g(t) obecna nelinearni funkce, impulsni funkce
g gravitacni zrychleni

g vektorova obecné nelinearni funkce
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G(s) pienos

G/(s) pfenos méticiho ¢lenu
Gg(s) pienos regulatoru
G4(s) pfenos soustavy

G,(s) transformovany pienos

G(jw) = P(w) + jQ(w) = A(w)e'”  kmitottovy prenos, grafické vyjadieni
G(jw) = amplitudofazova kmitoc¢tova charakteristika

G,(jo)=P.(»)+]Q, () Popovova charakteristika

G,(a,) ekvivalentni pienos
h(t) piechodova funkce
h vektorova obecné nelinearni funkce

H Hurwitzova matice

I jednotkové matice

j=+-1  imaginarni jednotka

J moment setrvacnosti

k. koeficient pfenosu (zisk)

K, zesileni pro transformaci

K konstanta, zesileni linearniho regulatoru

K,  zesileni regulatoru, vaha proporcionalni slozky regulatoru
K, zesileni u Ajzermanovy hypotézy

K  zesileni u Kalmanovy hypotézy

K,  zesileni pro Hurwitziv sektor

délka

m stupent mnohoclenu v ¢itateli prenosu, dimenze vystupniho signélu y, fad
derivace vstupniho signalu, hmotnost

m, moment tfeni

n stupeni charakteristického mnohoc¢lenu, stupet mnohoclenu ve jmenovateli
pfenosu, dimenze vektoru stavovych proménnych X, fad systému

N charakteristicky mnohoclen, mnohoclen ve jmenovateli ptenosu (kofeny =

poly)
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P realna symetricka kladné definitni matice adu n [typu (n, n), (nxn)]
P(w) = ReG(jw) realna cast kmitoctového pienosu

P.(®) realna ¢ast u Popovovy charakteristiky

Q(w) =ImG(jw) imaginarni cast kmitoctového prenosu

Q, () imaginarni ¢ast u Popovovy charakteristiky

Q realna symetricka kladné definitni matice adu n [typu (n, n), (nxn)]

r dimenze vstupniho signalu u, radius vektor (prtivodi¢) u polarnich
soufadnic

R mnozina realnych ¢isel

S=a+jw komplexni proménna, nezavisle proménna v Laplaceové
transformaci

S; poly linearniho dynamického systému = kofeny mnohoc¢lenu N(S), vlastni

¢isla matice Q
t (spojity) Cas
T= o perioda
@
dopravni zpozdéni
deriva¢ni Casova konstanta
integracni Casova konstanta
(setrvacnd) casova konstanta
perioda ustalenych kmiti
u akc¢ni veli€ina, fizeni, vstupni veli¢ina (vstup), napéti
u vektor vstupnich veli¢in (vstup) dimenze r
U(s) L-obraz ak¢ni veliciny
poruchova veli¢ina (porucha)
V(x) Ljapunovova funkce
w zadana veli€ina
W(s) L-obraz zadané veli¢iny
w  vektor zadanych veli¢in (dimenze m)
X stavova, fazova veliCina (stav, faze), obecny signal

X vektor stavovych (fazovych) velicin (stav, faze) dimenze n
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rovnovazny stav

regulovana veliina, vystupni veli¢ina (vystup)
L-obraz regulované veli¢iny

vektor vystupnich veli¢in dimenze m

vektor (pomocnych) stavovych veli¢in

rovnovazny stav

sklon ptimky, thel vychyleni kyvadla, realna konstanta, ihel sklonu te¢ny
stavove trajektorie

a=Res  redlna ¢ast komplexni proménné S

p
Ae)
A

&

n(t)

sklon pfimky, konstanta
oblast pocate¢nich stavli
prirtstek, konstanta
kladné cislo, oblast stavi

Heavisidelv jednotkovy skok

@ = 2f uhlovy kmitocet, uhlova rychlost

w=1Ims  imaginarni ¢ast komplexni proménné S

2

uhlovy kmitocet kmitii mezniho cyklu

p(w) =arg G(Jw) faze kmitoctového pienosu, grafické vyjadieni ¢ w) = fazova

tﬂd\»%

kmitoc¢tova charakteristika

fazové zpozdéni prvni harmonické
uhel (argument) u polarnich soutfadnic
realné konstanta

koeficient pomérného tlumeni

¢as

Horni indexy

*

-1
T

optimdlni, doporuceny
inverzni

transponovany
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Dolni indexy
W zadany
t transformovany, transformace
0 pocatecni hodnota
Symboly

(totalni) derivace podle Casu
A odhad

norma (zobecnéna vzdalenost)

absolutni hodnota

Rela¢ni znaménka

[

pfiblizné rovno
po zaokrouhleni rovno

korespondence mezi originalem a obrazem

= implikace

<  ekvivalence

A a zaroven, konjunkce
Grafické znacky

X (jednonasobny) pol
X dvojnasobny pol

[ ]

ﬁ

nelinearni systém (prvek, ¢len)

linedrni systém (prvek, ¢len)
jednorozmérovy signal (veli¢ina)

mnohorozmérovy signal (velicina)

souctovy Clen (vyplnény segment
— oznacuje znaménko minus)
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Seznam zakladniho znaceni a symbolii

Zkratky

arg argument

asign aproximace sign
const konstanta

det determinant

dim dimenze (rozmér)
grad gradient

Im  imaginarni, imaginarni ¢ast
lim limita

Re realny, realné ¢ast
sat nasyceni

sign znaménko, znaménkova funkce
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1  Uvod

1.1 Systémy a jejich zakladni vlastnosti

Prosttedi, ve kterém zijeme (tj. vSe, co nas obklopuje), tvoii objektivni
realitu. Je zifejmé, ze objektivni realita ovliviiuje nas zivot, a proto je dulezité

urcCité ¢asti, které jsou z ni vy€lenény a které budeme dale nazyvat systémy.

Systémy (S) ovliviiuji objektivni realitu svymi vystupy y = [y1, Y2,..., Ym]"
a objektivni realita ovliviluje zase tyto systémy pomoci vstupit U = [Uy, Uy,...,
Ur]", viz obr. 1.1. Vnitini podminky, ve kterych se systém naléza, jednozna¢né
vyjadfuji stavy X = [Xq, X, ..., Xn] .

a) b)
Uy ——>| — Y,
o B
X1X2 Xn

Obr. 1.1 Schéma systému: a) slozkové, b) vektorové

Z obr. 1.1 vidime, Ze vstupy, vystupy a stavy mizeme vyjadfit slozZkove Uy,
Uz,..., Ur; Y1, Y2,..., Ym & X1, X2,..., Xn nebo kompaktné vektorove u, y a X.

Systémy, u kterych vstup u a vystup y jsou skalary, jsou jednorozmérové,
V opacném piipadé jSou mnohorozmérové.

Abychom mohli vyuzit kladnych vlastnosti systémli a soucasné potlacit,
pfip. odstranit jejich zaporné vlastnosti, musime dikladné poznat a znat tyto
jejich vlastnosti. Nejlepsi cestou, jak tyto vlastnosti poznat, je mit k dispozici
jejich  matematicky model. S matematickym modelem lze pak provadét
nejriznéj$i experimenty bez rizika poskozeni nebo zniceni skute¢ného systému.
Experimentovani s modelem se nazyva simulace.

Ziskanim adekvatniho matematického modelu dané¢ho systému se zabyva
identifikace, ktera muze byt experimentdlni a analyticka. U nelinearnich
systémll se nejcastéji analytickou cestou ziskd matematicky model a jeho
parametry se upfesni experimentalne.

Vsechny ¢innosti S modelem, tj. tvorba a ziskavani modelu (identifikace),
experimentovani s modelem (simulace), upfesiiovani a ovéfovani modelu
(verifikace a validace) se nazyvaji modelovanim.
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Velmi cCasto budeme pojmy systém a model vzijemné zaméiovat,
samoziejme pouze v téch ptipadech, kdy nemtize dojit k neporozumeéni.

Uvazujeme jednorozmérovy (1j. Sjednim vstupem a jednim vystupem)
systém popsany obecné obycejnou nelinearni diferencialni rovnici

gly™(t),..., y(©), y(©),u™(),...,u(t),u(t)] =0. (1.1a)
iy WO o d'y(t).
yt)=——",y"(t)=—>-;1=23...,n,

t dt (1.1b)
u(t):dl;(t) (J)() d’ U(t)’ J—2,3...,m,

pii pocatecnich podminkéach
Y(0) = Yo, ¥(0) = Yo, Y"(0) = W”}

(1.1c)
u(0) = u,,u(0) = ty,...,u™(0) =u{™™?,

kde u(t) je vstupni velic¢ina (signal, proménna) = vstup, Y(t) — vystupni veli¢ina
(signal, proménna) = vystup, g — obecné nelinearni funkce, n — i*dd systému.

Pokud plati
n>m (1.2)

pak matematicky model vyhovuje silné podmince fyzikalni realizovatelnosti.
V piipadé

n=m (1.3)
vyhovuje pouze slabé podmince fyzikdlni realizovatelnosti.
Pokud plati
n<m, (1.4)

matematicky model je fyzikdalné nerealizovatelny, a tedy nevyjadiuje vlastnosti
redlného systému.

Fyzikalni realizovatelnost vyjadiuje tzv. kauzalitu (pfi¢innost) - pFicina
nemiiZe predchdazet nasledkiim.

Matematicky model (1.1a), ve kterém vystupuji derivace (1.1b), popisuje
dynamicky systém — s paméti.

Z diferencialni rovnice (1.1a) pro
lim y®(t)=0; i=12,...,n,

t—ow

imuP@t)=0; j=12,....m
t—w

je mozné¢ ziskat rovnici (pokud existuje)
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y=f(u), (1.5)
kde
y = lim y(t), }
t-—>oo (1,6)
u= !m u(t).

Rovnice (1.5) vyjadiuje statickou charakteristiku daného dynamického
systému (1.1), viz napt. obr. 1.3.

Staticka charakteristika popisuje zavislost mezi vystupni y a vstupni U
veli¢inou v ustdleném stavu.

Pokud v rovnici (1.1a) nevystupuji derivace, tj.
gly(®),u(t)] =0 nebo g(y,u)=0,
pak je to matematicky model statického systému — bez paméti.
Hlavni pozornost bude vénovana spojitym dynamickym systémim, t;.

dynamickym systéemim se spojitym Casem t.

a) L
aditivita

— USUi U] Y3ty

b) homogenita
u=u S Y=Y1 — u=ajuz S y=aiy:
c)
linearita
u=ug Yy=W
L= —,  USailn+al Y=yt any
— ) —
u=up Y=VY2 S
—» S —

Obr. 1.2 Systém vyhovuje podmince: a) aditivity, b) homogenity, c) linearity
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Pro studium vlastnosti systémt je velmi ddlezitda linearita jejich
matematickych model. Systém nebo jeho model je linearni, pokud splituje
podminku aditivity (obr. 1.2a) a homogenity (obr. 1.2b). Ob¢ tyto podminky
mohou byt vyjadieny soucasné (obr. 1.2¢), kde a; a a; jsou libovolné konstanty.

Linearita systému je takovd jeho vlastnost, kdy vaZenému souctu vstupii
odpovida stejné vaZeny soucet vystupii.

Velmi duleZitou vlastnosti linedrniho systému nebo jeho modelu je, Ze
kaZda jeho lokdlni vlastnost je soucasné jeho globdlni viastnosti.

Piiklad 1.1

Staticky systém je popsan linedrni algebraickou rovnici 1. stupné

y(t) =ku(t) + Y, (1.7)
kde t — Cas, k; a Yo — konstanty.
ReSeni:

Zvolme napft. Ui(t) =1, u(t) = 2t a pak v souladu s obr. 1.2 mizeme psat
u®)=1... yy(t)=k +vY,
u,(t)y=2t ... y,(t) =2kt + vy,
ut) =u,(t)+u,(t)=1+2t ... yt)=@Q+20k +y, = y,t)+Vy,().

Vidime, Ze pro Yo # 0 matematicky model (1.7) z hlediska definice linearity
neni linedrni (1 kdyZ ma tvar linedrni algebraické rovnice). Matematicky model
(1.7) bude linearni pouze pro Yo = 0, viz obr. 1.3.

a) Yo b)
O, Y O
1

} = Y (1) + Y, (1) = @+ 2t)k; + 2y,

y(t y(f
y} y(t) =ku(t) +y, y(t) = ku(t)
0 U(t) 0 u(t)

Obr. 1.3 Matematicky model statického systému: a) nelinearni, b) linearni —
ptiklad 1.1

Zvyse uvedeného je zieyjmé, Ze u linedrniho systému statickd
charakteristika (pokud existuje) musi vidy prochdzet pocédtkem souiadnic.
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Priklad 1.2

Dynamicky systém je popsan linearni diferencialni rovnici 1. fadu

dy(t
BO_kuw, yo =, (1.89)
piip. ekvivalentni linearni integralni rovnici
t
YO =k [Ju(@)dr+y,, (1.8b)
0

kde k; a yo jsou konstanty.
Je tfeba ov¢éfit linearitu daného systému.
Reseni:
Matematicky model (1.8) popisuje integrator. Pro ovéteni linearity zvolime

stejné vstupy jako v piikladé 1.1, tj. ui(t) = 1, uy(t) = 2t. Pak v souladu s obr. 1.2
dostaneme

ut)=1 ... yyt)=kt+y,
U, (t) =2t ... y,(t) = kt* +y,

ut) =u,(t) +u,(t) =1+2t ... y(t)=t@+t)k, +y, = y,(t) + y,(t).

Podobné jako v pfedchozim piikladé 1.1 vidime, Ze matematicky model
(1.8) pro yo # 0 nevyhovuje podminkam linearity, viz obr. 1.4. V tomto ptipadé
neexistuje ani statickd charakteristika.

}: ya(t) + y, (t) =t(@d+t)k, + 2y,

Zavér mize byt zobecnén. U linedrniho systému (modelu) musime vidy
uvazovat nulové pocatecni podminky. \V opacném piipadé¢ nemizeme s nim
pracovat jako s linearnim systémem (modelem).

a) b)

Yo
u(t) l y(t) u(t) y(t)
— (@) dr—)— —@dr—

Obr. 1.4 Matematicky model integratoru: a) nelinedrni, b) linearni — ptiklad 1.2

Vsechny systémy, které nespliiuji podminky linearity, jsou nelinearni. Je
tedy zifejmé, Ze linedrni systémy tvoii pouze nepatrnou cast vSech systémil a
protoze realny svét je nelinedrni, predstavuji linearni systémy vzdy jen urcitou
aproximaci skute¢nych systémii.

Teorie nelinearnich systému je oteviena a nikdy nebude uzaviena. Z tohoto
divodu pro nelinedrni systémy neexistuji obecné piistupy a metody. Znamé
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piistupy a metody fesi pouze nékteré problémy, a to pouze pro urcitou skupinu
nelinearnich systému.

Déle se budeme zabyvat dynamickymi systémy se soustiedénymi
parametry, tj. takovymi systémy, jejichz vlastnosti se daji vyjadfit pomoci
obycejnych diferencidlnich rovnic s pfipadnym dopravnim zpozdénim.
Vyjimecné se budeme také zabyvat diskrétnimi systémy popsanymi obyc¢ejnymi
diferen¢nimi rovnicemi.

Vstupy, vystupy a stavy budeme u matematickych modelti také nazyvat
vstupnimi, vystupnimi a stavovymi proménnymi, veli¢inami nebo signaly.
Nelinedrni systémy (modely, prvky) budeme oznacovat zdvojenymi obdélniky a
proménné (vstupy, vystupy, stavy atd.) malymi pismeny bez argumentu (protoze
argumentem muze byt spojity nebo diskrétni ¢as, komplexni proménna s nebo
zatd.). Zdavodu piehlednosti argument budeme rovnéz vynechavat ve

vvvvvv

Vzhledem Kktomu, ze teorie linedarnich systémt je velmi dobie
propracovana s mnoha obecnymi piistupy, je snaha zastoupit nelinearni systémy
jejich linearnimi aproximacemi. BohuZel u nelinedrnich systémi existuje cela
fada jev, které linedrni teorie nedovede popsat ani vysvétlit.

1.2 Nékteré zvlastnosti ve vlastnostech nelinearnich systémii

Jak jiz bylo teCeno, u linearnich systémi kazdd lokalni vlastnost je
soucasné globalni vlastnosti. U nelinedrnich systéml tomu tak neni. VétSina
vlastnosti je lokalni, tj. tykaji se urcit¢tho bodu nebo oblasti ve stavovém
prostoru.

Nyni formou ptikladii si ukdZeme nékteré vlastnosti, které vystupuji u
nelinedrnich systémi a které budou v dalSim textu vysvétleny podrobné;i.

U nelinedrnich systémit nelze zaméiovat poradi prvkii zapojenych sériove
(priklad 1.3), muze vystoupit tzv. unik v koneéném case (ptiklad 1.4), ve
stavovém prostoru miiZze vzniknout uzaviena kiivka, tzv. mezni cyklus, jejiz tvar
nezalezi na pocate¢nich podminkach (piiklad 1.5), mlze existovat vice FeSeni
(ptiklad 1.6), nemusi existovat Zddné FeSeni (piiklad 1.7), mize vystoupit
bifurkace (ptiklad 1.8), pfi harmonickém vstupu se mohou na vystupu objevit
niz$i nebo vy$si harmonické (ptiklad 1.9), nelinedrni systém fizeni muize byt
stabilizovan pfi saturovaném fizeni (ptiklad 1.10) apod.

Velmi dilezité je, ze u nelinedrnich systémii ve veétSing piipada trati sviij
vyznam nékteré matematické modely, jako napt. obrazové a kmitoctové
pienosy, impulsni a piechodové funkce.

Priklad 1.3

Je tfeba urcit odezvy integratoru s nasycenim na vstupu nebo vystupu (obr.
1.5) pro skokové zmény vstupu
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u(t) = ugn(t).

Staticka nelinearita nasyceni je definovana vztahem (obr. 1.6)

1,

satx =1 X,
_1’

1,
sign x =<0,

_1

x>1
X <1
x<-1
x>0,
x=0,
x < 0.

nebo satx= {

X, X <1
(1.9)

sign X, X >1

(1.10)

Vztah (1.10) popisuje nelinearitu idedlni dvoupolohové relé (znaménkovou

funkci).

a)

b)

=

w |k

-

Obr. 1.5 Integrator s nasycenim na: a) vstupu, b) vystupu — piiklad 1.3

a)

satx a
1____:

-1 /o1
-1

b) sign X

1

0 X
-1

Obr. 1.6 Staticka nelinearita: a) nasyceni, b) idedlni dvoupolohové rel¢

ReSeni:

Je ztejmé, Ze pro integrator s nasycenim na vstupu plati (obr. 1.7a)

{uot,
=1 .
tsign

g <1,

Uy,

| > 1.
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Bude-li nasyceni na vystupu, pak lze psat (obr. 1.7b)

" Uot, luet| <1,
Y= sign u,, luot| > 1.
a)
ut)y  u,=15
1’? U, =1
U, =05
0,5
U, =0
0 U, =—0,5 t
-05
Up =—1
-1
U, =-15
-15
b)
u(t) & U, =15 y(t)a Yo =15 Up =1
1,5 U —1 T
0=
1
U, =05
0,5
U, =0
0]  y=-05 t
-05
U, =-1
-1
U, =-15
-15

Obr. 1.7 Odezvy integratoru na skokové zmény s nasycenim na: a) vstupu,
b) vystupu — piiklad 1.3

Z obr. 1.7 vyplyva, Ze u nelinedrnich systémi pii zméné potadi jejich prvki
dochazi k podstatnému rozdilu v jejich odezvach, a tedy i jejich vlastnosti. Je
také zirejmé, Ze u nelinedrnich systémii trati sviij vyznam piechodova funkce
(charakteristika), protoZe jeji prubéh zavisi na velikosti skokové zmény.

Priklad 1.4

Je dan nelinedrni dynamicky systém bez vstupu
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y©) =y’ ), y(0)=Y,.
Je tteba urcit jeho odezvu na pocateni podminku, tj. feSeni dané

diferencialni rovnice pro zadanou pocate¢ni podminku.

ReSeni:
Lze psat
(t)
dy 5, 1 O t ’ t
— =y’ = —dy=dt = | —dy=|dr = |- — =[T] =
dt ys JO 3 l 2y2 . 0
Yo
y(t) = ——.
J1-2yi
Fy
v |
0 1 f.;
2)-’03

Obr. 1.8 Unik v koneéném ¢ase — piiklad 1.4

(1.11)

Byl vyuzit vztah
n+1
+C, x>0,neR\{-1}.

nd —
IX X n+1

Je zieyme, Ze plati (obr. 1.8)
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=00.

lim y(r) = lim ——2—
taiz taiz 1—2y0t
2y 2y

Z obr. 1.8 vyplyva, ze pro t=1/2y? nastava #nik odezvy. Naproti tomu u
linearnich systémii vSechny odezvy (stabilni i nestabilni) trvaji nekonecné

dlouho, protoZe jsou diny vidy viZenym soultem exponencidlnich funkci.
Priklad 1.5

Je dan nelinedrni dynamicky systém popsany soustavou dvou
diferencidlnich rovnic

X, =%, (8% =X = X;) + X,

u kterého je tieba urcit feSeni pro rtizné pocatecni podminky (stavy) x,(0) a
X,(0).
Reseni:

Uloha byla fe§ena pomoci poéitade (analyticky bude fesena dale) a byly
ziskany prab&hy pro a = 2 uk4dzané na obr. 1.9.

AT: A

(Y]

12

Obr. 1.9 Stavovy portrét nelinearniho dynamického systému — ptiklad 1.5
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Ktivky vychazejici z riznych pocatecnich podminek se nazyvaji stavové
trajektorie, stav Xx(t) pro konkrétni t> 0 se nazyva zastupujici nebo zobrazujici
bod a soubor pribéht stavovych trajektorii pro rizné pocate¢ni podminky se
nazyva stavovy portrét dané¢ho nelinearniho dynamického systému. Orientace
stavovych trajektorii ukazuje smér rustu Casu t.

Ze stavového portrétu na obr. 1.9 vyplyva, ze vSechny stavové trajektorie,
ackoliv vychdzeji z rliznych pocatecnich podminek, se ptiblizuji k uzaviené
kiivce a setrvavaji na ni (plati to pro naS ptipad). Tato uzaviena kiivka se
nazyva mezni cyklus a odpovidaji mu stabilni periodické kmity.

Ke stejnému zavéru miizeme piijit, kdyZz pravothlé souradnice ptivodniho
systému zastoupime polarnimi soufadnicemi (obr. 1.10)

X
r=yx' +%5, @ = arctg =2,

X (1.13)
X, = I COS @, X, = rSsin ¢,

kde r je radiusvektor (privodic), ¢ — argument.

A

X2 -

===

v

0

=<

Obr. 1.10 Zavedeni polarnich soufadnic

Protoze plati
X, = CoS@ —rgsin @, X, = FSin @+ r@cos g,
proto po dosazeni do rovnic piivodniho systému a Gpravé se dostane
sin @

F—r(@®-r?)=r>=—=(¢p-1),
Cos @

F-r@—r?)=—r2% 1.
sin @

Odectenim druhé rovnice od prvni rovnice se ziska vztah

0= r(s'” ? C9S¢j(¢—1),
cosg  sing

ze kterého vyplyva, ze miize byt splnén pouze pro ¢ =1.
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Obdrzeli jsme matematicky model nelinedrniho dynamického systému
transformovany do polarnich soutfadnic

r=r@-r?, r@)=r,
p=1 9(0) = 9.
Z prvni rovnice vyplyva, ze pro ¥ =0 dostaneme v polarnich soutfadnicich

kruZnici o poloméru a (a’—r?=0), tj. vznikne mezni cyklus. Druhé FeSeni
r=0 (x=0,x,=0) odpovidd rovroviinému stavu (ekvilibriu) v pocatku

(1.14)

soufadnic. ProtoZe stavové trajektorie se od n¢ho vzdaluji, jde o nestabilni
rovnovdazny stay.

Soustavu rovnic (1.14) mizeme snadno vyfesit

M q t 1 2 1O
[ —— dr:jdrzzaz{ln } =[]} =

2 2
Pr@—ro) 0 as-r- |
2
rz(t)— 92 g2t ~ a2 a2—r02
- 2a%t —2a’t’ 2
K+e 1+ Ke o

o(t) t

[do=[dr = ¢(t)=t.

Obdrzeli jsme feSeni v polarnich soufadnicich

r(t) = ———, p(t) =t (1.15)
V1+Ke 2!
a po dosazeni do (1.13) v pravothlych soufadnicich
acost asint (1.16)

X (t) = , X 1) =
O V1+Ke 2t 0 V14K e 2t

Je zteymé, ze pro K=0 z obou feSeni (1.15) a (1.16) se obdrzi rovnice
kruznice o poloméru a, tj. vznikne mezni cyklus. Pro jiné hodnoty vznikne
spirdla, kterd se pro r, <a = 0< K pfiblizuje k meznimu cyklu zevniti a pro
I, >a = K <0 spirala se bude pfiblizovat k meznimu cyklu z vnéjSku, viz obr.
1. 9. Je tedy ziejmé, ze mezni cyklus je stabilni.

Priklad 1.6

U nelinedrniho dynamického systému

y(t)=y(t), y(0)=0
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je tfeba urcit odezvu na zadanou poc¢atecni podminku.

ReSeni:

Podobn¢ jako v ptikladé 1.4 1ze psat

ix=\/V::>-—1—dy:dt:>

dt Jy

y(t) 1 t y(t)
I Wdyzgdr = [2\/910 :[T]; =

0
1,

t)=—t".

y(t) 2

Pti integraci byl pouzit vztah (1.11).

Obdrzené fteSeni neni jediné, protoze nelinearni diferencialni rovnici
popisujici dany systém vyhovuje pro po¢ate¢ni podminku y(0) = 0 rovnéz feseni

y(t) =0.

Vidime tedy, Ze z pocatecni podminky vychazeji dvé rozdilna feSeni, co u

linearni diferencialni rovnice neni mozné.

A
v |

y()=0

v =0

(=51

[

0 2

¢

Obr. 1.11 Dvé rozdilna feSeni — ptiklad 1.6

Priklad 1.7

Je ztejmé, Ze u nelinearniho dynamického systému

y(t) =-signy(t), y(0)=0,
kde

L e
|
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sian v — 1 pro y >0,
ny= -1 pro y<0,

neexistuje zadné feSeni, protoze zadnd spojité diferencovatelnd funkce
nevyhovuje dané diferencidlni rovnici. Ptesto takové podobné dynamické
systétmy maji veliky vyznam pro robustni fizeni v tzv. klouzavych modech.
Uvedeny nelinearni systém muze napi. popisovat jednoduchy regula¢ni obvod
S integracni soustavou a idealnim dvoupolohovym regulatorem, kde y(t) = e(t) je
regulacni odchylka.

Priklad 1.8

Je tfeba provést podrobnou analyzu logistického modelu riistu populace

X(t):ax(t)[l—%}, X(0) = X, (1.17)
kde x(t) je velikost populace daného druhu v Case t (napf. pocet jedincll), a —
konstanta rustu populace (napf. pocet jedinct za Casovou jednotku), b —
»ldedlni velikost populace (napt. pocet jedincil). Uvedeny model je spojity,
a proto pii interpretaci vysledkl je tfeba brat v tivahu napt. zaokrouhleni na
nejblizsi nizsi celé Cislo.

ReSeni:

Miizeme psat
01 al 1X(t)(1 1 j al

I X(b_x)dng‘gdr :B)E[ dX:B‘(Ede

X b-=X

Xo

L LTU _af]

b—x

Xo

at
X,he _ Xob

X(t) = (1.18)

Prib¢hy feSeni pro rizné pocateéni podminky X, (na obr. 1.12a je
zaznaCena pouze jedna pocate¢ni podminka Xo) a t>0 jsou na obr. 12a. Jsou to
vlastné rozSifené stavové trajektorie (rozSitené o Cas).

Jejich primét na osu x vytvafi v podstaté jedinou stavovou trajektorii na
piimce (pro n=1). Zobr. 1.12a vyplyva, Ze rozsifené stavové trajektorie pro
Xo > 0 se sbihaji k hodnoté X = Xe = b (asymptoticky stabilni rovnovazny stav),
viz obr. 1.12b. Je ziejmé, Ze rovnovazny stav X = X, = 0 je nestabilni. Na obr.
1.12b jsou vlastnosti obou rovnovaznych stavil Xe = b a X, = 0 vyjadfeny pomoci
Sipek.

U linedrnich dynamickych systémi existuje vZdy jediny rovnovaZzny stav.
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Uvazujme nyni logisticky model riistu populace ve tvaru
X(t) = ax(t){l—%}—c, (1.19)

kde c je velikost odebirané populace (napft. pocet jedincti za casovou jednotku).

Stavova trajektorie v roviné n =2 pro rizné hodnoty ¢ jsou na obr. 1.13.
Pro ¢ = 0 stavova trajektorie odpovida vztahu (1.17).

x(H)

N
o

Xg X0

0\| L I{' o

Obr. 1.12 Logisticky model ristu populace: a) rozsifen€ stavove trajektorie,
b) stavové trajektorie — ptiklad 1.8

A

Obr. 1.13 Stavové trajektorie logistického modelu rtstu populace v rovin€ pro
rizné hodnoty ¢ — ptiklad 1.8



26 1 Uvod

Z prabéhti stavovych trajektorii vyplyva, ze pro 0<c < aIb velikost

populace se ustali na hodnoté

x=2.0 i 4C
2 2 ab

asymptoticky stabilni
rovnovazne stavy

v

nestabilni rovnovazné stavy

Obr. 1.14 Bifurka¢ni graf pro logisticky model riistu
populace (1.16) — ptiklad 1.8
Kriticky pfipad nastavda pro c =ab/4, kdy asymptoticky stabilni a
nestabilni rovnovazny stav splynou v jediny nestabilni rovnovazny stav.

Pro c¢>ab/4 jiz nevznikne zadny rovnovazny stav a nasleduje
katastroficky pokles populace az do jejiho zaniku. Pro ¢ =ab/4 vystupuje tzv.

bifurkace, tj. kvalitativni zména vlastnosti daného systému (modelu) pfi
sebemensi zméné bifurkacniho parametru c. Nazorné se to da vyjadiit pomoci
bifurkacéniho grafu, viz obr. 1.14,

Piiklad 1.9
Vstupem nelinedrniho statického systému
y=u’
je harmonicky pribéh
u(t) =asinat,
kde a je amplituda, @ — ahlovy kmitocet.

Je tfeba urcit vystupni pribeh.
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ReSeni:
Vyuzijeme vztah
sin? x :%(1—cos 2X) (1.20)
a dostaneme

a'2
y(t) = > (1—cos2at).

Vidime, Ze ackoliv uhlovy kmitoCet na vstupu je w, na vystupu se objevil
dvojnasobny uhlovy kmitocet, tj. 2w.

Této vlastnosti se vyuzivd v extremalni regulaci, kde staticka
charakteristika extremdalni soustavy v okoli extrému miize byt zastoupena
kvadratickou funkci (parabolou 2. stupng). Objevi-li se na vystupu pii
harmonickém vstupu pouze 2. harmonicka, pak bylo dosazeno extrému.

U linedrnich systémit se na vystupu objevi vidy priubéh se stejnym
uhlovym kmitoctem jak na vstupu, ale obecné s jinou amplitudou a jinym
Jazovym uhlem.

Priklad 1.10
Nelinearni systém
X(t) = ax(t) — x(t)u(t), a>0
je tteba stabilizovat konstantnim (saturovanym) vstupem.
ReSeni:
Uvazujme, Ze konstantni vstup ma hodnotu u(t) =u,, pak Ize psat
X(t) = ax(t) —uyx(t) = x(t) =—(u, —a)x(t).

Obdrzeny systém je popsan linearni homogenni diferencidlni rovnici, a
proto nutnou a postacujici podminkou asymptotické stability je (obr. 1.15)

U, >a.

Nestabilni linedrni systém nemiiZe byt stabilizovdn konstantnim vstupem.

X X
u(t)=u, >a || % y(® % y(t)
=||)'c:ax—xu = |x=—(uy—a)x

Obr. 1.15 Systém s konstantnim vstupem — piiklad 1.10
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1.3 Nelinearni systémy rizeni

Nelinearni systémy mohou byt jednorozmérové nebo mnohorozmérové a
vyznacuji se tim, ze alespoii jeden jejich prvek (¢len) je nelinedrni.

Cil Fizeni u mnohorozmérovych nelinedrnich systémil fizeni byva stejny
jako u linearnich systému fizeni s tim, ze nejcastéji je formulovan ve tvaru

e=w-y — 0, (1.21)

kde e je vektor regulac¢nich odchylek, w — vektor zadanych veli¢in, y — vektor
vystupnich (fizenych) veli¢in. Nezavisle proménnou ve vztahu (1.21) maze byt
spojity t nebo diskrétni KT cas (k — diskrétni relativni ¢as, T — vzorkovaci
perioda).

PInéni cile fizeni (1.21) zarucuje jak sledovéani vektoru zddanych veli¢in w
vektorem vystupnich velicin y, tak i1 odstranéni, piipadné potlaceni negativniho
vlivu na fizeni vektoru poruchovych veli¢in va zmén vlastnosti #izeného
podsystému.

a) v
w 2 Lineérni Nelinearni | Y
Y regulator soustava
b) v
SV oY
w Nelinearni Linearni R
regulator soustava
c) y y
w Nelinearni Nelinearni
14 ’_>
regulator soustava

Obr. 1.16 Struktury nelinearnich regulacnich obvodii

Dale budeme obecné pouzivat (pfedevSim u stavovych modell) pojmy
systém, podsystém, prvek atd. Klasické pojmy pouzZivané v praxi, jako regulacni
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obvod, regulator, regulovana soustava, ¢len, budeme pouzivat v piipad¢ jinych
nez stavovych modeld.

Nejcastéji se budeme zabyvat jednorozmérovymi nelinedrnimi regula¢nimi
obvody, pro které cil fizeni (1.21) bude skalarni.

Nelinearni regulacni obvody mohou mit jednu ze struktur na obr. 1.16.



30 2 Matematické modely nelinedarnich systémii

2 Matematické modely nelinearnich systémiu

2.1 Spojité stavové modely

2.1.1 Zakladni spojité stavové modely
Mezi velmi obecné matematické modely nelinedrnich dynamickych
systému patii stavové modely, které pro spojity ¢as t maji tvar
X(t) = f[x(t),u(t),t], x(0)=x, — stavova rovnice (2.1a)
y(t) = h[x(t),u(t),t] — vystupni rovnice (2.1b)

kde X = [X1, Xa,..., Xn]" je vektor stavovych proménnych (stav) dimenze n, Xo —
pocate¢ni stav dimenze n, U =[u, Uy,..., U]" — vektor vstupnich proménnych
(vstup) dimenze r, f=[f;, f,..., f,]T — vektorovad obecné nelinearni funkce
dimenze n, y=[yi, Ya2..., Ym]" — vektor vystupnich proménnych (vystup)
dimenze m, h =Thy, hy,..., hn]" — vektorova obecné nelinearni funkce dimenze
m.

Pocatecni stav X(tp) = Xo budeme uvazovat, pokud nebude feceno jinak,
nejcasteji pro tp = 0.
Pokud vektorové funkce f a h budou linearni z hlediska stavu x a vstupu u,
pak matematicky model (2.1) bude mit tvar
X(t) = A)x(t) + B(t)u(t), x(0)=x,, (2.2a)
y(t) =C(t)x(t) + D(t)u(t), (2.2b)

kde A je ¢tvercova matice systému (dynamiky) ¥adu n [typu (n, n)], B — matice
vstupu typu (n, r), C — matice vystupu typu (m, n), D — matice pievodu typu (m,
r).

Matematicky model (2.1) je velmi obecny a popisuje t-variantni

(nestacionarni) nelinedarni dynamicky systém. Matematicky model (2.2)
popisuje t-variantni (nestacionarni) linedarni dynamicky systém.

Pokud vektorové funkce f a u nezavisi explicitné na Case t, pak jde o t-
invariantni (stacionarni) nelinedrni dynamicky systém (obr. 2.1a)

X(t) = F[x(0),u®)], x(0)= X, (2.3a)
y(t) = h[x(t), ut)] (2.3b)

a podobné, pokud matice A, B, C a D u matematického modelu (2.2) nezavisi na
Case t, pak odpovidajici linedrni dynamicky systém je t-invariantni (stacionarni)

(obr. 2.1b)
X(t) = AX(t) + Bu(t), x(0) =X, (2.4a)
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y(t) =Cx(t) + Du(t) . (2.4b)
Nazorné¢ je to ukazano na obr. 2.2.

Pod znakem integralu v blokovych schématech na obr. 2.1 je tieba si
predstavit diagonalni matici, ve které na diagonale jsou vyrazy

le.(r)dr, i=12,....n.
0

Pokud ve stavové a vystupni rovnici dynamickych systéma (2.1) — (2.4)
nevystupuje vstup u(t), pak jde o systémy bez vstupii (nebuzené systémy).

Vystupuje-li vstup u(t) ve vystupnich rovnicich dynamickych systémi
(modeltt) (2.1b) — (2.4b), pak tyto modely jsou slabé fyzikalné realizovatelné.
V opacném ptipad€ jsou silné fyzikalné realizovatelné.

Je tedy zifeymé, Ze b&Zné stavove modely jsou nejméné slab& fyzikalné
realizovatelné.

a) %
u(t) 1 X(t) x(t) y(t)
‘f(x,u) — ‘h(x,u) —
b) .
u(t) X(®) lx(t) y(t)
—t—p B I = C
A
> D

Obr. 2.1 Dynamicky t-invariantni systém: a) nelinearni, b) linedrni

Vystupni rovnice fyzikdln€ nerealizovatelnych t-invariantnich systému
mohou mit tvar

y(t) = h[x(t),u(t),u(t),.. ], (2.5)
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resp.
y(t) =Cx(t) + Du(t) + Du(t) +..., (2.6)
kde D; je matice typu (m,r) atd.

X(t) = T[x(1), u(t).1]
y(®) = h[x (), u(t).t]

t-variantni nelinearni
dynamicky systém

f a h nezavisi f a h jsou linearni
explicitné na Case vzhledemk x a u
X(t) = f[x(t),u(®)] X(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(t) = h[x(t), u(t)] y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)
t-invariantni nelinearni t-variantni linedrni
dynamicky systém dynamicky systém
f a h jsou linearni matice A, B, CaD
vzhledemk x a u nezavisi na Case t

W <

X(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

t-invariantni linearni
dynamicky systém

Obr. 2.2 Stavové modely spojitych dynamickych systém

Dynamické t-invariantni systémy se ¢asto nazyvaji staciondrni.
Dynamické t-invariantni systémy bez vstupu (nebuzen¢)
X(t) = f[x(t)], x(0)=x, (2.7a)

y(t) = h[x(t)], (2.7b)
resp.
X(t) = AX(t), x(0)=X,, (2.8a)
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y(t) =Cx(t) (2.8b)
se nazyvaji autonomni.

Vystupni rovnice (2.7b) a (2.8b) nemaji vliv na dynamické vlastnosti
systému (2.7) a (2.8), a tedy ani na jejich stabilitu, proto pfi jejich analyze se
vétSinou neuvazuji. Pokud dynamické systémy (2.7) a (2.8) jsou fizeny pomoci
zpétné vazby, tj. vektor fidicich proménnych u(t) je funkci vektoru stavovych
proménnych X(t), pifipadné vektoru vystupnich proménnych y(t), pak pfi
konstantnim vektoru zadanych proménnych w(t) se rovnéz obdrzi autonomni
dynamicky systém. Z tohoto diivodu se autonomnimi dynamickymi systémy
budeme zabyvat podrobnéji.

Pi1 zkoumani vlastnosti daného rovnovazného stavu ze u nelinearniho
systéemu

2(t) = 9lz(1)], z(0) =z, (2.9)
je vhodné ho piesunout do po¢atku novych soutadnic, tj.
X, =0
Xt)=z(t)-z, = {)‘((t) _ ) (2.10)
X(t) = f[x(t)], x(0)=X,, (2.11a)
kde
f[x(@®)]=g[x(t)+z.], x(0)=2z(0)—2z,. (2.11b)

Na zavér jesté jednou piehledné shriime zakladni tvary stavovych
matematickych modeli:

X = f(X,u,f) — neautonomni (buzeny, t-variantni),
X = f(X,u) —neautonomni (buzeny, t-invariantni),
x= f(x,£) —autonomni (nebuzeny, t-variantni),

x=f(xX) —autonomni (nebuzeny, t-invariantni).

2.1.2 Vlastnosti rovnovaznych stavii a meznich cykli

Pti analyze vlastnosti autonomnich dynamickych systémi zkouméame
chovani (priibéh) stavovych trajektorii vychazejicich ze zadanych pocate¢nich
stavii (podminek), tj. zkoumame vlastnosti jejich odezev na riizné pocatecni
stavy (podminky).

U autonomnich dynamickych systému (2.7a) a (2.8a) mohou nastat pro
t — oo ustdlené stavy rovnovazné (klidoveé) a periodické (pohybove).
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Uvazujme nejdiive linearni autonomni dynamicky systém (2.8a).
OznaCme

!im X(t) =x, (2.12)
pak pro rovnovazny stav plati
!im x(t)=0, (2.13)
tj.
0=AX.
Tato rovnice ma jeding feSeni
X, =0, (2.14)

tzn., ze linedrni autonomni dynamicky systém ma jediny rovnovainy stav
(2.14) v pocatku stavovych soutadnic (obr. 2.3a). Tento rovnovazny stav se
nazyva ekvilibrum.

Rovnovazny stav je singularnim stavem (bodem) ve stavovém prostoru,
protoze jim muZe prochazet nekoneéné mnoho stavovych trajektorii. Naproti
tomu regularnim stavem (bodem) miize prochazet pouze jedind stavova
trajektorie (samoziejmé pro dany dynamicky systém a dany poc¢atecni stav).

V piipad¢ periodického ustaleného stavu plati

X(t)=x(t+T,),

kde Ty je perioda ustalenych kmitd.

V pFipadé periodického ustileného stavu u linedrniho autonomniho
dynamického systému vznikne ve stavovém prostoru pouze jedind uzaviend
ki‘ivka, kterd je jednoznacné uréena pocateénim stavem x(0) = Xo (obr. 2.3b).

a) XZA n=2 b) XZA n=2

//"\\X(O) =X,
@ > >
X, =0 X, K-o// X,

Obr. 2.3 Ustaleny stav ve stavové roving: a) rovnovazny, b) periodicky
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a) x,(t)} N= 2 b)

Obr. 2.4 Ustaleny stav v rozSifeném stavovém prostoru: a) rovnovazny
(klidovy), b) periodicky

V roz$ifeném stavovém prostoru (o ¢as) rovnovaznému stavu odpovida
Casova osa (2.4.a) a periodickému ustalenému stavu (periodickému pohybu)
odpovida nemeénici se nekone¢na spirala zacinajici v pocate¢nim stavu X(0) = Xo
(obr. 2.4b). Obr. 2.3 a 2.4 plati pro n = 2, tj. pro stavovou rovinu.

U nelinearniho autonomniho dynamického systému (2.7a) pro
lim x(t) =0, (2.15)

t—>w
se dostane
0= f(x). (2.16)

Je zfeymé, Ze tato nelinearni rovnice nemusi mit feSeni, mize mit vice
feSeni a dokonce I nekonecny pocet feSeni.

Vyplyva z toho, Ze nelinedrni autonomni dynamicky systém nemusi mit
Zadny rovnovazny stav, miiZe mit nékolik izolovanych rovnovainych stavit a
dokonce miiZe mit | nekoneény pocet rovnovainych stavii, které mohou tvorit
souvislou nebo nesouvislou oblast ve stavovém prostoru.

V piipadé periodického ustileného stavu u nelinedrniho autonomniho
dynamického systému vznikne ve stavovém prostoru uzaviend kiivka, tzv.
mezni cyklus, ke které se stavové trajektorie sbihaji (obr. 1.9), nebo od ni
odbihaji, pFipadné se nékteré sbihaji a jiné odbihaji pro rizné pocdatecni stavy
(v okoli této uzaviené kiivky), tj. mezni cyklus nezavisi na pocdatecnich stavech.

Obecné u nelinedarniho autonomniho dynamického systéemu miiZe
vzniknout nékolik meznich cykli, piicem?Z veétsi mezni cyklus miiZe obsahovat
menSi vnitini mezni cyklus, ve kterém vidy vystupuje klidovy rovnovazny stav
(obr. 2.5).
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Mezni cykly

Rovnovazny stav

\\ ><
o NS
y. [

Obr. 2.5 Mezni cykly a rovnovazny stav ve stavove roviné

Vlastnosti rovnovaznych stavlt a meznich cykll urcuji vlastnosti celého

autonomniho dynamického systému. NejdileZzitéjsi vlastnosti rovnovaznych
stavi a meznich cykla je stabilita. U nelinearnich dynamickych systémi jiz
nevysta¢ime s definici stability pro linearni dynamické systémy. Pomérné velmi
obecny piistup ke stabilit€¢ byl navrzen A. A. Ljapunovem.

Stabilita ve smyslu Ljapunova

Rovnovazny stav Xe je lokdlné stabilni (ve smyslu Ljapunova), kdyz pro
libovolné ¢ > 0 existuje takové d(g) > 0, Ze plati (obr. 2.6a)

X0 = X[ <& = |x(t) - x| <& pro t=t,, (2.17)
kde | je libovolna norma.

U stabilniho rovnovazného stavu Xe stavova trajektorie X(t) zdstava v jeho
blizkém okoli (obr. 2.6a).

Pokud stavova trajektorie X(t) se od rovnovazného stavu X. vzdaluje a
existuje takovy ¢asovy okamzik t;, Ze plati

IX(®) = X%|>& pro t>t >t,, (2.18)
pak rovnovazny stav X. je nestabilni (obr. 2.6Db).

Asymptoticka stabilita ve smyslu Ljapunova

Rovnovazny stav Xe je lokdlné asymptoticky stabilni (ve smyslu
Ljapunova), kdyz je lokaln¢ stabilni (2.17) a navic plati (obr. 2.6¢)

X0 = X[ <& = lim x(t) = X, . (2.19)

t—o
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a) b) C)
x(t)

x(t)
>
x() 2

Obr. 2.6 Rovnovazny stav: a) stabilni, b) nestabilni, ¢) asymptoticky stabilni

Interpretace rovnovazného stavu v rozSifeném stavovém prostoru pro n =1
an=2jenaobr. 2.7 a2.8, viz také ptiklad 1.8.

/< NESTABILNI{

p /N i
%, .M \S/TABILNi
2¢ |25 x. =
t

N ASYMPTOTICKY STABILNI

x(0)4 n=1

\ 4

Obr. 2.7 Interpretace rovnovazného stavu v rozsifeném stavovém prostoru
pron=1

/'\ NESTABILNI

XO
\‘ / WBILNI

T
1
1

X5 ()4 n=2

/[

/ \/ ASYMPTOTICKY STABILNI
x,(7) -

Obr. 2.8 Interpretace rovnovazného stavu v rozsifeném stavovém prostoru
pron=2
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Exponencialni stabilita

Rovnovazny stav X. je lokdlné exponencidalné stabilni, kdyz existuji takové
realné konstanty a, 4 > 0, ze plati

[X(1) — %[ < x(t,) — % [Je T pro t=t,. (2.20)

Z exponencidalni stability vyplyva asymptoticka stabilita. Opacn¢ tvrzeni
neplati, tj. exponencialni stabilita je ptisn¢jsi nez stabilita asymptoticka.

Pokud oblast pocatecnich stavii

IX(®) = x| <&

muize byt rozSifena na cely stavovy prostor, pak jsou to globdlni vlastnosti
dan¢ho rovnovazného stavu Xe. Je ziejme, Ze v tomto pripadé muizZe existovat
pouze jediny rovnovazny stav Xe.

V pripadé jediného rovnovainého stavu X. jeho vlastnost miiZeme
vztahnout na cely systém. Z tohoto diivodu u linedrniho dynamického systému
hovoifime o stabilité ¢i nestabilité¢ jako o vlastnosti tohoto systému, a ne o
vlastnosti jeho jediného rovnovazného stavu.

Jak jiz bylo dfive feCeno, u nelinearnich dynamickych systémi mohou
vystupovat mezni cykly. Pro jednoduchost budeme uvazovat autonomni
nelinearni dynamicky systém pro n = 2, tj. stavovou rovinu. Rovnovazné stavy
mohou byt obklopeny jednim i vice meznimi cykly. Uvnitf mezniho cyklu mize
vystupovat dal§i mezni cyklus nebo musi existovat rovnovazny stav, ptip. cela
oblast rovnovaznych stavii. Zikladni druhy meznich cykld s jednim
rovnovaznym stavem Xe ve stavové roviné (n=2) jsou na obr. 2.9, kde je
ukazana rovnéz jejich zjednoduSenad fyzikalni interpretace pomoci rotac¢niho
télesa a kulicky.

Nestabilni oblasti u meznich cykll na obr. 2.9a, ¢, d jsou znaCeny Sedé¢.
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‘O

-

§, S @@

Obr. 2.9 Mezni cykly ve stavoveé roving: a) stabilni s nestabilnim rovnovaznym
stavem, b) polostabilni se stabilnim rovnovaznym stavem, c) polonestabilni
S nestabilnim rovnovaznym stavem, d) nestabilni se stabilnim rovnovaznym

stavem
Piiklad 2.1
U dynamického systému
5, =17,-1, ,(0)=24=4, (2.21)
2, =-12,+2, 2,(0)=2,,=0 '

je tteba urcit rovnovazny stav a trajektorii vychazejici se zadaného pocateniho
stavu.
ReSeni:

Nejdiive ur¢ime rovnovazny stav

2,=0 2 =2 T
} =N 1} z, =[21]". (2.22)

2,=0 Zye =

Zavedeme nové stavové proménné v souladu s (2.9) — (2.11)
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X, =z -z,=2 —2,
X,=2,—2,,=2,—1
a dostaneme stavovy model dynamického systému (2.21) v jednodusSim tvaru
X =Xy, X (0) =X =2,-2=2, (2.23)
Xo ==X,  X(0) =Xy =75-1=-1
S rovhovaznym stavem
X, =[x, x,.]" =[0,0]". (2.24)
Vydélenim druhé rovnice v (2.23) prvni rovnici se dostane

dx X
dx, x,
X, (1) x (¢)

Ix2dx2 =— ledxl = %[xg]xz(t) :_%[xf]gét) —

X20
X20 X0

X () + x5 (0) = xj +x50 =
xZ(t) +x5(¢) =5, t=0. (2.25)
Stavova trajektorie pro t >0 vytvori kruznici o poloméru V5 se stiedem
v rovnovazném stavu X, =[0,0]" vnovych soufadnicich (x,x,), ptipadn& v

z,=[21]" v ptivodnich soutadnicich (z,,z,), viz obr. 2.10.

5k A x,=z,-1

Obr. 2.10 Prib¢h stavové trajektorie — priklad 2.1
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Orientaci stavové trajektorie uréime na zakladé rovnice X =X,, ze které
vyplyva, ze zpoCatecniho stavu x(0)=[2,-1]", tj. pro X,(0)=-1<0 musi
s rostoucim Casem klesat X, (t), a proto orientace stavové trajektorie vychazejici
Z pocatecniho stavu x(0) bude zprava — doleva a shora — dolu.

I kdyZz stavova trajektorie tvofi uzavienou kiivku (v nasem piipadé
kruznici), neni to mezni cyklus, protoze pro jiny pocatecni stav X(0), resp. z(0)
se dostane jind uzavfend kiivka (kruznice). Rovnovazny stav X, resp. z, je tzv.
stied, podrobné&ji viz podkap. 2.3.1.

Je zfejmé, Ze pro libovolny pocatecni stav X(0) = X, trajektorie ziistane
vzdy v ,blizkosti* jedin¢ho rovnovazného stavu X,, a proto rovnovazny stav

typu stied je globalng stabilni (ve smyslu Ljapunova). Tuto globélni vlastnost
rovnovazneho stavu lze rozsifit na cely systém, tj. dany dynamicky systém
(2.21), resp. (2.23) je globaln¢ stabilni (ve smyslu Ljapunova).

Priklad 2.2

Na obr. 2.11 je stavovy portrét nelinearniho dynamického systému
S matematickym modelem

% = =% [0 +X3)* =30 +X7) +2] =X, (2.26)
X, = =X [(X +%3)" =3(% +X;) +2]+ .

Vzhledem ke sloZitosti matematického modelu stavovy portrét vetné
orientace stavovych trajektorii byl ziskan pomoci pocitace. Je treba urcit
vlastnosti obou meznich cykll a jediného rovnovazného stavu X, .

Reseni:
Stavové trajektorie v okoli rovnovazného stavu X, se do n¢ho sbihaji, a

proto rovnovazny stav X, je lokaln¢ asymptoticky stabilni, je to tzv. ohnisko.

Stavové trajektorie se od vnitiniho mezniho cyklu vzdaluji, a proto jde o
nestabilni mezni cyklus. K vnéjSimu meznimu cyklu se z obou stran stavové
trajektorie sbihaji, a proto jde o stabilni mezni cyklus.

Dynamicky systém (2.26) bude podrobné&ji analyzovan v ptikladu 2.20.
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stabilni
mezni cyklus

>
3‘1.‘1

. 1lest'aljilni
mezni cyklus

Obr. 2.11 Stavovy portrét se dvéma meznimi cykly — ptiklad 2.2

2.2 Klasické modely nelinearnich systémiu

Jednorozmeérové nelinedrni dynamické systémy lze popsat pomoci linedrni
dynamické c¢asti vyjadiené pienosem a nelinearni statické casti vyjadiené
statickou charakteristikou, viz obr. 2.12.

__________________________

Hammersteinuv-Wieneruv model

Obr. 2.12 Zékladni klasické modely nelinearnich dynamickych systému
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Pro vysSe uvedené modely nelinearnich dynamickych systémi existuji
specidlni metody analyzy, syntézy a identifikace, které vyuzivaji nckteré
ptistupy z linearni teorie.

Napt. na obr. 2.13 je ru¢kovy meéfici pfistroj s necitlivosti a omezenim
vstupu popsany Hammersteinovym modelem. Casova konstanta T, vyjadfuje
setrvac¢nost pohybového ustroji méficiho pristroje a koeficient tlumeni &, je
nastaven na hodnotu (optimaln¢) ]/ J2=0,707.

meérena

veligina | 1 : veligina
—> Y 2.2 —
T,s°+25,T,s+1 |,

Obr. 2.13 Ruckovy méfici ptistroj s necitlivosti a omezenim vstupu vyjadieny
Hammersteinovym modelem

Podobné regulator PI s omezenim vystupu muize byt vyjadien ve tvaru
Wienerova modelu (obr. 2.14), kde Kp je zesileni regulatoru a T, je integracni
Casova konstanta.

regula¢ni akéni

odchylka 1 . velicina
: I i

Obr. 2.14 Regulator PI s omezenim vystupu vyjadieny Wienerovym modelem

2.2.1 Zakladni nelinearity

Vyjmenovat a popsat vSechny nelinearity neni mozné, protoze v podstaté
vSechny realné systémy a procesy v nich probihajici jsou nelinearni. Uvedeme si
pouze neckteré zakladni symetrické nelinearity pouzivané piedevSim
Vv klasickych matematickych modelech nelinearnich dynamickych systémii.

Necitlivost (obr. 2.15)

Necitlivost (pasmo necitlivosti) je statickda nelinearita, ktera vystupuje
témeét ve vSech realnych systémech, kde dochazi k pohybu. Byva zplsobena
suchym tfenim U ruckovych a zapisovacich pfistrojii, prekrytim u
pneumatickych a hydraulickych Soupatkovych ventild, atd.

Grafické vyjadreni nelinearity nazyvame Casto charakteristikou, napf. na
obr. 2.15 je charakteristika necitlivosti.
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k(u—a) pro u>a
y= pro ‘u‘ﬁa (2.27)

k(u+a) pro u<-a

y
_a arctg k;
arctg k, o & u

Obr. 2.15 Necitlivost

Necitlivost je popsana vztahem (2.27). Usetka [-a,a] vyjadiuje tzv.
pdsmo necitlivosti.

Tuto nelinearitu nékdy specialné zavadime z diivodu omezeni malych Sumi
a oscilaci.

Nasyceni (obr. 2.16)

Nasyceni vystupuje téméf u vSech realnych systémi. Projevuje se
omezenou (konecnou) hodnotou vystupni veli€iny. Vystupuje naptf. u
zesilovadl, pievodnikd, u zafizeni se zarazkami atd. Casto nelinearitu typu
omezeni specialn¢ zavadime na vstup meéficich a jinych pfistroji z divodu
zabranéni jejich pfetizeni a nésledného zni¢eni. Nasyceni lze vyjadfit nize
uvedenymi vztahy (2.28a) nebo (2.28b):

B
B rn u>—
pro u I,
B
y=1ku pro [ul<— (2.284)
kl
B
~-B o u<-——
pro u A
k,u pro \u\skE
y =4 ! (2.28b)
i B
Bsign(u)  pro |u[>—
kl
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y 1
B !
B 1
-— rarctg k
k hh
arctgk; | 0o B u
| ky
Loeee- ~-B

Obr. 2.16 Nasyceni

Vzhledem k dalezitosti nelinearity typu nasyceni je definovana funkce
nasyceni (saturation), viz obr. 1.6a a vztah (1.9), takze tuto nelinearitu miizeme
rovnéZ popsat vztahem

y= Bsat(l%uj. (2.28c)

Idealni (dvoupolohové) relé (obr. 2.17)

Nelinearita idedlni relé (2.29) je velmi dilezita, a to jak z teoretického, tak
I praktického hlediska (dvoupolohova regulace, fizeni v klouzavych moédech

atd.). V matematice je definovana funkci signum (znaménkovou funkci), viz
obr. 1.6b a vztah (1.10).

B pro u>0
|

(2.29a)
—-B pro u<O

y ]

B ¢/

—[ _B
Obr. 2.17 Idealnti relé

Pro hodnotu u =0 vystupni hodnota Casto nebyva definovana, viz vztah
(2.29a), a proto lze psat
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y = Bsign(u) =B . (2.29b)

u

Protoze nelinearita idedlni relé je nespojita v bod¢é u = 0, Casto se nahrazuje
spojitou nehladkou nelinearitou nasyceni

y= Bsat(zj
&

nebo spojitou hladkou nelinearitou (& je malé kladné ¢islo)

u

y=Basign(u,&) =B (2.30)

u|+ &
(asign = approximate sign).
Spojité nahrady funkce sign jsou ukazany pro & = 0,05 na obr. 2.18.

y sign(u)

asign(u, €)

A J

U

sat(u/g)

Obr. 2.18 Spojité ndhrady funkce sign

Je zteymé, Ze plati

sat(z) =sign(u), (2.31)
&0\ g
asign (u, &) =sign(u). (2.32)

Ob¢ aproximace, tj.
u .
sat(—j a asign(u, &)
£

maji pro U = 0 stejnou te¢nu se sklonem 1/¢ .
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Idealni tiipolohové relé (obr. 2.19)

Idedlni ti'ipolohové relé (2.33) je uméle vytvofena nelinearita, ktera se
pouziva v regulaci. Jednotlivé polohy pak mohou napf. znamenat: topeni —
netopeni ani nechlazeni — chlazeni, otd¢ky vlevo — stop — otacky vpravo atd.
Idedlni tiipolohové relé je vlastné idedlni (dvoupolohové) relé s pasmem
necitlivosti.

Idealni tfipolohové relé mizeme popsat jednoduchym vztahem

B pro u>a
y=40 pro [u/<a (2.33a)
-B pro u<-a
0 pro [u/<a
i (2.33b)
Bsign(u)  pro |u|>a
y ]
Blo—o—
o |
Y u
,—-{-B

Obr. 2.19 Idedlni tiipolohové relé

Vyse uvedené nelinearity jsou jednoznacné a nemaji pamét’. Jsou 1o
statické nelinearity a nejCastéji reprezentuji statickou c¢ast (charakteristiku)
Vv klasickych modelech nelinedrnich dynamickych systémii.

Nasledujici nelinearity obsahuji tzv. hysterezi. Jsou nejednozna¢né a maji
pamét’. Pravé existence paméti signalizuje, Ze nejde o Cisté statické nelinearity,
ale Ze jsou to nelinearity majici ,,uritou* dynamiku projevujici se kromé paméti
existenci derivace podle ¢asu v jejich matematickych modelech.

Priklad 2.3
Matematicky model nelinedrniho statického systému je dan rovnici
y(lyl-2)=u. (2.34)

Je tfeba explicitné analyticky 1 graficky vyjadrit zavislost vystupni veli€iny
y na vstupni veli¢in¢ u (statickou charakteristiku).
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Reseni:
Protoze v rovnici (2.34) vystupuje jednoznacna nelinearita absolutni
hodnota (obr. 2.20), je tfeba uvazovat dva pripady.

A

Iyl

Obr. 2.20 Absolutni hodnota
a) y>0=|yl=y
V tomto ptipadé€ rovnice (2.34) bude
y?—2y=u = y*-2y-u=0.
Jeji feSenti je
1+V1+u  pro ue(-1m),
- {1— Vitu  pro ue(-10],

pro interval ue(—1,0) se jedna o stabilni horni vétev, viz obr. 2.21 a pro
interval u e (—1,0] je to nestabilni ¢ast.

(2.35)

b) y<0=|yl=-y
Rovnice (2.34) pak bude
—y?=2y=u = y*+2y+u=0.
Jeji feSenti je
y—{_l+ﬂ pro ue(01), (2.36)
—1-1-u pro ue(—»l),

pro interval u € (0,1) se jedna o nestabilni Cast, a pro interval u e (—0,1) je to
stabilni spodni vétev (obr. 2.21).
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A 4

Obr. 2.21 Nelinearita typu hystereze — piiklad 2.3

Zavislosti vystupni veli¢iny y na vstupni veli¢in¢ u (2.35) a (2.36) jsou
ukazany na obr. 2.21. Plnou ¢arou jsou oznaeny stabilni Useky (vétve) a
carkovanou Carou nestabilni Gseky (vétve). Je ziejmé, ze pro hodnoty vstupni
veli¢iny u =+1 dochazi ke skokovym zméndm z jedné stabilni vétve na druhou.
Napt. pfi periodickém priibéhu vstupni veli¢iny u s amplitudou vétsi nez 1 se
vytvoii uzaviena smycka tzv. hystereze obsahujici nestabilni tsek.

V rozmezi vstupni veli¢iny u € (—11) hodnota vystupni veli¢iny y zavisi na
jeji predchozi hodnoté, tj. na jeji historii. Dochazi zde k uréitému rozporu —
systém je staticky, ale m4a pamét. V okoli hodnot vstupni veliCiny u==1
hodnota vystupni veli¢iny Yy zavisi nejenom na jeji historii, ale 1 na jeji Casove
zméng, tj. dy/de, ptip. du/d¢. Znovu je zde uréity rozpor — systém je staticky,
ale pro urcité hodnoty vstupni veli¢iny jeho vlastnosti zavisi na derivaci dy/dz,
piip. du/dr (existence ¢asovych derivaci je vlastnost dynamickych systému).

Vidime, Ze ,,dynamika* se projevuje pouze tam, kde staticka charakteristika
systému je nejednoznacnad.

Velkym problémem je, Ze existuje mnoho druhil hysterezi s nejriiznéjSimi
vlastnostmi, které jsou popisovany matematickymi modely s rliznou strukturou a
slozitosti.

VétSina autorit hysterezi zahrnuje mezi statické charakteristiky, ale

vhodnéjsi je hovortit 0 nelinearité typu hystereze (nelinearita s hysterezi).

Dvoupolohové relé s hysterezi (obr. 2.22)

Matematicky model (dvoupolohového) relé s hysterezi (2.37) je neuplny
model, ktery popisuje jeho vlastnosti napt. pro harmonicky vstup. VétSinou jde o
umeéle vytvorenou nelinearitu, ktera ma Siroké pouziti v regulaci a pti praktické
realizaci fizeni v klouzavém madu.
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B pro u>aaAu>0
-B ro u<aau>0
y= P ne (2.37)
B pro u>-aau<0
-B pro u<-aau<0
yt
B < <>
-a a u
::_B >

Obr. 2.22 Dvoupolohové relé s hysterezi

Je zajimavé, ze relé s hysterezi mlze byt vytvofeno zpétnovazebnim
zapojenim statickych jednoznaénych nelinearit, viz obr. 2.24 a v podkapitole
2.2.2. v prikladé 2.6.

Tripolohové relé s hysterezi (obr. 2.23)

Rovnéz tato nelinearita je uméle vytvofena. Ma pouziti v regulacnich
obvodech, predevS§im v klimatizaCnich zafizenich, servomechanismech atd. Jeji
matematicky model (2.38) je také nelplny a popisuje jeji vlastnosti napi. pro
harmonicky vstup.

pro u>a, Au>0
0 pro —a <u<a,Au>0
y- -B pro u<—a, AU>0 (2.38)
B pro u>a AUu<0
0 pro —a,<u<a AuU<0
-B pro u<-a, Au<0
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yA
B -1 <>
Y A
-4, —4
a a, u
A 4 A
<p—1p ---| = B

A
u u B — y
@ (e
—1-B
Bz a )
B

Obr. 2.24 Realizace dvoupolohového relé s hysterezi pomoci kladné zpétné
vazby

Realizace ttipolohového relé s hysterezi pomoci kladné zpétné vazby je na
obr. 2.25.

|
l
i

A

Obr. 2.25 Realizace ttipolohového relé s hysterezi pomoci kladné zpétné vazby
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Viile (obr. 2.26)

Nelinearita vitle vystupuje v nejriiznéjSich mechanismech, kde jedna ¢ast
predava pohyb jiné casti. Jsou to predevSim ozubené a pakové pievody,
kloubové mechanismy atd.

Nelinearita vile je zvlastni typ nelinearity, jejiz vlastnosti vystihuje obr.
2.26b a Castecné 1 netplny matematicky model (2.39).

k,(u-a) pro u>0
y =1 konst pro u—kl <aAu=0 (2.39)
1
k,(u+a) pro u<0
a) y1 b)
>
"
_a/ arctg Ifl

[«B)
=
(@]
—+
(@)
~
il
o
Q
CV

Obr. 2.26 Nelinearita vile: a) charakteristika, b) interpretace

Realizace hystereze nelinearity viile je na obr. 2.27, ze kterého je rovnéz
zfejma jeji dynamika. Sklon obou vétvi je ki a ks je veliké ¢islo (k, >>1).

A
u —a ky ky ) R
—» » / 2 > S >

Obr. 2.27 Realizace nelinearity ville pomoci zaporné zpétné vazby

Jak jiz bylo teCeno v piikladu 2.3, existuje mnoho riznych hysterezi.
U nékterych dochéazi k nespojitostem (napt. obr. 2.21, 2.22, 2.23), ale vétSina
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hysterezi nespojitosti neobsahuje. Dulezité je, Ze hystereze vytvaii uzavienou
smyCku, kterd nezmizi ani pfi velmi malych kmitoctech vstupni periodické
veliiny. S hysterezi se setkavame u kaidého redalného systéemu, stejné jako
S necitlivosti a nasycenim.

2.2.2 Zakladni zapojeni statickych nelinearit

Pii analyze a syntéze zdkladnich zapojeni statickych jednoznacnych
nelinearit se pouzivaji jak analytické, tak i1 grafické metody.

U analytickych metod se ptedpoklada, ze statické nelinearity jsou
jednoznacné a prosté, tj. musi platit

u #u, < f(u)=f(u,). (2.40)
U grafickych metod se z ditvodu jednoduchosti vétSinou piedpoklada, Ze
nelinearity jsou liché, tj.
—f(—u)=~f(u), (2.41)
a proto pifi konstrukci vysledné statické nelinearity lze uvaZovat u kazdé
nelinearity pouze jeji polovinu v prvnim kvadrantu.
Paralelni zapojeni

Pro paralelni zapojeni tfi nelinearit v souladu s obr. 2.28a plati

y=fU) =y +y,—ys = f,(u)+ f,(u)— f5(u). (2.42)
a) b)
y A
Yi: Y2, Y3 | | Y= fl(u)
J ot ) —yll ]
i o f2(U) Y2 |
o f2(U) Ys :

Obr. 2.28 Paralelni zapojeni statickych nelinearit: a) blokové schéma,
b) konstrukce vysledné statické nelinearity

Ze vztahu (2.42) vyplyva pfimo grafickd konstrukce vysledné statické
nelinearity (obr. 2.28b). Pro zvolenou hodnotu vstupni veli€iny U secteme
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poradnice y,, Y, a Y, Suvazovanim prislusSnych znamének u souctového uzlu a

dostaneme tak vyslednou hodnotu y. Je zfejmé, Ze uvedena metoda muze byt
pouzita pro libovolny pocet statickych nelinearit.

Priklad 2.4
Je dana staticka nelinearita
u
y, = f,(u) e (2.43)

a je tfeba navrhnout vhodnou paralelni statickou nelinearitu y, = f,(u) tak, aby
vysledna staticka nelinearita byla linearni se sklonem 2, tj. y= f(u)=2u.

y=f(u)=2u. (2.44)
Reseni:
Pro paralelni zapojeni nelinearit 1ze psat

Y=Y11+Y, = Y, =Y=-Y =

y, =ou_ " _2u%+u
2 u+l  u+1
2u? +u
=f,(u)= ) 2.45
y, = f,(u) 1 (2.45)

Je zteymé, Ze plati

u 2u’+u
—+ =
u+1l u+1l

Y=¥1t+Y,= 2u,

a proto zadani bylo splnéno.

Sériové zapojeni

Pro sériové zapojeni tii jednoznacnych statickych nelinearit v souladu
S obr. 2.29a lze psat

y="F(¥.), v.=1(y) =1 ()
y=fo{f,[ )] (2.46)
Sestrojeni vysledné statické nelinearity je zfejmé zobr. 2.29b. Pro
zvolenou hodnotu vstupni veli€iny U postupné ur¢ime hodnoty vy,, y, a
odpovidajici hodnotu Y. Pfi vét§im poctu nelinearit sestrojime nejdiive diléi

vysledné nelinearity a pak teprve vyslednou statickou nelinearitu. Pfi mensim
poctu nez 3 zastoupime nelinearitu linearni zavislosti, napt. druhou nelinearitu

Yo=Y
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a)

— fl(u)

y
‘ﬁ» (v,) “—»

‘y_l' f,(y,)

b)
y = f3(y,)

A

Y,

Y, = f,(y;)

Obr. 2.29 Sériové zapojeni statickych nelinearit: a) blokové schéma,
b) konstrukce vysledné statické nelinearity

Priklad 2.5

Pro statickou nelinearitu (2.43) z piikladu 2.4, tj. yl:L1 je tieba
u+

navrhnout sériovou statickou nelinearitu y= f,(y,), kterd zajisti vyslednou
linearni statickou charakteristiku (2.44), tj. y=2u.

Reseni:
V souladu se vztahem (2.46) mizeme psat
y= fz(Y1) = fz[fl(u)]-
Zvolime-li

fz(yl) =2 flil(yl) , U= fl_l(yl)
kde

f ()= v _yly
1
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je inverzni funkce (funkce f, je prosta, Ize tedy k ni vytvofit funkci inverzni),
pak dostaneme

2y
= f =71 2.47
y="Tn)=1" V. (2.47)
Snadno se presvéd¢ime, ze plati
2 L .
y= fz[fl(u)]— ut =2u
1—- =
u+l

Zpétnovazebni zapojeni

Pro zpétnovazebni zapojeni statickych nelinearit v souladu s obr. 2.30a lze

psat
u=uFfy =
u=uty = fl_l(Y)i f,(y)= f(y) = (2.48)
y=f(u)

Vztahy (2.48) ukazuji na postup fteSeni zpctnovazebniho zapojeni, tj.
nejdiive se uréi zavislost u = f *(y) a pak teprve y = f (u).

Konstrukce vysledné statické nelinearity pro zapornou zpétnou vazbu je
ukazana na obr. 2.30b. Nejdfive se vykresli nelinearita pfimé vétve y = f,(u,) a

inverzni nelinearita zpétnovazebni vétve y= f,"(y,) a pro zvolenou hodnotu
vysledné veliCiny y secteme useky U,, Yy, a dostaneme odpovidajici hodnotu
vstupni veli¢iny U (U =U, + Y, pro zapornou zpétnou vazbu).

Obr. 2.30 Zpétnovazebni zapojeni statickych nelinearit: a) blokové schéma,
b) konstrukce vysledné statické nelinearity pro zapornou zpétnou vazbu

Priklad 2.6

Je tieba ukazat, ze zapojeni s kladnou zpétnou vazbou na obr. 2.24 a 2.25
skute¢né realizuje dvoupolohové a tiipolohové relé s hysterezi obr. 2.22 a 2.23.
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Reseni:

Vzhledem k tomu, ze obé reléové nelinearity se skladaji z pfimkovych
usekt a kladna zpétnd vazba je linearni, konstrukce vyslednych nelinearit je
velmi snadna (staci vzdy urcit 1 bod, napt. pro y =B a uvédomit si, Ze v prvém
ptipadé u, =0, ve druhém piipadé¢ u, =ta, a vyuzit sttedovou symetrii), viz
obr. 2.31. Nestabilni useky reléovych nelinearit s hysterezi jsou ¢arkované.

a) \ b) B
y B y 4 L 1
/ Y=—Wn 1 a, —a
a
B \ BT
\
\ A vy \ A
\ \
. a, —ay \ .
-a ' la  uu,y, \ "
) ) a a
\\ vy \ A 1 2 U,Ul,yl,
 / \ \\
| -B

Obr. 2.31 Konstrukce reléovych nelinearit s hysterezi: a) dvoupolohové relé,
b) ttipolohové relé

Zapojeni se zapornou zpétnou vazbou lze pouzit pro realizaci inverzni
statické nelinearity, viz obr. 2.32.

v

—’®—’ K,

Y1
f(y) ‘F——

Obr. 2.32 Blokové schéma se zapornou zpétnou vazbou pro realizaci inverzni
funkce

V souladu s obr. 2.32 a vztahy (2.48) mizZeme psat
u=u-y, =

1
U=w+w=?y+ﬂw

1

Pro k, — oo dostaneme
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kly_)O:>sz(y):> yzf_l(U). (2-49)
1

Obdrzeli jsme diilezitou vlastnost zaporné zpétné vazby — pii dostatecné
vysoké hodnoté koeficientu pienosu (zesileni) K, vV piimé vétvi zapojeni se
zdpornou zpétnou vazbou realizuje inverzi zpétné vazby.

Zapojeni na obr. 2.32 bylo pouzito pfi vykresleni funkce (2.34), viz obr.

2.21. Protoze inverzni funkce je nejednoznacna, vznikla hystereze. Bylo pouzito
zpétnovazebni zapojeni na obr. 2.33 pro parametry k; =100 a T, =0,1s. Vstupni

veli¢ina méla harmonicky pribéh s amplitudou 4.

Céarkované je na obr. 2.33 oznafend mal4 setrvacnost feSici problém
»algebraické smycky* pii Cislicové simulaci. Tato setrvacnost pii analyze
zapojeni nemusi byt uvazovana.

—>®—> k, —>§ ——
v Ts+1

[ 4 H y(y|-2) L

Obr. 2.33 Realizace inverzni funkce (2.34)

Zapojeni se zapornou zpétnou vazbou lze rovnéZz s vyhodou pouZzit
K linearizaci i velmi silné nelinearity, ktera mtze byt i s hysterezi.

y
R ol TS .

l_?\—
\ 4

Obr. 2.34 Linearizace nelinearity pomoci zaporné zpétné vazby

Na zaklad¢ obr. 2.34 a vztahti (2.48) mizeme psat
u=u-y =

1.
U=y +y=:~f H(y)+y.

1

Pro k; — oo dostaneme
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klf‘l(y)—>0 =SUry =>y~U. (2.50)

1

Obdrzeli jsme ocekavany vysledek. Zapornd zpétna vazba je jednotkova, a
proto jeji inverze je rovnéz jednotka.

Piiklad 2.7
Je tfeba linearizovat nelinearitu viile s parametry uvedenymi na obr. 2.35b.
a) b) y ﬂu
u Uy A X a y

ko= Ts+1 Zﬁ» g —a/ 45°
________ 0 /a X

a=05

Obr. 2.35 Linearizace: a) blokové schéma zpétnovazebniho zapojeni,
b) linearizovana nelinearita

Reseni:

Pro linearizaci bylo pouzito blokové schéma na obr. 2.35a pro k; =100 a
T, =0,1s. Pfi harmonické vstupni veli¢in¢ s amplitudou 2 byla ziskana témet
linedrni zavislost, viz obr. 2.36, kde je soucasné zobrazena 1 plivodni nelinearita.

Mala setrvacnost (oznacena carkované na obr. 2.35a) je pouzita pro odstranéni
problému ,,algebraickd smycka®.

y A
2r L
po linearizaci

Ity pred linearizaci

|
2
1
—
—_
2
=
A 4

Obr. 2.36 Vysledek linearizace piiklad 2.7
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Nekdy je tfeba blokové schéma s nelinearitou upravit. Protoze neplati
princip linearity (superpozice), nelze pouzit postupy zndmé z lineérni teorie. Na
obr. 2.37 je ukazano ptesunuti informacniho uzlu pted nelinearitu a na obr. 2.38
za nelinearitu. V tomto piipadé zddvodu existence inverze f'(y) se

predpoklada, ze funkce f(u) je prosta.

y
u*_’ = ] ) [

fu) [—2

\ 4

\ 4

Obr. 2.37 Pfesunuti informacniho uzlu pfed nelinearitu

]

— fu [— = —f fQ)

v

u
ol

Obr. 2.38 Presunuti informac¢niho uzlu za nelinearitu

V piipadé€, Ze regulovana soustava je popsana ve tvaru Hammersteinova
nebo Wienerova modelu (obr. 2.12), pak za piedpokladu, ze linearni dynamicka
Cast je popsana pienosem Gg(S) a nelinearni staticka ¢ast prostou funkei f, je

mozné vyuzit vlastnosti inverzni funkce f ™, viz obr. 2.39.

U

—f i) [ 2

fu) —» U.=fIf Wl=u=u,=u

L,H f(u) ™ Fw) 22 u,= ff(u)]=u = u,=u

— —

Obr. 2.39 Sériové zapojeni prosté funkce f a jeji inverze f '
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Napf. pro soustavu s Hammersteinovym modelem lze pouzit schéma na
obr. 2.40.

Hammersteinliv model soustavy

—W>§>—e. Gg(s) _u.” f(u) l.|ff(u1) |—ui> Gs(s)\ y=
< ~ )

Obr. 2.40 Regulacni obvod se soustavou popsanou Hammersteinovym modelem
Z obr. 2.40 je zteyjmé, Ze pro volbu reguldtoru a jeho sefizeni lze pouzit
libovolnou metodu z linearni teorie, protoze plati
Y(s) _ Gq(s)Gs(s)
W(s) 1+Gz(s)Gs(s)

V ptipadé¢ Wienerova modelu soustavy je mozné pouZzit schéma
regula¢niho obvodu na obr. 2.41.

Wieneritv model soustavy

N
- I

_W_.H £ (w) Gy (3) ! Gs (s) Yo f(y,) i_y_,
< fl(y)\

Obr. 2.41 Regulaéni obvod se soustavou popsanou Wienerovym modelem

y

Protoze plati y,(t)=Y,(t), viz obr. 2.39, Ize pro regula¢ni obvod na obr.
2.41 psat

Y,(s)  Gg(s)Gs(s)
W,(s) 1+Gg(s)Gs(s)’

tj. 1 v tomto piipadé lze pro volbu regulatoru a jeho sefizeni pouzit libovolnou
metodu pro linedrni regulacni obvody. Samoziejmé je tfeba jesté zajistit, aby
y(t) — w(t) vhodnou nelinearitou

w, = f(w),
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ktera muze byt vyjadiena napi. ve tvaru grafu nebo tabulky, podle kterého
operator nastavi v zavislosti na zadané hodnoté w(t) hodnotu w;(t).

Je zteymé, Ze pro Hammersteiniiv — Wienertiv model se pouzije kombinace
obou piistupd.

Pro konvencni regulatory s omezenim vystupu se Casto pouziva Wieneriv
model, viz napt. obr. 2.14. Pokud regulator obsahuje integracni slozku,
nelinearita typu nasyceni (obr. 2.16) zplsobuje pokracovani integrace i pfi
dosazeni nasyceni, tzv. windup, ktery nejenom podstatné¢ zhorSuje kvalitu
regulace, ale mize byt pfi¢inou 1 nestability.

Podstatného sniZeni pokracujici integrace l1ze dosdhnout opatienim, které se
nazyva antiwindup. Nejcastéji pouzivané opatfeni proti pokracujici integraci je
ukazano na obr. 2.42.

e 1 U, u B 1.,
T,s ' —B L
! O Uy

a

v

—||H

Obr. 2.42 Regulator I s opatfenim antiwindup

Na obr. 2.42 T, je integra¢ni Casova konstanta a 1/T, — konstanta. Pro
regulator [ s opatfenim antiwindup plati

ul(s)=TiS{E(s)—Ti[u1(s)—U(s)]} =

Uy(8) === E(s)+ - U(s).

T,T;s+1 T,T;s+1
Z téchto vztahi vyplyva, Ze
—E S ro u(t)<B
Ts (s) pro  |uy(t)
U,(s) = T 1
—2 F(s)+——U(s ro u(t)>B
T.T,s+1 () T.T,s+1 () pro |u(V)

tj. pro |u,(t)| < B se regulator chova jako integra¢ni a pro |u, (t)| > B se integrator

zméni na proporcionalni ¢len se setrvacnosti 1. fadu.
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Funkce opatieni antiwindup podstatné snizi ptfekroceni mezni hodnoty
nasyceni. Nazorné to ukazuje obr. 2.43, kde byly pouzity hodnoty T, =1s a

T, =0,2s. Pribéh regulacni odchylky byl obdélnikovy s periodou 5 s.
Regulator PID s opatfenim antiwindup je na obr. 2.44.

25 :

| s opatienim
antiwindup

(&)

u,(0) } bez opatieni

15| u(f) J antiwindup

» TS
€ K 1
R e T,s
1
Ta

Obr. 2.44 Regulator PID s opatfenim antiwindup

2.3 Analyza nelinearnich dynamickych systémiu

v

V podkapitole 2.1 byly popsény zakladni vlastnosti nelinedrnich
dynamickych systémii. Nyni se budeme vénovat podrobnéji nelinedrnim
autonomnim, tj. nebuzenym t-invariatnim systémim, jejichZ obecné (stavové)

sloZzkové vyjadieni ma tvar



64 2 Matematické modely nelinedrnich systémii

X = (X, X000, %), X,(0) = Xy,
Xy = o (X Xa0e e Xp),s X,(0) = Xy, (2.51)
Xo = o (%, X500 X0), X (0) = Xqo-

Velmi vyhodny je tvar, ve kterém kazda stavova slozka je derivaci
predchozi slozky, tj.

X =Xy, X (0) = X,
X, = X3, X,(0) = Xy, (2.52)
X, = F (X, %500, %), X, (0) = X,

V tomto piipad¢ stav X se nazyva fdze a vSude misto pojmu stavovy se
pouziva pojem fazovy, napt. fazovy model, fazovy prostor, fazova trajektorie
atd. Pojem stav je obecnéj$i neZ pojem faze, tj. kazda faze je stavem, ale opacné
to neplati. N&kdy, pfedev§Sim v matematické literatufe, pojmy stav a faze se
nerozlisuji.

Vyhodou fazového vyjadreni je snadné urceni orientace fazové trajektorie
predevSim pro n =2 a napf. u mechanickych systémi interpretace fazovych
slozek: X —poloha, X —rychlost, X — zrychleni, X — ryv.

Ptfevedeni (transformace) stavového vyjadieni na fazové vyjadieni nemusi
byt jednoduché a vzdy mozne.

Piiklad 2.8
Nelinearni dynamicky systém je popsan stavovym modelem
2,=17,+1,, 2,(0) = z,,,
, s (2.53)
2,=1; +1;, 2,(0) = 2y,
ktery je tfeba prevést na fazovy model.
ReSeni:
Zvolime napf.
X\ =2, X=X =2 = X =X+Z, = Z,=X—X%
a dostaneme
X1 =Xo, X (0) =X = 249, (2.54)

- 2 3
Xy =X, + (X =X)" + X5, X5(0) = Xpg = 23 + Zy,.

Uspésnost pievedeni stavového modelu na fizovy model zavisi na jeho
slozitosti a na vhodné volbé novych stavovych slozek (proménnych).



2 Matematické modely nelinearnich systémii 65

Piiklad 2.9
Dynamicky systém je popsan nelinearni diferencidlni rovnici n-tého fadu

72 =1f(z,2,7,...,2"),

(2.55)
2(0) = 2,,2(0) = 2,,..., 2" P (0) = " ™.
Dany model je tieba vyjadrit fazove.
Reseni:
Zvolime
X =2,%=%=2,.,%=X_,=2""
a dostaneme
X =X, X, (0) = X0 = 2,
X, = X, X, (0) = Xy = 2y,
2 . 3 2 . 20 = %o (2.56)
X = F (X, %00 X)), X (0) =X =2,

2.3.1 Analyza ve stavové a fazové roviné

Metoda stavové nebo fazové roviny dovoluje analyzovat vlastnosti
dynamickych systémt popsanych soustavou dvou diferencialnich rovnic 1. fadu

?.(1 = f,(%, %), ¥, (0) = Xy, (2.57)
X, = £,(%, %), X, (0) = Xy,

ptipadné diferencialni rovnici 2. fadu
Z=1(z,2), z(0)=z,,12(0) =2, (2.58)

kterou lze vzdy pfimo zapsat fazové (viz priklad 2.9), tj. pro X, =2,X, =X =2
se dostane

Xl = XZ’ Xl(o) = XlO - ZO’ (2 59)
X, = f(%,%,), X, (0) =X, = 2,.

Je ziejmé, Ze fazové vyjadieni (2.59) je specialnim ptipadem stavového
vyjadreni (2.57) pro f (X, X,) =X,.

Stavovou trajektorii  X(t) =[x, (t), X, ()]" pro 0<t<oco miZeme ziskat
slozkov¢ feSenim soustavy rovnic (2.57) a obdrzime parametrické feSeni

X =% (t), X, =X,(t) (2.60)

S parametrem t.
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Eliminaci parametru (Casu) t ziskame rovnici stavové trajektorie
X =X%,(%). (2.61)

Rovnici stavové trajektorie (2.61) mizeme Casto ziskat ptimo. Vyd¢lenim
druhé rovnice prvni rovnici v (2.57) se dostane diferencialni rovnice 1. fadu
stavové trajektorie

dx,  f(x,X%)

= , (2.62)
dx,  f(%, %)

protoze
dx, . dx,
Tdtt Tt dt
Resenim diferencialni rovnice (2.62) se obdrzi pfimo rovnice stavové
trajektorie (2.61) pro dany pocatedni stav X(0) = X, =[X,y, X,,]" . BohuZel tato

X

diferencialni rovnice byva cCasto siln¢ nelinearni a jeji analytické feSeni nelze
vzdy snadno uréit. Casto pro posouzeni vlastnosti dynamickych systémi 2. fadu
dobte poslouzi piiblizny pribéh stavové (fazové) trajektorie ziskany rucnim
nacrtem.

Z diferencialni rovnice (2.62) na zdklad¢ jeji pravé strany lze pro kazdy
bod X =[x, X,]" ziskat smérnici teény stavové trajektorie (ktera timto bodem
prochazi). Te¢na v daném bod¢ se znazorni kratkou useckou se sklonem a (obr.
2.45) s ptipadnou orientaci. Pokud se tyto te¢ny (isecky) uréi pro celou sit’ bodu

Vv definicni oblasti pravé strany diferencidlni rovnice (2.62), tak se obdrzi jeji
smérové pole.

Rucéni ziskani smérového pole je pracné. Nekteré grafické kalkulacky maji
tuto funkci zabudovanou jako slope (direction, vector) field. Pro zadany
pocatecni stav lze pritbéh stavové trajektorie (v matematice se pouzivd pojem
integralni kiivka) pfiblizné nacrtnout.

A
Xy
(04
Ko frroo X = [ T
0 X Xy

Obr. 2.45 Usecka reprezentujici teénu stavové trajektorie v bodé X =[x, X,]"
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Pro ruéni vykresleni stavové (fazové) trajektorie nebo stavového
(fazového) portrétu je znacn¢ vyhodnéjsi metoda izoklin. Izoklina je
geometrické misto bodt, v nichz te¢ny stavovych trajektorii maji stejny sklon.

Rovnici izoklin ziskdme z diferencialni rovnice stavové trajektorie (2.62)
pro konstantni sklon, tj. pro konstantni smérnici tecny stavové trajektorie

22 —tga.,

D -9

g, = 20uXe) (2.63)
fl(xl’XZ)

X, =f(x,10¢,). (2.64)

Z rovnice izoklin (2.64) pro dany uhel sklonu te¢ny stavové trajektorie o;
nebo jeji smérnice tga; se dostane odpovidajici i1zoklina. Izokliny se mohou

protinat pouze v singuldarnich bodech, tj. v rovnhovaZnych stavech.

Podobné jako u smérového pole pro danou izoklinu sklony tecen
znazornime kratkymi iseCkami s pfipadnou orientaci.

Pii sestrojovani prub&hu stavové (fazové) trajektorie nebo stavového
(fazového) portrétu metodou izoklin postupujeme tak, Ze v defini€ni oblasti
funkei (X, X,) a f,(x,X,) ur¢ime hlavni izokliny, pro které¢ % =0 a X, =0,
tj. pro které je nulova zména v ¢ase pro Xi a Xo:

(%) =0 = %, = fi5(x), (2.65)
fo(%, %) =0 = X, = f,0(x,). (2.66)
Je zfeymé, Ze 1zoklina (2.65) urcuje te€ny kolmé na osu X, (nulova rychlost

X, =0) a izoklina (2.66) urcuje zase tecny kolmé na osu X, (nulova rychlost
X, =0), viz obr. 2.46.

Priisecik hlavnich izoklin (2.65) a (2.66) urCuje rovnovazny stav (obecné
nemusi existovat).

Izoklina (2.65) rozdéluje orientaci (smér) stavovych trajektorii zleva —
doprava a naopak, t.

f(X,%)>0 = Xlz%>0, At>0 = Ax, >0. (2.67)

Casovy piirastek At musi byt vzdy kladny, ¢as nelze vratit, a proto
orientace stavovych trajektorii bude zleva — doprava.

Podobné pro
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f(X,%,)<0 = Xlz%< 0, At>0 = Ax; <0 (2.68)

je orientace stavovych trajektorii je zprava — doleva.

X2
X, = f10(X)
(Xl = 0)
0 ) S_ %
X, = T50(X)
(Xz =0)

Obr. 2.46 Hlavni izokliny pro %, =0a X, =0

Izoklina (2.66) rozdéluje orientaci stavovych trajektorii shora — doll a
naopak, tj. pro

f,(X,%)>0 = Xzz%>0, At>0 = Ax, >0 (2.69)

je orientace stavovych trajektorii je zdola — nahoru.
Podobné¢ pro

f,(%, %) <0 = X, z%<0, At>0 = Ax, <0 (2.70)

je orientace stavovych trajektorii je shora — dolii.
Pro fazové vyjadieni modelu dynamického systému
X =X,
X, = F,(%,%,)

rovnice (2.65) ma jednoduchy tvar X, =0. V tomto pfipadé plati jednoduché

(2.71)

pravidlo: v horni poloroviné fazové roviny (X, =X >0) orientace fazovych
trajektorii je zleva — doprava a v dolni poloroviné (X, = X, <0) zprava — doleva.

Fazové trajektorie, na rozdil od stavovych trajektorii, v reguldarnich bodech
protinaji osu X, vidy pod pravym uhlem (kolmo). Pouze v rovnovazZnych
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stavech, tj. singuldarnich bodech, mohou osu X, protinat pod libovolnym
tthlem. U fazového vyjadieni (2.71) rovnovainé stavy vidy leZi na ose X,
(pokud existuji).

Protoze pro blizké okoli rovnovaznych stavii vlastnosti nelinedrniho
dynamického systému popisuji pfiblizné odpovidajici vlastnosti linearizovaného
dynamického systému v téchto rovnovaznych stavech, Ize pro klasifikaci

rovnovaznych stavll nelinedrniho dynamického systému pouzit klasifikaci
rovnovaznych stavl linearniho dynamického systému.

Uvazujme nelinearni dynamicky systém [viz (2.57)]

?'(1 = f,(X0, %,), X,(0) = X, (2.72)
X, = fz(Xl,Xz), Xz(o)zxzo’
S TOVNOVAZNYmi stavy X =[Xi, Xoe 15 1 =1,2,...

Linearizujeme nelinearni dynamicky systém v rovnovaznych stavech X, a
dostaneme

A¥ a b AX

_ , (2.73a)
AX, c dj [Ax
el
resp.
AX = AxeiAX’ (2.73b)
kde
AX, =X, — Xy AX =X,
1 1 lei .1 -1 (2730)
AXy = Xp = Xoein A%, =X,
G| IO Y - A R
OXy|, | OXy, 0%, |,
el el el el (2.73d)

Vlastnosti rovnovazn¢ho stavu X, linearizovan¢ho nelinearniho

dynamického systému jsou dany jeho dvéma poly s, a S,, tj. kofeny
charakteristického mnohoclenu

s—a -b

N;(s) =det(sl - A, )= d‘z(s—a)(s—d)—cb:

(2.74)

= (S - S1)(5 - Sz)-



70

2 Matematické modely nelinedarnich systémii

Jsou mozné tyto ptipady:

a)

b)

d)

Oba poly jsou realné zaporné —> rovnovazny stav je asymptoticky
stabilni uzel. Stavové trajektorie se nespiralovité blizi k rovnovaznému
stavu (obr. 2.47a).

Oba pdly jsou redlné kladné = rovnovazny stav je nestabilni uzel.

Stavové trajektorie se nespiralovité vzdaluji od rovnovazného stavu
(obr. 2.47D).

Oba poly jsou redlné, jeden je zaporny a druhy kladny = rovnovazny
stav je mestabilni sedlo. Stavové trajektoriec se nejdiive blizi
k rovnovaznému stavu a pak se od néj vzdaluji (obr. 2.47c).

Oba poly jsou komplexni se zdpornou realnou ¢asti = rovnovazny stav
je asymptoticky stabilni ohnisko. Stavové trajektorie se spiralovité blizi
K rovnovaznému stavu (obr. 2.47d).

Oba poly jsou komplexni s kladnou realnou ¢asti = rovnovazny stav je
nestabilni ohnisko. Stavoveé trajektorie se spirdlovité vzdaluji
od rovnovazného stavu (obr. 2.47¢).

Oba podly jsou ryze imaginarni = rovnovazny stav je stabilni sti‘ed.
Stavove trajektorie tvoii uzaviené kiivky okolo rovnovazného stavu.
Tyto kiivky zavisi na po¢ate¢nich stavech (obr. 2.47f).

Vyse uvedené piipady jsou nesingularni a jsou z praktického hlediska
dalezité, protoze jednoznaéné urcuji vlastnosti daného rovnovazného stavu. Pro
uplnost si uvedeme zdkladni singularni ptipady:

9)

h)

Jeden pdl je redlny zaporny a druhy je nulovy = rovnovazny stav je
degenerovany stabilni uzel. V tomto piipad€¢ rovnovazny stav neni
jediny bod, ale je tvoien nekonecné¢ mnoha body, které tvoii piimku
(teckovana Céra na obr. 2.48g), ke které se sbihaji stavové trajektorie.

Jeden pol je redlny kladny a druhy je nulovy = rovnovazny stav je
degenerovany nestabilni uzel. \/ tomto ptipadé¢ rovnovazny stav neni
jediny bod, ale je tvofen nekonecné mnoha body, které tvoii piimku
(teCkovana ¢ara na obr. 2.48h), od které¢ se stavové trajektorie vzdaluji.

Oba pdly jsou nulové = rovnovazny stav je degenerovany uzel.
V tomto piipad€ rovnovazny stav je rovnéz tvofen nekoneéné¢ mnoha
body, které tvoii piimku (teCkovand Cara na obr. 2.481i). Stavové
trajektorie probihaji paralelné s touto pfimkou, ale na jejich opacnych
stranach maji opacnou orientaci. Pro po¢atecni stavy nachéazejici se na
této pfimce, stavové trajektorie tuto primku neopusti.

Z vySe uvedeného a z obou obr. 2.47 a 2.48 vyplyva, ze pokud poly
dynamického systému pro n =2 jsou redlné, pak rovnovazny stav je nestabilni
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sedlo, stabilni nebo nestabilni uzel, ktery v ptipadé nulového jednoho nebo obou
pola muze byt degenerovany.
Jsou-li poly komplexni (vzdy musi byt komplexné sdruzené), pak

rovnovazny stav je stabilni nebo nestabilni ohnisko a v pfipad¢ nulové reélné
Casti rovnovazny stav je stabilni stied.

a)

Im 4 @

[

S, S, Re

Asymptoticky stabilni uzel X,

b)

Im 4 @

S1 S, Re

/)

Nestabilni uzel X

Xei
) Im 4 © \>// d Im4 O :
5, X
s, |s, Re 5 x Re
2\

Nestabilni sedlo X

Asymptoticky stabilni ohnisko

€ Im 4 @ ) ) Ima @
xSl S

Iie Re=
X S, S,

Nestabilni ohnisko

Stabilni stied

Obr. 2.47 Poloha dvojice polu linearizovaného dynamického systému a
odpovidajici pribéhy stavovych trajektorii (nesinguldrni piipady)

Priklad 2.10

Matematicky model linearniho dynamického systému ma ve fazovém

vyjadieni tvar

XZ - _Xl.

(2.75)
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Je tfeba urcit smérové pole pro —3<x <3, —3<X, <3 a izokliny pro
—T<a<T.

g) Im 4 @ \\ h)

S; S Re= \4 N

Degenerovany stabilni uzel Degenerovany nestabilni uzel
D Im 4 @
s, Re

Degenerovany uzel

Obr. 2.48 Poloha polu linearizovaného dynamického systému a odpovidajici
prubéhy stavovych trajektorii (singularni ptipady)

Reseni:
Vydé€lenim druhé rovnice prvni rovnici (2.75) se ziska diferencialni rovnice
fazovych trajektorii
dx X
—2=-"1 (2.76)
dx, X,
Jejim feSenim [viz piiklad 2.1, vztah (2.25)] pro pocate¢ni stav
Xy =[X0, X,0]" ziskame rovnici stavové trajektorie
X+ X2 = Xiy + Xy (2.77)

Je to kruznice se sttedem v poc¢atku soufadnic a polomérem

X+ X5 (2.78)

Pro kazdy pocatecni stav Xo dostaneme uzavienou kiivku — kruznici, jejiz
polomér (2.78) je dan timto pocateCnim stavem. Rovnovazny stav je stabilni
stted. ProtoZe jde o fazové vyjadreni, orientace fazové trajektorie je zieyma, tj.
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ve sméru pohybu hodinovych ruci¢ek (horni polorovina zleva-doprava, dolni
polorovina zprava-doleva).
Smérové pole

Pro urCeni smérového pole sestavime tabulku (tab. 2.1) a pro kazdy bod
X =[x, X,]" skrokem 1 vypocteme na zéklad& (2.76) hodnotu dx,/dx, =tge,

kde a je thel sklonu tecny fazové trajektorie a tga — smérnice teny (viz obr.
2.49).

Smérové pole s fazovou trajektorii pro X, =[2,~1]" je na obr. 2.49.

Tab. 2.1 Hodnoty smérnic tga — ptiklad 2.10

Xl
-3 -2 -1 0 1 2 3
X2
2 1 1 2
3 1 = = 0 -~ | -2 ] -
3 3 3 3 1
> | 2 | 1 | 2| o | £, 3
2 2 2 2
1 3 2 1 0 -1 -2 -3
0 o0 o0 o0 — 00 — 00 — 00
-1 -3 -2 -1 0 1 2 3
3 1 1 3
2 | -] 1| -2 0 = 1 >
2 2 2
2 1 1 2
- - -~ | -2 | o = = 1
3 1 3 3 3

tga

Pii vyznaCovani orientace usecek, které reprezentuji teCny, je vhodné si
uvédomit hodnoty tga pro dané uhly «, viz tab. 2.2.

Tab. 2.2 Znaménko tg «

B

tga + _ + _
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Obr. 2.49 Smérové pole s fazovou trajektorii — ptiklad 2.10

Izokliny
Rovnici izoklin dostaneme z (2.76)
X 1
tga=—"2 = X, =——X,. 2.79
g X, 2 o (2.79)

Vidime, Ze izokliny jsou pifimky prochéazejici pocatkem soufadnic se
smérnici —1/tg e, tj. GseCky reprezentujici te¢ny fazovych trajektorii jsou kolmé
na odpovidajici izokliny (soucin jejich smérnic je roven — 1).

Sestavime tabulku tab. 2.3 a pro vyzna¢né&jsi thly a urc¢ime rovnice izoklin.

Izokliny jsou na obr. 2.50 s fizovou trajektorii pro X, =[2,~-1]" . Je ziejmé,
7ze metoda izoklin je méné pracna, umoziuje snadnéjSi nacrtnuti fazové
(stavoveé) trajektorie a vétSinou byva také rychlejsi.
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Tab. 2.3 Rovnice izoklin — piiklad 2.10

a 9 | Rovnice izokliny
0 0 X, =0
V4 1

o | Ve | T
b3

+Z 1 X, =—X
4 2 1
/4 1
+ = X, = ———=X
3 \/§ 2 \/é 1
iZ 00 x2:0
2

2 1

+— X, =—=X
377 J3 2= 3"
3

-7 -1 X, =X
4 2 1
5 1

S Il B R
tr 0 X, =0

Obr. 2.50 Izokliny s fazovou trajektorii — piiklad 2.10
Priklad 2.11

Pro linedrni dynamicky systém popsany stavovym modelem
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X, =—4X, +2X

X, = 2% — X,
je tieba nakreslit stavovy portrét.
Reseni:

Dynamicky systém je linearni, a proto charakteristicky mnohoc¢len bude

N(s)=de{s' {_24 y D:

:> 51:_5, 82:0-

s+4 -
-2 S+

JI:s(s+5) =

Oba podly jsou realné, jde tedy o uzel, a protoZze jeden pol je nulovy,
dochazi k degradaci.

Z ustaleného stavu

0=—-4x +2X,,
(2.81)
0=2x,-X,
je zieymé, Ze rovnovazné stavy tvoii piimku
X, =2X, . (2.82)

Tato rovnice rovnéz popisuje hlavni spole¢nou izoklinu pro X, =0 a
X, =0, ktera rozdéluje stavovou rovinu na dvé poloroviny. Nad piimkou (2.82)
ze vztaht (2.80) dostaneme X, >0 a sou€asné X, <0, tzn., Ze stavové trajektorie

budou smérovat zleva — doprava a shora — dold. Podobn¢ pod touto piimkou
(2.82) ze vztaht (2.80) dostaneme X% <0 a X, >0, tzn., Ze stavové trajektorie
budou smérovat zprava — doleva a zdola — nahoru. Stavové trajektorie se tedy
vzdy budou blizit k ptfimce rovnovaznych stavi (2.82).

Rovnice izoklin se ziska z (2.80) vydélenim druhé rovnice prvni rovnici, tj.
tga:_%, (2.83)

Vidime, Ze vSechny te¢ny ke stavovym trajektoriim maji stejnou smérnici
(2.83). ProtoZe soucin smérnice piimky rovnovaznych stavil (2.82) a smérnice
teCen se rovna — 1, proto stavové trajektorie jsou kolmé na piimku
rovnovaznych stavi (teckovana cara), viz obr. 2.51. Z obrazku vyplyva, Ze
piimka rovnovaznych stavll je degenerovany stabilni uzel.
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X,

Obr. 2.51 Stavovy portrét dynamického systému — priklad 2.11

Priklad 2.12
Pro nelinedrni dynamicky systém 2. fadu
y—y+y? =0 (2.84)

je tteba nakreslit ptiblizny stavovy (fdzovy) portrét.
ReSeni:

Matematicky model nelinearniho dynamického systému (2.84) je tieba
zapsat stavove. Zvolime-li stavové proménné

=Y, X,=%=Y,

obdrzime fazovy model

X, = Xy,
) (2.85)
X, = X — X .
Z ustaleného stavu ur€ime rovnovazné stavy

0=x,,

) (2.86)
0=x—X/,
X, =[0,0]", x., =[L0] . (2.87)

Nelinedrni systém (2.85) zlinearizujeme
AX = AX,,
AX, = (1—2X,)AX,,
ij.
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0 1
AX = AAX, A= : (2.88)
1-2x, O

Nyni ur¢ime typ a vlastnosti obou rovnovaznych stavii
T
a) Xel = [O’O]

Charakteristicky mnohoclen pro rovnovazny stav X, ma tvar

0 1 s -
N, (s) = det| sl — = =s?-1=(s+1(s-1) =
1-2% 0] | |1 s

el

Sl = _1, 32 — 1.
Pély jsou realné a opacného znaménka, a proto rovnovazny stav X, je
nestabilni sedlo.
b) X, =[LO]'

Charakteristicky mnohoc€len pro rovnovazny stav X,, ma tvar

0 1 s -
N, (s) = det] sl — = =5’ +1=(s+j)(s—j)=
1-2x 0] | L s

e2
S=-1],S,=]
Poly jsou ryze imagindrni, a proto rovnovazny stav X., je lokalné¢ stabilni
stred.

Urcime jesté hlavni izokliny [viz (2.65) a (2.66)], které jsou dany vztahy
(2.86), 1.

X, =0=Xx, =0,
X,=0=x =0 a x =1
Ptesny fazovy portrét ziskany na pocitaci je na obr. 2.52.

Protoze jde o fazovy model (2.85) orientace fazovych trajektorii v horni
poloroviné fazové roviny je zleva — doprava a Vv dolni poloroviné zprava —
doleva.
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x,= %, =y

-2 -1 0 1 2

Obr. 2.52 Fazovy portrét nelinearniho dynamického
systému — priklad 2.12

Metoda stavové nebo fadzové roviny mulze byt s Uspéchem pouzita pii
analyze vlastnosti jednodusSich nelinearnich regula¢nich obvodi. V tomto
pfipad¢ je vyhodné povazovat za stavovou proménnou regula¢ni odchylku e,
protoze lze snadno ovéfit plnéni cile regulace [viz (1.21)]

t—>o0 = e(t) >0. (2.89)

Protoze metoda stavové roviny vyZaduje autonomni systém (nebuzeny a t-
invariantni), proto se pfedpokladd, ze vstupni veli¢iny (Zadand, poruchova)
zpusobi urcity pocatecni stav a dale jiz neplisobi, piipadné jsou konstantni.

Priklad 2.13

Je tieba provést analyzu dynamickych vlastnosti jednoduchého regulacniho
obvodu (servomechanismu) s nelinearnim P regulatorem (obr. 2.53)

u(t) = K[1+ae’(t)le(t), a=>0, (2.90)
kde a je nezaporna konstanta, K — zesileni linearniho regulatoru. Znacéeni na obr.
2.53: e je regulacni odchylka, w — z&dana veli¢ina, U — ak¢ni veli€ina, y; —

vystup z regulované soustavy, y — vystupni veli€ina, v a v — poruchové veliciny,
ki — koeficient pfenosu soustavy [s], Kp — zesileni nelinearniho regulatoru.
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a) v v,
w e u k Y1 y
1
Ke (€) > —>
S
K (e) A
b) r
K(1 + ae?)
.Nelinearni P
regulator
a>0
Linearni P
regulator
a=0
K
0 ¢

Obr. 2.53 Regulac¢ni obvod s nelinearnim P regulatorem: a) blokové schéma,
b) staticka charakteristika nelinearniho regulatoru — piiklad 2.13
ReSeni:

Ptedpoklada se, Ze nékterd vstupni veli¢ina (nezéalezi na tom, zda jde o
zéddanou veli¢inu nebo nékterou z poruchovych veli¢in) zplisobi pocatecni stav
e(0)=e, >0 a dale jiz neplsobi, a proto pro t>0 lze povazovat vSechny
vstupni veli¢iny za nulové.

Pro nelineédrni regulacni obvod na obr. 2.53a Ize psat

e=w-y, u=K(l+ae*e, y,=kU+V), y=y, +V. (2.91)

Po uvazovani w=v=Vv, =0 pro t>0 a vzijemném dosazeni a upravé
dostaneme nelinearni diferencialni rovnici 1. fadu

e+ kK(l+ae’)e=0, e(0)=¢, >0. (2.92)
Zvolime-li stavové, v naSem piipadé fazové, promeénné

e=X, 6=%X =X,, (2.93)
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pak fazovou trajektorii mizeme vykreslit piimo, viz obr. 2.54a.

) =X, =X 4 Linearni P
regulator
€
T = X
! } k Ke,
? Nelinedrni P
regulator
ak,KeJ
b)
e(t) = x,(n)

€

Linearni P regulator (a = 0)

Nelinearni P regulator (a > 0)

0 1 ¢
| kK
k K(1+ae?)

Obr. 2.54 Regulacni obvod s nelinearnim P regulatorem: a) prubéhy fazovych
trajektorii, b) Casové odezvy — piiklad 2.13
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Z obr. 2.54a vyplyva, ze nelinearni P regulator odstrani regula¢ni odchylku
€0 podstatné rychleji z divodu vyssi pocatecni rychlosti. Rovnéz je ziejmé, ze
regulacni obvod s nelinedrnim P regulatorem je asymptoticky stabilni (mé jediny
rovnovazny stav e = e, = 0).

Nelinearni diferencialni rovnici (2.92) miizeme vyftesit analyticky, tj.

e(t) d e

I

5 e(l+ae?)

2 e(t)
E{In € } :—le[r]é:>

t
=—k1KJ.dT =
0

2| 1+ ae?

€o

€ koKt
e(t) = g e, (2.94)
J1+ae2(1—e 24kt

Je ziejmé, ze pro linearni P regulator (a = 0) dostaneme
e(t) =g, e, (2.95)

Odezvy regula¢niho obvodu pro nelinedrni a linearni P regulator na
pocate¢ni regulacni odchylku eo pro k; =1 s, K=2, a =5 jsou na obr. 2.54b.

Poznamka:

Pro nenulové vstupni veli¢iny (W#0, v#0, vi#0) regulatni obvod
s nelinearnim P regulatorem na obr. 2.53a v souladu s (2.90) a (2.91) popisuje
nelinearni diferencialni rovnice 1. fadu

a8 K[+ ae?()]e(t) — ky(t) + MO =Y (O (2.96)
dt dt
Z této diferencialni rovnice vyplyva, Zze poruchova veli¢ina vi(t) pisobici
na vystupu soustavy ma na regula¢ni odchylku e(t) stejny vliv, jako zadana
veli¢ina w(t) (az na znaménko). Plati to pro vSechny regula¢ni obvody
S jednotkovou zpétnou vazbou.

Dale je ziejmé, Ze pii skokové zméné zadané veli¢iny w(t) je vstupem
impuls
dw(t)

ST W,5(t) pro w(t) =wyn(t), (2.97)

kde o(t) je Diraciv jednotkovy impuls, 77(t) — Heavisideuv jednotkovy skok.
Derivaci skoku ve vztahu (2.97) je tieba chapat jako zobecnénou derivaci.

Impuls (2.97) zpisobi sice nenulovou pocate¢ni odchylku ey, ale trvala
regulacni odchylka e(o0) bude nulova.
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Naproti tomu skokova zména poruchové veli¢iny V(t) =Vy7(t) zplsobi
trvalou regula¢ni odchylku urc¢enou vztahem

e(0) + ae’(w0) = — %vo . (2.98)

Priklad 2.14

Na obr. 2.55a je zjednoduSené blokové schéma servomechanismu se
servomotorem a pievodovkou. Servomotor je napdjen stiidavym napétim ze
zesilovade (P regulator se zesilenim Kp [V-rad]). Servomotor s pievodovkou je
popsan nelinearni diferencialni rovnici 2. fadu

& yO) , - o YO
J ———=+m,sign ———==Kk,u(t), 2.99
kde y(t) je uhlova vychylka vystupniho hiidele [rad], J — moment setrvacnosti
pohybujicich se ¢asti redukovany na vystupni hiidel [kg-m?], mo — moment tfeni
(obr. 2.55b) [kg-m?-s2-rad], u(t) — napéti [V], ki — koeficient pienosu
servomotoru s pievodovkou [kg-m?-s2-V-1-rad].

Nelinearita vyjadiena vyrazem

m, sign 2 é’?) (2.100)

je zptisobena Coulombovym suchym tfenim (obr. 2.55Db).

Je tteba nakreslit stavovou trajektorii pro skokovou zménu zaddané veliiny
W(t) =wer(t)

a)
w e . _ | u [ Servomotor s y
zesilovac pievodovkou —>
moment 4
m
b) 0
0 y

Obr. 2.55 Servomechanismus: a) zjednodusené blokové schéma, b) nelinearita
treni — ptiklad 2.14
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Reseni:

V souladu s obr. 55a a vztahem (2.99) miizeme psat

e(t) =w(t) - y(t) = y(t) =w(t)—e(t), (2.101)
I YO B (ORGP 2.102)
dt’ dt
Skokova zména zadané veli¢iny w(t) zpisobi pocateéni regulacni odchylku
e(0)=e, =w, (2.103)

a proto pro t > 0 po upravé dostaneme

“e(t) de(t)
J +m, sign ——= at +k,Kpe(t) =0,

d T 4s2
e(0)=e, =w,, €(0)=¢,=0 (2.104)
protoze
de(t) de(t)
sign| — ——= |=—sign ——=
o[- G

Zvolime-li za stavové proménné X, =€, X, =X, = €, tak dostaneme fazovy
model
X =Xy, X1 (0) = Xy =€ =W,
k K (2.105)

, my, . .
XZ:—%xl—Tomgn Xy, X% (0)=X,,=€,=0.

Diferencialni rovnici fazové trajektorie ziskame vydélenim druhé rovnice
prvni rovnici

kKo m, ..

dx ] X, + ngn X,

2 __ , (2.106a)
dx, X,

resp.

dx al's %+ o

2 J J (2.106b)
dx, X,

kde znaménko + plati pro X, >0 a znaménko — pro X, <0.

Diferencialni rovnici fazové trajektorie (2.106b) 1ze fesit analyticky

0] kK 20
Ixz(f)dxzz ] J‘{Xl( )£ 1Kdel

%20 X0
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1 2 X (1)
[ ]XZ(t) X; + o X =
2 Iy leP )
K m ?
X3 L2P |y + —2 | =17, (2.107)

pro

2
r02 — leP WO + mO ’
] kK,

kde o je délka poloosy elips (pro osu x,) a

mO
kK,

N (2.108)

jsou stfedy elips. Horni znaménko plati pro X, >0 a dolni znaménko pro X, <O0.

Fazova trajektorie za¢ina v pocatecnim stavu a sklada se z posloupnosti polovin
elips, pficemz kazdd predchozi elipsa ur¢i pocatecni stav na 0se X; pro
nasledujici elipsu atd. a to az posledni elipsa (zastupujici bod) padne do
intervalu rovnovaznych stavii

Mo My | (2.109)
kKo "k Kp

Ke zméné elips dochazi na ose Xi, je to tzv. piepinaci kiivka (obr. 2.56).
Zvolime-li vhodné parametry servomechanismu, napf.

KKe _jc2

=0,5rad, (2.110)
J leP

pak dostaneme rovnice kruznice o poloméru ro
X +(x, +0,5)* =1/, (2.111)
tj. fazova trajektorie se sklada z posloupnosti ptlkruznic, viz obr. 2.56.

Piiblizny prabch fazoveé trajektorie miizeme urcit metodou izoklin. Hlavni
1zokliny ziskdme z fazovych rovnic (2.105)

X, =0 = x,=0,

- M _ g5 pro x, >0,
kK, (2.112)
m

X, =0 = X =

=0,5 pro x, <0.

0
kKo,
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Dalsi izokliny ziskdme z rovnice izoklin viz [(2.106b) pro (2.110)]

+ +
tga=—0t0o \ __%*05 (2.113)

X, tga

Sestavime tab. 2.4 pro vyznamngj$i thly o sklonu teCen fazovych
trajektorii a doplnime o hlavni izokliny (2.112).

Tab. 2.4 Rovnice izoklin — ptiklad 2.14

o ()24 Rovnice izokliny
0 0 X =—0,5
T — Y -
+— +1 X, =F%X +05
X, >0 4 i "
N +00 X, =0 pro x, <-0,5
-2 — X,=0 pro x, >0,5
0 0 X =05
T —
+= +1 X, =F% +£0,5
X, <0 4 ’ '
N + 00 X, =0 pro x, <-0,5
-2 — X,=0 pro x, >0,5

Izokliny a f4zova trajektorie jsou na obr. 2.56.

1* X, =X =¢€
_.§_-
2._
] Oblast rovnovaznych stavii
* ! | | eo
NI ) O X, =e
Piepinaci I
piimka _21
3l
4__

Obr. 2.56 Fazova trajektorie nelinearniho servomechanismu — piiklad 2.14
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Z obr. 2.56 vyplyva, ze nelinearni servomechanismus ma jedinou souvislou
oblast rovnovaznych stavii (2.109), a proto je globaln¢ asymptoticky stabilni.

Dale je zfejmé, ze moment servomotoru nestaci k prekonani momentu tfeni
M, a Ze vznikne trvala regulacni odchylka
mO

le(o0)| < K (2.114)

Snizeni trvalé regulaéni odchylky e(w0) a zlepSeni ,sledovani® zmeén
zddané veli¢iny W lze dosdhnout zvySenim hodnot koeficienti k;, K, a
snizenim momentu tfeni mj.

Priklad 2.15

Na obr. 2.57a je blokové schéma obvodu dvoupolohové regulace. Je tfeba
provést jeho analyzu za predpokladu, ze zadana veli¢ina w(t) se v okamziku
t = 0 zméni skokem z hodnoty 0 na hodnotu wo > 0. Dopravni zpozdéni T, >0.

a) Vv,
W e A U kl _Td S yl y

1T, " Tl —

y

b) Zapnuto

Vypnuto 1

—a 0f a e=w-y

Obr. 2.57 Obvod dvoupolohové regulace: a) blokové schéma, b) dvoupolohové
relé s hysterezi — ptiklad 2.15

Reseni:
Odvod dvoupolohové regulace na obr. 2.57a miizeme popsat vztahy
T3 (0 + Y, (0 =ku(t-T,), e@® =w®) - y(©), y(t) =y 0+
a obr. 2.57b.
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U nelinearnich regula¢nich obvodl je €asto vyhodnéjsi sledovat pribéh
regulac¢ni odchylky e(t) nez prubéh vystupni veli¢iny Yy(t), proto po dosazeni a
uprave dostaneme

20 (g -7, PO, iy 0-kute-T,). @119

Protoze pro t < 0 jsou w(t) =0, vi(t) =0 a y(t) = 0 a pro t > 0 plati w(t) = wo,
vi(t) = 0 = e, =W, >0, mizeme pro t > 0 psat

Te(t)+e(t)=e, —ku(t-T,), (2.116a)
resp.proT¢=0
T.e(t)+e(t) =e, —ku(t) . (2.116b)

Nejdiive budeme uvazovat soustavu bez dopravniho zpozdéni (2.116b).

Pro vétsi ndzornost budeme soucasné vySetfovat ¢asovy pribéh regulacni
odchylky e(t) (obr. 2.58) i prib¢h fazové trajektorie (obr. 2.59).

Vintervalu 0<t, (zapnuto) akéni veli¢ina u(t)=B (e, >a). Resenim
diferencialni rovnice (2.116b) dostaneme Casovy pribéh regulacni odchylky

_t
e(t)=¢, - le[l—e K )

Odpovidajici fazovou trajektorii ziskame pfimo pro X, =€ a X, =X =€
z diferencialni rovnice (2.116b) pro u(t) =B, tj.

1
e:T—(eO—le—e).

1
V okamziku t;, regulaéni odchylka nabude hodnoty e(t,))=-a, a proto
nastoupi skokova zména (ptfepnuti) akéni veli¢iny z u(t) =B na u(t) =0.

Resenim diferencialni rovnice (2.116b) pro u(t)=0 a novou podate¢ni
podminku e(t;) =—a dostaneme casovy prubeh regulacni odchylky v intervalu
t, <t <t, (vypnuto)

_th

e(t) = (g, +a)£1—e n ]n(t—tl)—a.

Fazovou trajektorii obdrzime z diferencialni rovnice (2.116b) pro u(t) =0,
tj.
!
e=—(6,—¢€).
SR
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V okamziku t, regulacni odchylka dosahne hodnoty e(t,)=a, v tomtéz
okamziku akéni veli¢ina se skokem zméni (pfepne) z hodnoty u(t)=0 na

u(t) =B.

Casovy pribéh regulaéni odchylky v intervalu t, <t <t, (zapnuto) ziskame
feSenim diferencialni rovnice (2.116b) pro u(t)=B a novou pocatecni
podminku e(t,) =a

_th

e(t)=(e, —k,B+a)1-e ™ |p(t-t,)+a.

2) D1 L

0,8+
0,6 -

0,4
e A

Zapnuto
0,2+

¥
< ) a 0 ! J* I LN N\
I

u -a 4
B A fll fy

Vypnuto 1
b)

€y- le

u(f) 4 I,=0

u(t)T T;>0

0 L L | L L >
1 1 t

Obr. 2.58 Dvoupolohova regulace: a) prib&hy regula¢ni odchylky, b) pribéhy
akcnich veli€in — ptiklad 2.15
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Ze stejné diferencialni rovnice ziskdme piimo fazovou trajektorii

o ¥

a+tA € x

Prepinaci kitvky

Obr. 2.59 Prubéehy fazovych trajektorii pro T, =0 a T, >0 — ptiklad 2.15

V okamziku t, nastoupi zase skokova zména akéni veli¢iny z u(t)=B na
u(t)=0. Je zifejmé, ze jak Casovy prub&h regula¢ni odchylky, tak i prubéh
fazové trajektorie se periodicky opakuje. Zména pribéhii (pfepnuti) vystoupi pro

e=+a. (2.117)

Vztah (2.117) popisuje tzv. prepinaci kiivky. V nasem piipadé jsou to
primky (obr. 2.59). Fazova trajektorie vytvofila uzavienou kiivku, tj. stabilni
mezni cyklus. V obvodé dvoupolohové regulace vzniknou stabilni periodicke

kmity. Jejich amplituda je dana polovinou Sitky hystereze a dvoupolohoveého
regulatoru.

Podobné bychom mohli vySetfovat ¢asovy pribéh regulacni odchylky a
tazové trajektorie pro soustavu s dopravnim zpozdénim T, >0, t]. (2.116a).
V tomto piipadé piepnuti nastoupi v okamziku t; =t, + 2T, kdyz regula¢ni
odchylka dosahne hodnoty
e(t))=—-a—A,.
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Dalsi ptfepnuti nastoupi v okamziku t,, ve kterém regulacni odchylka
dosahne hodnoty

e(t;)=a+A, atd.
Odtud vyplyva, Ze ptepinacimi kiivkami budou rovnéz ptimky
e=—-a—A, e=a+A,. (2.118)

Veliciny A; a A, (obr. 2.58a a 2.59) lze ptiblizné¢ urcit analyticky, ale
presnéji a rychleji se ur¢i simulaci.

Pfi simulaci na obr. 2.58 a 2.59 byly pouzity hodnoty parametra: w, =1,
a=005, B=2, k=1, T,=5s, T, =0,2 s. Jak z ¢asovych prabéhi, tak i
Z prubéht fazovych trajektorii vyplyva, ze dopravni zpozdéni znacné snizuje
kvalitu dvoupolohové regulace. Nejcastéji se vyzaduje splnéni podminky

Ta g2, (2.119)

1

Dvoupolohova regulace je (pokud je pouzitelna) vysoce robustni.
Jakoukoliv regula¢ni odchylku (zpiisobenou Zadanou nebo poruchovou
veli¢inou, dokonce 1 zménou vlastnosti soustavy) vZzdy odstraiiuje maximalnim
ak¢énim zasahem, tj. u(t) = B, nebo u(t) =0.

2.3.2 Nepiima Ljapunovova metoda

Nepiimd (prvni, linearizacni) Ljapunovova metoda spociva v ovéteni
stability nelinedrniho dynamického systému ve zvoleném rovnovazném stavu Xe
na zéklad¢ linedrni aproximace nelinearniho dynamického systému v tomto
rovnovaznem stavu.

Existuyje mnoho rOznych definici stability nelinedrnich dynamickych

vvvvvvvvv

Ljapunovova teorie stability, kterd zavadi pojmy asymptotickd stabilita (ve
smyslu Ljapunova), stabilita (ve smyslu Ljapunova) a nestabilita a které jiz byly
definovany a vysvétleny v podkapitole 2.1.2.

Je uvazovan autonomni nelinedrni dynamicky systém
x(t) = f[x(1)], X(ty) = X, (2.120)
kde X je vektor stavovych proménnych — stav dimenze n, f — obecné nelinearni
vektorova funkce dimenze n.

Je to systém t-invariantni a bez vstupu. Na tento typ systému lze snadno
pfevést 1 systém zpétnovazebniho fizeni

x(t) = f,[X(t), u(t)] (2.121a)

kde u je vektor fidicich proménnych — fizeni dimenze r
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u(t) = f,[x(0)], (2.121b)
protoze mizeme psat
x(t) = fi{x@), L,IxOL =
X(t) = f[x(1)]. (2.122)
Podobné i v ptipad¢ fizeného systému (2.121a) tizeni u(t) (tj. vstup) pro
t <t, mohlo systém piivést do pocatecniho stavu X(t,) =X, a pak pro t>t,
muze byt konstantni, tj. u(t) =U,, pfipadné jiz nepisobi, tj. u(t) =0; mizeme
tedy psat
X(t) = f,[x(t),u], X(ty) = X, (2.123)
Pro
fi[x(0), U] = F[x(1)]
se dostane vztah (2.122).

Predpoklada se, Ze obecné nelinearni vektorové funkce f; a f, maji
odpovidajici dimenzi.

Pro t — oo plati
X(t) >0 = f(x)=0, (2.124)
kde X = X(c0).
Resenim rovnice (2.124) dostaneme rovnovazné stavy X (body, ekvilibria).

Vlastnosti rovnovaznych stavii X. byly pro n =2 podrobné analyzovany
v podkapitole 2.1.2.

Uvazujme autonomni nelinearni dynamicky systém (2.120) a linearizujme
ho v rovnovazném stavu X., dostaneme

AX(1) = A, AX(1), AX(ty) = AX,, (2.125a)
CACAES
ox, X,  OX,
A =T o o %y (2.125b)
OX  |x=x,
of, o, o,
O DX, X |yx

AX(t) = x(t) — X,, (2.125c)
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kde A, je Jacobiova matice prvnich parcidlnich derivaci vektorové funkce f
podle vektoru X v rovnovazném stavu Xe, AX(t) — prirdstek vektoru stavu.

Protoze se pfi linearizaci pouziva Taylorliv rozvoj, tato linearizace se ¢asto
nazyva Taylorova nebo podle matice (2.125b) Jacobiova.

Je tieba si uvédomit, ze pii béZné linearizaci se Jacobiova matice pocita v
pracovnim bodé, naproti tomu pii ovérovani stability se Jacobiova matice
pocita v rovnovainém stavu X. (viz také podkapitoly 2.1.2 a 2.3.1).

Pro kazdy rovnovazny stav X. se ur¢i charakteristicky mnohoclen
N, (s) =det(sl — A, ) (2.126)

a libovolnou metodou se urc¢i poloha vsech jeho kofent, tj. vlastnich Cisel matice
AXe , S1, S2,..., Sn. Pokud plati:

a) Res; <0 (i=1, 2, ..., n), pak dany rovnovazny stav X je lokaln¢
asymptoticky stabilni.

b) Alespon pro jedno i plati Res; >0 (i=1, 2, ..., n), pak dany rovnovazny
stav X. je lokaln€ nestabilni.

c) Alespoil pro jedno i je Res; =0 a pro zbyvajicii Res; <0 (i=1, 2, ...,
n), pak nelze rozhodnout, zda systém v daném rovnovazném stavu X, je

(asymptoticky) stabilni ¢i nestabilni a je tfeba o stabilité rovnovazného
stavu rozhodnout na zaklad¢ jiné metody.

Priklad 2.16

Na obr. 2.60 je fyzické kyvadlo, kde m; je hmotnost zavazi [kg], m; —
hmotnost ty¢e [kg], |t — délka ty¢e [m], b — koeficient viskdzniho tieni
[kg-m?-rad?®-s?], a — thel vychyleni kyvadla od svislé osy [rad]. Je tieba sestavit
matematicky model kyvadla a ovéfit stabilitu.

Obr. 2.60 Zjednodusené schéma fyzického kyvadla — ptiklad 2.16
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ReSeni:
Vyjdeme z Newtonova zédkonu pro rota¢ni pohyb, tj. z rovnovahy momentt
k ose otaceni:

d® a(t) : da(t)

J =-—mglsin a(t) —-b———=, 2.127a
ye: g (t) it ( )

J:JZ+L,JZ=m£2\L=%mﬁ, (2.127b)

m=m, +m, (2.127c)
m, |, +mt|—t

l=— 2 (2.127d)

m, +m,

kde J je celkovy moment setrvacnosti kyvadla vzhledem k ose otaceni, J, —
moment setrvacnosti zavazi vzhledem k ose otaceni, J; — moment setrvacnosti
ty¢e vzhledem k ose otaceni, m — celkova hmotnost kyvadla, | — vzdalenost

Vv

Matematicky model kyvadla (2.127a) vyjadiime stavové (fazove)

X =a, X =%=32, (2.128)
dt
tj.
X =Xy,
. mgl . b (2.129)
X2 :—TS"] XI_FXZ'

Rovnovazné stavy uré¢ime pro t — oo, tj.

0=%, | b %, = +kz, k=012,..
mgl .
Oz—Tgsm xl—sz X, =0.
X, =[+kz, 0]' pro k=012,... (2.130)
Nelinearni matematicky model (2.129) linearizujeme
AX = A, AX, AX =X — X, (2.131a)
0 1
Axe —| mgl (2.131b)
——>-C0SX ——
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Po uvazovani rovnovaznych stavi (2.130) dostaneme

0 1
A, = mgl ‘ b{, k=0212,... (2.132)

B

J J

Sestavime charakteristicky mnohoclen
S -1
N, (s) =det(sl — A, )= mg| ) hl=

o OB sy (2.133)

_o[s 2 mal gy
—S(S+J]+ ] (-1",

ze kterého vyplyva, Ze jeho dva kofeny (charakteristicka Cisla matice A, ) pro

suda k budou komplexné sdruzena se zapornou realnou slozkou a pro licha k
budou redlna, ale vzijemné opacného znaménka.

Rovnovazné stavy
X, =[+2kz,0]" pro k=0.12,... (2.134a)
jsou lokéln¢€ asymptoticky stabilni ohniska a rovnovazné stavy
X, =[+(2k +1)7z, 0]' pro k=0L12,... (2.134b)

jsou lokaln¢ nestabilni sedla.

Pokud uvazujeme b =0, tj. charakteristicky mnohoclen (2.133) bude mit
tvar

N, (s)=s" +ng'(—1)k, (2.135)

pak pro suda k budou kofeny ryze imaginarni a prvni Ljapunovovou metodou
nelze rozhodnout o stabilité rovnovaznych stavii. Na zaklad¢ stavového portrétu
na obr. 2.62 mizeme konstatovat, ze rovnovazné stavy (2.134a) budou lokalné
stabilni stfedy. Pro licha k budou kofeny charakteristického mnohoclenu (2.135)
realné s opaénymi znaménky, tj. rovnovazné stavy (2.134b) budou lokalné
nestabilni sedla.

Nazorné je to vidét na obr. 2.61 a 2.62, kde jsou zobrazeny stavove
(fazové) portréty kyvadla pro mgl/J =1s?, b=1 kg:m?rad*-s* (obr. 2.61) a
b =0 (obr. 2.62).

Vétsinou nas zajima ¢innost kyvadla v rozmezi —7<a <.

Pro malé vychylky plati

sina~a < sinX; =X, (2.136)
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a proto nelinearni model fyzického kyvadla (2.129) lze v okoli X, =a =0
zastoupit jeho linearni aproximaci

Xy=X = §

k|
™

> 4 6

Obr. 2.61 Stavovy (fazovy) portrét fyzického kyvadla pro b >0 — priklad 2.16

Xy=X =t
[ra d‘s'l]

6

[§e]

0:\\ C

-6 -4 -2 0 2 4 6

Obr. 2.62 Stavovy (fazovy) portrét fyzického kyvadla pro b =0 — ptiklad 2.16
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X = Xy,
——m—glx —Ex (2.137)

2 J 1 J 21

viz také (2.131) a (2.132) pro x, =[0, 0]" .

2.3.3 Piima Ljapunovova metoda

Piima (druhda) Ljapunovova metoda je velmi obecna, ale soucasné
1 ndro¢nd. Vyzaduje urcitou zkuSenost spocCivajici ve volbé vhodné, tzv.
Ljapunovovy funkce V[x(t)] = V(X), ktera mize byt interpretovana jako energie

v

daného systému (piiklad 2.17). Zna¢né vhodné&j$i je jeji interpretace jako
zobecnénd vzdalenost (norma) od vySetfovaného rovnovazného stavu X, .

VétSinou se piedpoklada, Ze rovnovazny stav je v pocatku soufadnic, tj.
X, =0, viz (2.9) - (2.11).

Uvazujme funkci V(X), ktera vyhovuje v oblasti D stavového prostoru X
témto pozadavkim (pfedpoklada se, ze oblast D obsahuje pocatek x =0):

a) V(X) >0 pro vsechna x e D mimo x=0,

b) V(x)=0pro x=0,
pak funkce V(x) je kladné definitni v oblasti D.

Pokud:

a) V(x)>0 provsechna xeD,

b) V(x)=0pro x=0,

pak funkce V(X) je kladné semidefinitni v oblasti D. V tomto pfipad¢ funkce
V(X) mize byt nulovaipro x #0.

Dale plati — je-li funkce V(x) kladn¢ (semi)definitni, pak funkce [- V(X)] je
zdporné (semi)definitni.

Velmi Casto se jako Ljapunovovy funkce pouzivaji kvadratické formy
n n
V(X)=Xx"Qx =Y > g;%X;, (2.138)
i=1j=1
kde ¢tvercova matice Q je realna a symetricka, tj.
Q=Q".
Pro redlnou symetrickou matici Q jeji vlastni Cisla s,S,,...,S, jsou realnd a
jsou dana koteny mnohoclenu

det(sl — Q).
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Pak pro kvadratickou formu (2.138) plati (i=1, 2,..., n):
a) V(X) je kladné definitni < s; >0,

b) V(X) je kladné€ semidefinitni < s; >0,

c) V(X)je zaporn¢ definitni < s; <0,

d) V(X)je zaporn¢ semidefinitni < §; <0.

Matici Q nazyvame stejné jako odpovidajici kvadratickou formu, tj. kladné
definitni, kladn¢€ semidefinitni atd.

Pokud kvadraticka forma V(X) nevyhovuje vySe uvedenym podminkam,
pak je spolu s ptislusnou matici Q indefinitni.

Pokud funkce V(x) vyhovuje podmince
[X| >0 = V(x) >, (2.139)
pak je radidlné neomezend (neohranicena), kde [x| je norma (zobecnénd
velikost) vektoru X.
Je ziejmé, ze kvadraticka forma (2.138) je radialné neomezena.

Uvazujme nyni totalni derivaci funkce V(X) podle Casu t [viz (2.120)]

V-(X):dV(x) :{avT dx _{av}T () =

dt ox | dt | ox
_fl(X)_
(2.140)
v v v
ox, 0%, X, '
| (X) ]

Vidime, ze V(X) zavisi na pravé strané rovnice (2.120) popisujici dany
autonomni nelinearni dynamicky systém, tzn., ze totalni derivace funkce V(X)
podle ¢asu t, tj. V (x) bude riizna pro rizné dynamické systémy.

Totalni derivace funkce V(X) podle ¢asu t, tj. V(X) predstavuje tedy
Casovou derivaci funkce V(X) podél trajektorie X(t).

Pokud funkce V(x) bude kladné definitni a spojité diferencovatelna
v oblasti D (D obsahuje x, =0) stavového prostoru X, pak mize byt kandidatem

na Ljapunovovu funkci.
Predpokladejme, ze pro Ljapunovovu funkei V(X) v oblasti D plati:
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a) V(x) je kladnd definitni a V(X) je zaporné semidefinitni, pak dany
rovnovazny stav X, =0 je lokdlné stabilni (ve smyslu Ljapunova);

b) V(x) je kladné definitni a V(X) je zaporné definitni, pak dany
rovnovazny stav X, =0 je lokdlné asymptoticky stabilni (ve smyslu
Ljapunova);

c) V(x) je kladné¢ definitni a V(x) je kladné definitni, pak dany
rovnovazny stav X, =0 je lokdlné nestabilni.

Pokud Ljapunovova funkce V(X) je radidlné neomezend a oblast D je cely
stavovy prostor X, pak vysSe uvedené vlastnosti jsou globdlni a miZeme je
vztahnout na cely dynamicky systém, tj. nejenom na rovnovazny stav X, =0. Je
ziejmé, ze vtomto piipadé¢ dynamicky systém mlze mit pouze jediny
rovnovazny stav X,.

Zajimava je geometricka interpretace totalni derivace Ljapunovovy funkce
V(X) podle ¢asu t [viz (2.140)]

V'(x){g—\x’} x.
kde
N _ radv (x) (2.141)

je gradient Ljapunovovy funkce V(x), ktery je kolmy na jeji hladinu (viz obr.
2.63)

V(x)=c; (konst). (2.142)
Protoze V (X) je skalarnim sou¢inem gradV (x) a X, tj. Ize psat
V (x) =|gradV (x)|-|X|- cosa, (2.143)
kde a je tihel mezi vektory gradV (x) a X.

Ze vztahu (2.143) vyplyva

V(x)<0 = cosa<0 = %<a<3—”, (2.144)

2
tzn., ze vektor X protina hladiny (2.142) Ljapunovovy funkce V(x) smérem
dovniti k men$im hodnotam c;, viz obr. 2.63.
Velmi nazorna je interpretace zaporné definitnosti totalni derivace V (X)

Ljapunovovy funkce podle Casu t v ptipade, ze Ljapunovova funkce vyjadiuje
zobecnénou vzdalenost.
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Podminka V(x) <0 znamena, Ze pro rostouci Cas t se vzdalenost od
rovnovazného stavu X, =0 zmenSuje, aZ dosahne rovnovazného stavu X, =0,

pro ktery plati V(0) = 0a V (0) =0, viz obr. 2.64.

Obr. 2.63 Geometricka interpretace podminky V (X) < 0, viz vztahy
(2.143) a (2.144)

<
—~

X
~

Xo
- =
N

v

Obr. 2.64 Geometricka interpretace podminky V (x) <0
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Pti ptimé Ljapunovové metodé ovefovani stability rovnovaznych stavi je
tteba si uvédomit, ze ne kazda kladn¢ definitni funkce musi byt Ljapunovovou
funkci V(X) pro dany rovnovazny stav X,.

Pokud zvolend funkce nevyhovuje podminkdm lokélni (asymptotické)
stability v daném rovnovazném stavu X,, neznamena to, ze dany rovnovazny
stav X, neni lokaln¢ (asymptoticky) stabilni. V tomto pfipad€ je nutno za

kandidata na Ljapunovovu funkci V(X) zvolit jinou kladné definitni funkci nebo
pro ovéieni stability pouZit jinou metodu.

Z tohoto divodu pifima Ljapunovova metoda je velmi nérocna na
zkuSenosti a znalosti z oblasti nelinearnich dynamickych systémi. Naproti tomu,
1 kdyz ptima Ljapunovova metoda dava pouze postacujici podminky stability, je
velmi obecnd se Sirokym spektrem vyuziti. Zde, v této podkapitole, jsou

vvvvvv

Priklad 2.17

Je dano fyzické kyvadlo na obr. 2.60 z pfikladu 2.16 pro x, =a a X, =«
[viz (2.129)]
X =Xy,
X, =—ng|sin xl—%xz. (2.145)

za predpokladu, ze |x,|< 7z a 0<|x,/<a, kde a je konstanta omezujici rychlost
kyvadla.

Je tfeba ovéfit stabilitu rovnovazného stavu X, =0, viz obr. 2.61 a 2.62.
Reseni:
Za Ljapunovovu funkci zvolime celkovou energii kyvadla
E=E +E,,
1 (2.146)
E = > Iz, E, =mgl(l-cosx,),
kde Ex je kineticka energie kyvadla, E, — potencialni energie kyvadla.

Je zfejmé, Ze pro |x|<7 celkova energie kyvadla E je kladné definitni
funkce, a proto miize byt kandidatem na Ljapunovovu funkci

V(x)=E =%Jx§ +mgl(l—cosx,). (2.147)

Budeme uvazovat kyvadlo bez tlumeni a s tlumenim.

a) Fyzické kyvadlo bez tlumeni (b = 0)
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Matematicky model kyvadla bez tlumeni ma tvar

X =X,

. mgl . (2.148)
J

Na zaklad¢ vztahu (2.140) ur¢ime totalni derivaci Ljapunovovy funkce
podle Casu t

X2
V(x) =[mglsin x, Jx,] ml =
——=sinx
J
= mglx, sin x, —mglx, sin x, =0. (2.149)

Protoze V(X) je kladn& definitni a V(x) =0, tj. stavova trajektoric dana
pocateCnim stavem X, se ani nepiiblizuje, ani nevzdaluje od rovnovazného
stavu, tzn. rovnovazny stav kyvadla X,=0 je lokaln& stabilni ve smyslu
Ljapunova. Je to stabilni stfed (obr. 2.62).

b) Fyzické kyvadlo s tlumenim (b > 0)
Matematicky model kyvadla s viskoznim tfenim je dan vztahem (2.145).

Na zakladé¢ vztahu (2.140) pro stejnou Ljapunovou funkci (2.147) a
matematicky model (2.145) dostaneme
X2

Veg=[mglsinx, ]| mg b |=
- sin X =%

= mglx, sin x, —mglx, sin x, —bx5 = —bx? . (2.150)

Vidime, Ze i v tomto piipadé V(X) je zaporné semidefinitni, protoZe pro
x,=0 je V(x)=0, ale x; mize byt libovolné v rozmezi |x|<7. Proto i
vV tomto piipadé¢ mizeme pouze konstatovat, ze rovnovazny stav X, =0 je
lokéaln¢ stabilni ve smyslu Ljapunova, 1 kdyZ vime z ptikladu 2.16, Ze
rovnovazny stav X, =0 je lokaln& asymptoticky stabilni ohnisko.

Je to urcité zklamani, ale je tfeba si uvédomit, Ze Ljapunovova teorie dava
pouze postacujici podminky pro stabilitu, resp. asymptotickou stabilitu
zvoleného rovnovazného stavu X, .

Protoze v ptipad¢ kyvadla s tlumenim Ljapunovova funkce (2.147) nedava
plnou odpovéd’ na stabilitu rovnovazného stavu X, =0, zkusme ji zobecnit na

tvar
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V(x) :%XTQx+mgI(1—cos x), (2.151)

kde Q je kladné definitni symetricka matice.
Mizeme psat (Qi2 = O21)

1 iy G2 || %
V(x):E[x1 X, | +mgl(1—cosx,) =

Gio Q|| X
1
= > (q11X12 + 20X, + Q22X§) +mgl(1-cosx,). (2.152)
Aby matice Q byla kladn¢ definitni, musi platit
Oy >0, Gy >0, 030 — C1122 >0. (2.153)
Na zéklad¢ (2.140) dostaneme

Xy

V (x) =[mglsin X, + 0% + 01X, GapXp + Xy mgl b |~
—Tsm =%

b b mgl
= (1 qu jmglxz sin x; + (Qn — O 3)X1X2 + (%2 — Uz j —Oh—— g X, Sin X

(2.154)

Nyni musime zvolit Qi1, 12 @ 022 tak, aby V(X) byla kladn¢ definitni, tj.
musi platit (2.153) a V (x) byla zaporné definitni, t;.

b
O =, q11:q123’ 0<qp, <b. (2.155)

Zvolime-li napt. Q, =%b [podminky kladné definitnosti (2.153) jsou

splnény], pak dostaneme
V(X )_———xlsin xl—%bxzz. (2.156)

Protoze pro ‘X1‘<7r Ljapunovova funkce V(X) je kladné definitni a jeji

totalni derivace podle ¢asu t V (X) je zaporné definitni, rovnovazny stav X, =0
je lokalné asymptoticky stabilni.
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Z ptikladu je zfejmé, ze piima Ljapunovova metoda 1 pro velmi jednoduché
nelinearni dynamické systémy mutize byt narocna a také pracna.

Piiklad 2.18

Je tteba analyzovat autonomni nelineérni dynamicky systém

X, = X,,
b (2.157)
X, = —X
z hlediska stability.
Reseni:
Nejdiive ur¢ime rovnovazne stavy
0=x,,
“ = x, =[0, 0]". (2.158)
0=-Xx

Nelinearni dynamicky systém (2.157) ma jediny rovnovazny stav X, =0.

Nejdiive pouzijeme nepiimou Ljapunovovu metodu [viz (2.125)]

Ax(t) = A, Ax(), Ax(ty) = x - x,,
" { 0 2 1} :{o 1] (2.159)
© |=-3x; 0 X, 0 0
Sestavime charakteristicky mnohoclen
s —
N, (s)=det(sl -A, )= =s* = 5, =0. (2.160)
0 s

Protoze oba koteny (pdly linearizovaného systému) jsou nulové, o stabilité
¢1 nestabilité¢ rovnovazného stavu X, =0 na zékladé nepfimé Ljapunovovy
metody nemiizeme rozhodnout.

Nyni pouzijeme piimou Ljapunovovu metodu.

Za Ljapunovovu funkei zkusime

V(X) =a,x’ +a,%3; a,a, >0 (2.161)

a dostaneme [viz (2.140)]
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X2
V(x)=[2ax, 2a,x,] = 2a,% X, — 28,% X, =

o (2.162)
= 2(a, — 8,%X) X, X, .

I kdyZ funkce (2.161) je kladné definitni, jeji totalni derivace podle Casu t
(2.162) je indefinitni, a proto je pro dany nelinearni dynamicky systém
nevhodna.

Nyni zkusime funkci
V(X)=ax; +a,x;; a,a, >0 (2.163)
a dostaneme
X2
V(x)= [4ale 2a2x2] = 4a,X2X, — 28,%X X, .
_ X13
Pro a, =a,/2 obdrzime
V(X) = 2a,%’X, — 2a,%’X, = 0. (2.164)
. A

X, =7

7z

1‘1

)

Obr. 2.65 Fazovy portrét nelinearniho dynamického
systéemu (2.157) — ptiklad 2.18
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Protoze funkce (2.163) je kladné definitni a radialné neomezena [viz
(2.139)] a jeji totalni derivace podle Casu t (2.164) je nulova, coz znamena, zZe
zobecnéna vzdalenost (2.163) zastupujiciho bodu se od rovnovazného stavu
X, =0 nemeéni, je rovnovazny stav X, =0 stabilni stfed. Vzhledem k tomu, Ze

rovnovazny stav X, =0 je jediny, jeho vlastnost miZzeme vztdhnout na cely
systém, tj. nelinearni dynamicky systém (2.157) je globalné stabilni ve smyslu
Ljapunova. Stavovy, v naSem piipad¢ fazovy, portrét je na obr. 2.65.

Stavové (fazové) trajektorie miizeme urcit snadno analyticky.
Ze vztahu (2.157) dostaneme

dx _ %

dx X,

J. X, 0 X, = ,[Xl X = 5 X; () = x5 (0) = 4 X ) -x0) =
X, (0) X, (0)

%xf +X5 = %xfo + X5 (2.165)

Vidime, Ze pro riizné pocatecni stavy X, =[%(0),%,(0)]" dostaneme
odpovidajici uzaviené kiivky v souladu s obr. 2.65. Je zfejme, Ze rovnovazny
stav X, =0 je globalng stabilni (ve smyslu Ljapunova) stied.

Priklad 2.19

Je tfeba ovéfit stabilitu nelinearniho dynamického systému

. 3
X ==X —X,,
o (2.166)
X, = X, — Xa.
ReSeni:
Podobné jako v ptfedchozim ptikladé¢ 2.18 nejdiive uréime rovnovazné
stavy
0=—% —X
b = x,=[0, 0]". (2.167)
0=x-X
Nelinearni dynamicky systém (2.166) ma jediny rovnovazny stav X, =0.

Pomoci neptimé Ljapunovovy metody pro linearizovany model dostaneme
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AX(t) = A AX(1), AX(ty) = X — X,

I 0 -1

A = = .
2

L =36y 10

Urcime charakteristicky mnohoclen

s 1
N, (s)=det(sl —A, )= =s’+1 = 5, =%]j. (2.168)
-1 s

O stabilit¢ ¢i nestabilit¢ jediného rovnovazného stavu X, =0 nelze
rozhodnout, protoZze koteny (poOly linearizovaného) systému jsou ryze
imagindrni, tj. leZi na imaginarni ose.

X, A

Obr. 2.66 Stavovy portrét nelinedrniho dynamického
systému (2.166) — ptiklad 2.19

Pouzijeme tedy piimou Ljapunovovu metodu. Zvolime Ljapunovovu
funkci ve tvaru

V(x) :%(xf x2) (2.169)

a dostaneme
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-X =%,
V(x) =Dy x,] =X =X XX =X ==(¢ + %) . (2.170)
X =%

Ljapunovova funkce (2.169) je kladné definitni a radidln¢ neomezena [viz
(2.139)] a jeji totalni derivace podle Casu t je zaporné definitni, proto
rovnovazny stav X, =0 je globaln& asymptoticky stabilni. Protoze rovnovazny
stav X, =0 je jediny, lze konstatovat, Ze nelinearni dynamicky systém (2.166) je
globaln¢ asymptoticky stabilni.

Stavovy portrét nelinearniho dynamického systému je na obr. 2.66.

Piiklad 2.20

Je tfeba provést analyzu vlastnosti nelinearniho dynamického systému z
ptikladu 2.2 popsaného stavovym matematickym modelem [viz (2.26)]

% =3[0 +3) =3¢ +%5) + 2] x;, (2171)
%o ==X,[(X] +X5)? =3(X} +x5) +2]+ X,

ReSeni:
Ur¢ime rovnovazné stavy

0=—x[(x*+%3)* =3(x’ + X&) +2]—x
1[( 1 2) ( 1 2) ] 2 — Xe _ [O, O]T (2172)
0=—X,[(% +X5)> =3(X’ +X5)+ 2]+ X,
Nelinearni dynamicky systém (2.171) ma jediny rovnovazny stav v pocatku
stavovych proménnych x, =0.
V rovnovazném stavu X, =0 dany nelinearni systém zlinearizujeme a
pouzijeme nepiimou Ljapunovovu metodu

AX(t) = A, AX(1), AX(ty) = X = X,,

of,  ofp

1 O% 0%

Mo =lat, of, |

0% 0%, X,
%=—[(xf+x§)2—3(xf+x§)+2]—x1[2(xf+x§>2x1—6x1],
1
of

L — _x,[2(x +x5)2x, —6%,] -1,

4
N
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My _ —X,[2(% + X5)2%, —6%]+1,

0%

?—2 — {04 +x2)2 =30 + X2) + 2] - %, [20¢ + X2)2X, — 6%, ].
X5

Po dosazeni a tupravé v rovnovazném stavu X, =0 obdrzime matici
linearizovaného systému

-2 -1
Axe = . (2.173)
1 -2
7 charakteristického mnohoc¢lenu
S+2 1
N, (s)=det(sl —A, )= =
- "l se2 (2.174)

=s°+45+5 = 5., =-2+2]

vidime, Ze poly jsou komplexné sdruzené se zapornou redlnou casti, proto v
jediném rovnovazném stavu X, =0 vystupuje lokaln¢ asymptoticky stabilni
ohnisko.

Nyni pouzijeme piimou Ljapunovovu metodu. Za Ljapunovovu funkci
zvolime

V(x) = %(xf +x2) (2.175)
a dostaneme

.
V(x) = [Z—V} F(x) = =0 + X[ +x2)? —30C +x2) + 2] (2.1762)
X
Druhou c¢ast (druhy c¢initel) vyrazu (2.176a) miazeme upravit. Oznaéme
Z =% +X5 adostaneme

2 -371+2=(z-1(z-2),
tj.
(F +x2)? =3 +x2)+2=(X + %2 D)X + X5 —2).
Totalni derivace Ljapunovovy funkce podle ¢asu t tedy bude
V(X) = —(xZ2 + X5) (X2 + X5 =) (X + %% —2). (2.176b)
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Nyni jiz Ize vyraz (2.176b) snadno analyzovat. Protoze kladné definitni
Ljapunovovu funkci (2.175) mizeme povazovat za zobecnénou vzdalenost od
rovnovazného stavu X, =0 (v naSem piipadé€ je to polovina Ctverce euklidovské

vzdalenosti [X| =/X +X5 ), ze vztahl

a) V(x)=0 pro x=0,V(x)<0 pro 0<x’ +x& <1 (2.177a)
b) V(x)=0 pro x’ + x5 =1, (2.177b)
C) V(X)=0 pro xZ +x5 =2 (2.177¢)

vyplyva:

a) Protoze V(X) je lokalné zaporn& definitni, rovnovazny stav X, =0 je
lokaln€ asymptoticky stabilni ohnisko (druh je uren na zdkladé nepiimé
Ljapunovovy metody).

b) a c¢) Protoze zobecnéna vzdalenost se od rovnovazného stavu X, =0
nemeni, stavova trajektorie vytvoii uzaviené kiivky, tj. mezni cykly

X+ X5 =1 (2.178a)
a
X+ X5 =2. (2.178b)
Protoze pro
0<x2+x5<1 = V(x)<0
a

1<x2+x2 <2 = V(x)>0

stavova trajektorie se od mezniho cyklu (2.178a) z obou stran vzdaluje, a proto
mezni cyklus (2.178a) je nestabilni.

Naproti tomu pro

1<x +x <2 = V(x)>0

2<xZ+ x5 = V(x)<0,

stavova trajektorie se z obou stran k meznimu cyklu (2.178b) pfiblizuje, a proto
mezni cyklus (2.178b) je stabilni.

Stavovy portrét nelinearniho dynamického systému (2.171) je na obr. 2.11.
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Piiklad 2.21
Uvazujme autonomni linearni dynamicky systém
X=Ax, X(0)=X,, (2.179)

kde x je vektor stavu dimenze n, A — ¢tvercova matice systému (dynamiky) typu
(n, n).

Pomoci pfimé Ljapunovovy metody je tieba vyjadfit podminku globalni
asymptotické stability daného linearniho dynamického systému.

Reseni:
Pouzijeme Ljapunovovu funkci V(X) ve tvaru kvadratické formy
V(x)=x"Px, (2.180)
kde P je realna symetricka kladné definitni matice typu (n, n), tj.
P=P".

Pak miZeme psat

.
\/(x):{ﬂ} X=XPx+x"Px=

OX
=Xx"ATPx+x'PAx=Xx"(A"P + PA)X =
V(x)=-x"0x, (2.181)
kde
ATP+PA=-Q. (2.182)

Bude-li matice Q kladn& definitni, pak V(x) bude ziporné definitni, a
proto jediny rovnovazny stav X,=0 1 cely autonomni linearni dynamicky
system (2.179) bude globaln¢ asymptoticky stabilni.

Matice Q je symetricka, protoze plati

Q' =—(A"TP+PA)" =—(PA+ATP)=Q. (2.183)

Rovnice (2.182) se nazyva Ljapunovova algebraickd rovnice.

Vlastni ¢isla matice A budou mit zdporné realné Casti (tj. rovnovazny stav
X, =0 bude globaln¢ asymptoticky stabilni) tehdy a jen tehdy, kdyZ pro danou

symetrickou kladn¢ definitni matici Q existuje jednozna¢na symetricka kladné
definitni matice P vyhovujici Ljapunovové algebraické rovnici (2.182).

Je zteymé, Ze pro bézné ovéfeni stability linedrnich dynamickych systémut
piima Ljapunovova metoda neni vhodné z diivodu veliké pracnosti.



112 2 Matematické modely nelinedrnich systémil

2.3.4 Kruhové kritérium stability

MiuZzeme-li v regulaénim obvodé odd¢lit nelinearitu od linearni dynamické
casti, pak mizeme pro ovéfeni stability jediného rovnovazného stavu pouzit
kmitoctova kritéria, kterd vychazeji z Nyquistova kritéria stability pro linedrni
regulacni obvody. Jejich nevyhodou je, Ze davaji pouze postacujici podminky,
ale jsou relativné jednoducha a v technické praxi oblibena. Kritéria budou
uvedena pouze v zdkladni podobg.

Nejdiive zavedeme pojem sektorovd nelinearita [a, ], viz obr. 2.67.

Sektorova nelinearita [a, f]

u, = f(u,t), f(0,t)=0 (2.184)
je v roving (Us, Uz) vymezena dvojici pfimek se smérnicemi a a S, tj.
ou, < f(u,t)y<pu, £(0,t)=0 (2.185a)

pro vSechna t.

A u2 :ﬁul

u, = f(u,t), f(O,t)=0

Obr. 2.67 Sektorova nelinearita [a, f]

Celou nerovnost vynasobime U; a dostaneme
ou? <u, f(u,t) < puf, £(0,t)=0. (2.185h)
Z této nerovnosti pro 0<a < S vyplyva, Ze sektorova nelinearita prochazi
pocatkem a vyskytuje se v prvnim a tfetim kvadrantu.

Nerovnost (2.185a) se ¢asto zapisuje ve tvaru

agMS/}, u, =0, f(0,t)=0. (2.185¢)

U
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Velmi dilezité je, Ze sektorova nelinearita vzdy prochazi pocatkem
soutadnic. Je to z diivodu existence pouze jediného rovnovazného stavu, a proto
lze pfipadnou stabilitu rozsifit na cely zpétnovazebni obvod.

Predpoklada se, Ze sektorovou nelinearitu miizeme v regulacnim obvodé
oddélit od linearni dynamické casti popsané prenosem G(S), jehoz stupen
Citatele je mens$i nez stupen jmenovatele, v souladu s obr. 2.68. V nékterych
ptipadech budeme vstupni veli¢inu u; do nelinearity povazovat a také oznacovat
jako regula¢ni odchylku e.

W0 = O Ul U2
7{&. G(s)

v

\ 4

Obr. 2.68 Zpétnovazebni obvod se sektorovou nelinearitou

Napt. regulacni obvod se sektorovou nelinearitou (nelinedrni akéni ¢len)
pro w(t) =0 na obr. 2.69 mize byt snadno transformovan na obvod na obr. 2.68

pro
G(5) = Gr()Gs (5)Gy (5), (2.186)

kde Ggr(S) je pienos regulatoru, Gs(S) — prenos soustavy, Gm(S) — prenos
meéficiho ¢lenu. Na potadi linearnich ¢lend nezalezi.

W e U, ||

u, y
—»@—» Gr(s) =" 7{2 G, (s)

Gy (s)

v

\4

A

Obr. 2.69 Regulacni obvod se sektorovou nelinearitou

Zpétnovazebni nelinedrni obvod na obr. 2.68 se Casto nazyva Lurjeho typu
a byva popsan stavove

X = AX —bf (y),
. ) (2.187)
y=cC X

kde f(y) je sektorova nelinearita umisténa ve zpétné vazbé (obr. 2.70) a kde
pfenos linearni dynamické c¢asti je dan vztahem (stavovy model musi byt
fiditelny a pozorovatelny)
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G(s)=c" (sl —A)'b. (2.188)

@— G(s)

o]

Obr. 2.70 Zpétnovazebni nelinearni obvod Lurjeho typu

v

Z hlediska kmito¢tovych metod ovéfovani stability zpétnovazebni obvody
na obr. 2.68 — 2.70 pti nulovych vstupech az na oznaceni veli¢in mohou byt
povazovany za ekvivalentni. Ale pokud napt. v regulaénim obvod¢ na obr. 2.69
zadana veli¢ina W(t) nebude nulova, tj. w(t) =w,(t) (w,=0), pak vznikaji
zavazné problémy. MulZe dojit k posunuti rovnovdzného stavu z pocatku
soufadnic (pfi neexistenci integracniho ¢lenu v pienosu linearni ¢asti). V piipadé
integracniho ¢lenu je dulezité jeho umisténi, tj. zda je pred nelinearitou, nebo za
ni (viz ptiklad 1.3 a 2.23) atd.

Neptijemné je, Ze realné regulacni obvody témét vzdy obsahuji integracni
Clen a nelinearitu typu nasyceni, viz ptiklad 2.24.

Neékteré problémy 1ze obejit transformaci blokového schématu na obr. 2.70
v souladu s obr. 2.71.

A

| G |y y
: —» G(s) i > = G(s) >
i A y
| | = G, (s) >

] o
f(y) | L)

Obr. 2.71 Transformace zpétnovazebniho obvodu
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Je ziejmé, ze pro konstantni zesileni k; linearnich ¢lenti vysledné vlastnosti
zpétnovazebniho obvodu zlistanou stejné.

V souladu s obr. 2.71 lze psat

_G(9)
G, (s) = 11 kG(S)’ (2.189)
f(y)=f(y)—ky. (2.190)

Transformovana linearni ¢ast G, (S) ma jiz jiné poly nez pivodni ¢ast G(s).
Dochazi k pfesouvani p6la, vétsinou vlevo, tj. do stabilni oblasti.

Ze vztahu (2.190) vyplyva, ze rovnéz dochazi k transformaci sektoru, ve
kterém lezi transformovana nelinearita f,(y), tj.

o =a—k, B =F-k. (2.191)

Pro ovéfovani stability zpétnovazebnich nelinearnich obvodd se
sektorovymi nelinearitami (obr. 2.68 a 2.70) byly formulovany hypotézy,
Z nichz dv€ mohou byt pii navrhu nelinearnich regula¢nich obvodl uzite¢né.

Ajzermanova hypotéza

Nahradi-li se sektorova nelinearita [a, £] lincarnim zesilenim K v daném,
sektoru, t.

a<k,<p (2.192)

a zpétnovazebni obvod pro toto zesileni ka je asymptoticky stabilni, pak se Ize
domnivat, Ze ipivodni zpétnovazebni nelinedrni obvod bude asymptoticky
stabilni.
Kalmanova hypotéza
Vyhovuje-li jednozna¢na nelinearita nerovnosti
a’swsﬂ' (2.193)
du,

a nahradi-li se linearnim zesilenim kg v tomto sektoru, tj.

a' <k <p (2.194)
a zpétnovazebni obvod bude pro toto zesileni kx asymptoticky stabilni, pak se

lze domnivat, ze 1 pivodni zpétnovazebni nelinearni obvod bude asymptoticky
stabilni.

ProtoZze plati
ad<a<pBp, (2.195)
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je zfejmé, ze z platnosti Kalmanovy hypotézy vyplyva i platnost Ajzermanovy

hypotézy, tj. Kalmanova hypotéza je piisnéjsi. Bohuzel i za ptedpokladu

asymptotické stability linedrni dynamické ¢asti tyto hypotézy obecné neplati.
Mezni hodnoty o @ f v nerovnosti

a<ky <p (2.196)

pro zesileni ky nahrazujici nelinearitu, pro které dany zpétnovazebni linearni
obvod je globaln¢ asymptoticky stabilni, vymezuji tzv. Hurwitzitv sektor pro
danou linearni dynamickou ¢ast G(s).

Nyni jiz mazeme formulovat kruhové kritérium stability.

Uvazujme zpétnovazebni nelinearni obvod na obr. 2.68 s casové
proménnou sektorovou nelinearitou (2.185a), pak plati: Zpétnovazebni
nelinedrni obvod na obr. 2.68 je globalné asymptoticky stabilni, kdyz pro:

a) O<a<pf amplitudofazova kmito¢tova charakteristika otevieného

zpétnovazebniho obvodu G(jw) S p nestabilnimi poly pro 0<@w<oo lezi vné tzv.
kritické kruZnice se sttedem

_a+p (2.197)
203
leZicim na zaporné realné poloose, prochazejici body (—1/«, j0) a (-1/4,j0) a
obklopi ji p/2 krat (tj. pz krat) v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinovych
rucicek.
b) O=a < amplitudofazova kmitoétova charakteristika asymptoticky

stabilniho otevieného zpétnovazebniho obvodu G(jw) (tj. bez poli na imaginarni
0se) pro 0<@<oo lezi napravo od vertikalni ptimky prochéazejici bodem -1/

na zaporné realné poloose.

¢) a<0<p amplitudofazova charakteristika asymptoticky stabilniho
zpétnovazebniho obvodu G(jw) (tj. bez poli na imaginarni ose) je vevnite
kritické kruznice se stfedem na realné ose a prochazejici body (—1/«,0j) a

(-1/,0]). Tento ptipad pro a <0 muze vzniknout napf. transformaci (2.191).
Je ziejmé, ze pro O<a =L a G,(S) =aG(s) kruhové kritérium stability
piejde na klasické Nyquistovo kritérium pro linearni regulacni obvody.

Amplitudofazova kmitoctova charakteristika otevieného zpétnovazebniho
(regula¢niho) obvodu se ¢asto nazyva Nyquistova charakteristika, a proto dale
tento ndzev budeme pouzivat.

Kruhové kritérium stability je pouze postaCujici podminkou globalni
asymptotické stability a je pomérné konzervativni.
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Piiklad 2.22
V regula¢nim obvod¢ na obr. 2.69 s nestabilni soustavou
Gs(s) = 2 (2.198)
(s-1)(0,2s+1)
a konven¢nim regulatorem Pl
1
Gr(s)=Kp|1+— 2.199
r(S) p[ T SJ (2.199)

se stavitelnymi parametry K; =5, T, =1s a s pienosem méficiho ¢&lenu
Gy (s) =1 je uvazovana nahrada sektorové nelinearity akéniho ¢lenu [1/2, 1]
linearnim ¢lenem se zesilenim (koeficientem pfenosu) k, =0,75.

Je tfeba ovéfit stabilitu daného regulacniho obvodu. Sektorova nelinearita
miiZze byt Casoveé promenna.
Reseni:

Nejdiive ovéfime stabilitu regulacniho obvodu pro nomindlni hodnotu
k,=0,75.

V souladu s obr. 2.68 a 2.69 plati (G, =1)

2k, Kp(T;s+1) M, (s)

kaG(5) =k,Gr (5)Gs (5) = Ts(s-1(0,2s+1)  N_(s)

Charakteristicky mnohoc¢len
N(s)=0,2T,s® +0,8T,s* + (2k Ko, —DT,s+ 2K, K.
Sestavime Hurwitzovu matici

[0,8T, 2k Ko 0

H=|02T, (2k,Kp-DT, 0

0 0,8T, 2k Ko

a dostaneme

1
a) 2k,Kp-1>0 = KP>2_ka:

wIinN
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b)

0,8T, 2k, Kop

H, = =0,8T2(2k,Kp —1) —0,4T kK, >0 =
02T, (2k,Kp —1)T,

T > e (2.200)
2(2k Ky —1)

T,>—3KP .
4(3Kp —2)

Stabilni oblast pro stavitelné parametry PI regulatoru Kea T, je na obr.
2.72. V nasem prtipadé K; =5 a Tl* =1 s, tj. nastavené¢ hodnoty stavitelnych
parametrii regulatoru PI lezi ve stabilni oblasti, viz obr. 2.72.

Pro nastavené¢ hodnoty stavitelnych parametrii K; =5 a T,* =1slze na

zékladé nerovnosti (2.200) uréit Hurwitziiv sektor. Po dosazeni K, a T, do
(2.200) a ky = k, dostaneme

2

Ky >—, 2.201
> (2.201)
tj. Hurwitztv sektor je (2/15,0).
&
T; [s]
I STABILNI OBLAST
28
L,
4 _
0] 51 3 Kp=5 7 9 RTP

Obr. 2.72 Stabilni oblast pro stavitelné parametry PI regulatoru
KeaT — pf‘lklad 2.22
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Pro ovéfeni stability regulaéniho obvodu s ¢asové proménnou sektorovou
nelinearitou [1/2, 1] pouzijeme kruhové kritérium. Stfed kritické kruznice lezi na
zaporné realné poloose a je dan vztahem (2.197).

Pribéh Nyquistovy charakteristiky G(jw) je na obr. 2.73 a detail jeho
dilezitéjsi Casti okolo kritického bodu (-1, jO) a kritické kruznice je na obr.
2.74. Protoze ptrenos G(S) obsahuje jeden nestabilni pol s=1 (p=1), proto
Nyquistova charakteristika G(jow) musi obklopit kriticky bod (-1, jO) (klasické
Nyquistovo kritérium) a kritickou kruznici pulkrat. Je tieba vzit v tvahu, ze
Nyquistovu charakteristiku G(jw) pro @ — 0 je nutno spojit se zapornou realnou
poloosou (zaznaceno Carkovang).

Regulacni obvod s nestabilni soustavou (2.198) a regulatorem PI pro
K; =5 a T,* =1 s a sektorovou nelinearitou [1/2, 1] je globalné asymptoticky
stabilni.

Protoze plati [viz (2.192) a (2.201)]
kye[l/21]; k, €(2/15,00) =
[1/2.1] = (2/15,00)
a regulacni obvod je globalné asymptoticky stabilni, je rovnéz splnéna

Ajzermanova hypotéza. Kalmanovu hypotézu nelze ovétit z divodu nezndmého
prub¢hu sektorové nelinearity [1/2, 1].

w—=0" Im#4
/
/
/ Gjo)
/
/
/
f
A
l
|
|
|
l‘ ~ = QD
~— 0 >
135 2 Re

Obr. 2. 73 Nyquistova charakteristika G(jw) — ptiklad 2.22
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T T
1
kriticka kruznice

kriticky bod
1
(24 _
| | @=x .
-4 3 -2U_1 0 1 Re
D 0.5 4 |

G(jo)

=

Obr. 2.74 Detail Nyquistovy charakteristiky G(jw) — ptiklad 2.22

Ptechodové charakteristiky regulaéniho obvodu s nestabilni soustavou
sefizeného pro nomindlni hodnotu k,;=0,75 jsou na obr. 2.75. 1 kdyz
ptechodové charakteristiky vykazuji znacné ptekmity, dochazi k jejich pomérné
rychlému ustaleni.

vt

W

B i(j{: 0,5:0,75; 1

Obr. 2.75 Piechodové charakteristiky regula¢niho obvodu pro rtizné
hodnoty ka — ptiklad 2.22
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Priklad 2.23

Pomoci kruhového kritéria je tieba ovéfit stabilitu nelinedrniho

zpétnovazebniho obvodu Lurjeho typu na obr. 2.70 pro
Gls)=— (2.202)
s(T;s+1)

a Casové proménnou sektorovou nelinearitu [er, f] pro parametry: k, =1,
1,=05s, =0, f=45.

ResSeni:

Protoze or =0 a linearni ¢ast (2.202) obsahuje jeden nulovy pdl, pouZijeme
transformaci zpétnovazebniho obvodu v souladu s obr. 2.71 pro k, =0,5.

Na zaklad¢ vztahu (2.189) a (2.191) dostaneme

Ky
G.(s) = G(s) _ s(fs+1) _ ky _ 2
t 1+kG(s) ¢, ki Ts®+s+kk s*+2s+1’
s(T;s+1)
o, =a—k =-05;
B=p-k =4
=45 . B=4
f(y) 4 p f(y) 1 f
k,=0,5
a=0
y y
o, =0

Obr. 2.76 Transformace sektoru nelinearity — ptiklad 2.23
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Im #
kriticka
i kruznice

1

023 | Re

¢ - = 5
1
G, (Jo)

Obr. 2.77 Nyquistova charakteristika G, (s) — priklad 2.23

Vzé4jemna poloha Nyquistovy charakteristiky a kritické kruznice je na obr.
2.77. Protoze Nyquistova charakteristika vystupuje z kritické kruZnice, neni
splnéna postacujici podminka globalni asymptotické stability, a proto nelze o
stabilit¢ ¢i nestabilit¢ nelinearniho zpétnovazebniho obvodu na obr. 2.68
rozhodnout.

Je zfejmé, Ze pokud zastoupime zpétnovazebni nelinearitu zesilenim Kk,
vrozsahu a=0<k, <f =45, zpétnovazebni obvod bude globalné
asymptoticky stabilni.

Byl proveden test na stabilitu se segmentovou nelinearitou (obr. 2.78)

f(y):&z'g\y\sin(ay)+a;’8. (2.203)
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S

B=4.5

=0

A 4

Obr. 2.78 Testovaci segmentova nelinearita — priklad 2.23

Nelinearni zpétnovazebni obvod pii nulovém vstupu do souctového uzlu
pro libovolnou pocatecni podminku integracniho ¢lenu a nelinearitu (2.203) je
asymptoticky stabilni. Naproti tomu pii konstantni hodnoté w, vstupu do

souctového uzlu nelinearni zpétnovazebni obvod je pro nékteré hodnoty a ve
vztahu (2.203) stabilni a pro jiné nestabilni. Stabilni je napf. pro hodnoty
W, =2, a=>5, 6, 8 a nestabilni pro hodnoty napt. a=7,10 atd.

Priklad 2.24

Je dan regulacni obvod s nelinearitou typu nasyceni na obr. 2.79.
Regulovana soustava je proporcionalni se setrvac¢nosti 2. fadu

Ky
(Tis+1)°
a regulator je proporciondlni P, pifipadné integra¢ni 1. Je tieba provést analyzu
regulaéniho obvodu z hlediska stability pro K, =50, pfipadné T, =4 s, k, =1,
k,=2aT, =2s.

G(s) = (2.204)
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a)
W e U, u, y
Gg(s) —» G (s) >
b) U2 A
B ______ 1
_ B B U1=
Koo/ K,
-B
Obr. 2.79 Regula¢ni obvod: a) schéma, b) nelinearita typu
nasyceni — piiklad 2.24
ReSeni:

a) Proporcionalni regulator — P
Ptenos proporcionalniho regulatoru P je
Gr(s) =Kp, (2.205)
kde Kp je zesileni regulatoru.
Ptenos linearni ¢asti [viz obr. 2.79 a vztah (2.204)] je dan vztahem
Kpk,
(Ts+1?

Nasyceni na obr. 2.79b 1ze povaZovat za sektorovou nelinearitu pro o >0 a
L=k, 1. (0, k2]. Je zajimavé, ze tato sektorova nelinearita nezavisi na hodnoté

B.

G(s) =Gr(S)Gs(s) = (2.206)

Kmitoctovy ptenos linearni ¢asti ziskame z (2.206)

o Kk
GGe) =G,y = 1-T?e + 2T,

—ReG(jw) + jImG(jw) ,(2.207a)

kde

Kpk (1T 0"

(.l ) (1_T12a)2)2+4-|-12a)2

(2.207b)
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2Kk T,@
A-T20®)? + 4T 0

IMG(jo) = - (2.207¢)

Protoze kmitoctovy pienos linedrni ¢asti G(jw) je jednoduchy, mizeme
Nyquistovu charakteristiku nacértnout piiblizné¢ podle tab. 2.5 sestavené pro
nékteré vyznaéné uhlové kmitoéty w, viz obr. 2.80.

Tab. 2.5 Nyquistova charakteristika pro regulator P — ptiklad 2.24

0 1
w Tl o0
ReG(jw) Kok, 0 0
IMG(j) 0 _ K;kl 0
1 +Im
2625 k2 - =0

A 4

Re

Obr. 2.80 Nyquistova charakteristika pro regulator P — ptiklad 2.24

Zobr. 2.80 je zfejmé, Ze na zakladé¢ kruhového kritéria pro =0 a
P =K, =1 nelze o stabilité¢ ¢i nestabilit¢ regulacniho obvodu rozhodnout. Ve

skute¢nosti je regulac¢ni obvod globaln¢ asymptoticky stabilni pro libovolnou
hodnotu B>0. Plyne to ze skuteCnosti, ze kruhové kritérium je pouze
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postacujici podminkou. Bohuzel hodnota B ma podstatny vliv na kvalitu
regulace.

Pienos fizeni za predpokladu linearity, tj. dostate¢né vysoké hodnoty B, je
v souladu s obr. 2.79a dan vztahem

G (5) = Kpkik, ~ 1 k
YT (Ms+) Kk, TP o 2T,
1+K, 1+Kk,

°_ (2.208a)
+1 5o

kde
k, = KpkK, (2.208Db)
je zesileni otevieného regula¢niho obvodu.
Z diivodu trvalé regulacni odchylky
Wo
1+k,

e, ()= (2.209)
byly zvoleny hodnoty K, =50, k; =1 a k, =1. V tomto pfipad¢ trvala regulacni
odchylka e, () je mensi nez 2 % skokové zmény zadané velic¢iny Wo. Bohuzel
soucasné se projevi vysoka kmitavost, protoZze koeficient pomérného tlumeni
[viz vztah (2.208a) je nizky

£ = 1
0_,/1+k0

Na obr. 2.81a jsou pro hodnoty B=0,5; 1 a 5 zobrazeny odezvy
regula¢niho obvodu y(t) sregulatorem P na jednotkovou (w, =1) skokovou
zménu zadané veli¢iny W(t) =wyn(t) a na obr. 2.81b odpovidajici pribéhy
veli¢iny u,(t) pfed nasycenim.

= 0,14, (2.210)

Vidime, Ze pokud B je malé ve srovnani s W,, dochazi k nedoregulovani, tj.
k neamérné veliké trvalé regulacni odchylce €,,(o0) . Pfi vyssi hodnoté B se vliv
nasyceni na regulaéni pochod sniZzuje. Z obr. 2.81 vyplyva, Ze nasyceni pfii
proporciondlni soustavé i regulatoru proces stabilizuje, ale zaroven zpomaluje.

Z hlediska regulace pii existenci nasyceni je vhodné, aby vysoké zesileni
vystupovalo za nasycenim (napi. K, =1, k, =50 a k, =1), jak to ukazuje obr.
2.82, kde jsou zobrazeny odezvy regulacniho obvodu y(t) a u,(t) s regulatorem
P na jednotkovou skokovou zménu (W, =1) zadané veli¢iny w(t) =wn(t).
Odezvy pro B= 1 a 5 splyvaji. Bohuzel ne vzdy je to mozné realizovat.

Umisténi vysokého zesileni pfed nebo za nasycenim nema Zadny vliv na
stabilitu regula¢niho obvodu.
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)f(r) A

w(?)

€yp(00)

-10t

B=5

Obr. 2.81 Odezvy regulacniho obvodu s regulatorem P — ptiklad 2.24
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) W) &
1.6

1.4

e]l‘(m)

0.8
0,6

0,4

|_‘|v

12 16 t[s]

Obr. 2.82 Odezvy regulacniho obvodu s regulatorem P a zesilenim za
nasycenim — ptiklad 2.24
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b) Integracni regulator — |
Pfenos integracniho regulatoru I je
1
Gi(s)=—, 2.211
r(S) Ts (2.211)
kde T, je integra¢ni ¢asova konstanta.

Ptenos linearni ¢asti [viz obr. 2.79 a vztah (2.204)] je dan vztahem

k
G(s) =Gz (s)Gs (8) = ——2—-. 2.212
(5) = Gr(8)Gs(s) Ts(Ts+1)? (2.212)
Po dosazeni s = jw dostaneme kmitoctovy pienos
: k : :
G(w)=- 1 =ReG(jow) + ImG(jw), (2.213a
0e) 2T T’ + T (TP 0’ -1) Ge) Je). )
kde
T
ReG(jw) =— ! (2.213Db)

4T 0” + (T2w? —1)%
K —2 2
—(T"00" -1
2o -1

IMG(jw) = w[4T126'02 rnat (2.213¢)

Podobné jako v pfedchozim ptipadé pro vyznamné thlové kmitocty w
sestavime tab. 2.6 a na jejim zdkladé mlzeme sestrojit piibliznou Nyquistovu
charakteristikou, viz obr. 2.83.

Tab. 2.6 Nyquistova charakteristika pro regulator I — piiklad 2.24

0 1
[0} T1 00
k.T. k.T.
ReG(] S LU A . 1
() T, 2T, 0
IMG(jw) — 0 0 0
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a) b)
Im 4
.
- Im,
2
0 Rer
l_
0
-0.5 0 Re
e -0,2:»;' |
-6 | Ao
G (Jo) T
-8
10

Obr. 2.83 Nyquistova charakteristika pro regulator I: a) celkovy priibéh,
b) detail — piiklad 2.24

Z obr. 2.83 vyplyva, ze za ptedpokladu linearity, tj. dostatecné vysoke
hodnoty B, z Nyquistova kritéria stability dostaneme

—1<—% = T, >%. (2.214)
|

Stabilni oblast je uk4dzana na obr. 2.84. V naSem pfipad¢ k, =1, T, =25,

T, =4 s. Vidime, ze hodnota T, =4 s leZi s dostateénou rezervou ve stabilni
oblasti.
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I [s] &
5 L
T'= pb———_ Stabilni
! _T oblast
\
3} |
!
\
21 1
\
\
1k |
!
|
. | . . . . . . . L
- —" . - -
0 kh=2 4 6 8 10 T

Obr. 2.84 Stabilni oblast pro stavitelny parametr T, regulatoru — piiklad 2.24

Protoze ax=0 a linearni ¢ast G(s) obsahuje jeden nulovy pol (regulator I),
kruhové¢ kritérium nelze pfimo pouZzit.

Na obr. 2.85 jsou zobrazeny prib¢hy vystupni veli¢iny y(t) a akéni veli¢iny
ui(t) pfed nasycenim pro jednotkovou skokovou zménu zadané veliCiny
w(t) =wyn(t) (w,=1) v zavislosti na hodnoté¢ B. Z obou obrazki je ziejmy
zaporny vliv B na kvalitu regulaéniho pochodu a dokonce na stabilitu. Pti nizke

hodnoté B vzhledem ke skoku Zadané veliCiny Wy dochéazi k nedoregulovani, a
tedy ke vzniku trvalé regulacni odchylky e, (), kterd zptisobi neomezeny rust

akéni veliGiny Uy (t) pfed nasycenim, viz obr. 2.85 pro B = 0,5, a tedy nestabilitu.
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Obr. 2.85 Odezvy regula¢niho obvodu s regulatorem I — ptiklad 2.24
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2.3.5 Popovovo Kritérium stability

Je uvazovan zpétnovazebni nelinearni obvod na obr. 2.86 pro w(t)=0.

U Popovova kritéria stability vstup do nelinearity je nejcastéji oznaCovan jako e
(vétSinou jde o analyzu regula¢niho obvodu).

f©) [—s G(s)

v

Obr. 2.86 Nelinearni zpétnovazebni obvod

Je zteyjmé, Ze vSechny struktury nelinedrnich zpétnovazebnich obvodl pro
w(t) =0 jsou z hlediska stability, az na oznaceni veli¢in, ekvivalentni.

Predpoklad4d se, Ze nelinearita je jednoznatnd po castech spojita t-
Invariantni, ktera lezi v segmentu [0, 5] (obr. 2.87)

0<f(e)< e, f(0)=0, (2.215a)
prip.
f(e)
OSTS,B, e=x0, f(0)=0. (2.215b)
u t u=fe

u=f(e), f(0)=0

v

Obr. 2.87 Sektorova nelinearita [0, /]

Nelinedrni zpétnovazebni obvod (obr. 2.86) s asymptoticky stabilni linedrni
Casti G(s) a jednoznaCnou po Eastech spojitou t-invariantni sektorovou
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nelinearitou [0, f] je globalné asymptoticky stabilni, je-li splnéna Popovova
nerovnost

Re[(1+ jgw)G(jw)] > —% pro vSechna >0, (2.216)
kde q je realné ¢islo.
Oznacme
P(w)=ReG(jw), Q(w)=ImG(jw), (2.217)
dosadime do (2.216) a po tpravé obdrzime
P(0) - qeQ(w) > —%. (2.218)
Zavedeme modifikovany kmitoctovy pienos
Gn() = P(®) + jaQ(®) = R, (@) + ]Q, (), (2.219a)
kde
P.(w)=P(®) =ReG,,(jo) =ReG(jw), (2.219Db)
Q. (@) =aQ(w) =IMG,,(jw) =wIMG(jw), (2.219c¢)

jehoz grafické vyjadieni se nazyva Popovova charakteristika.
Popovova nerovnost (2.216) pak bude mit tvar

P, (@) - 4Qu (@) >—%. (2.220)

Zastoupime nerovnost (2.220) rovnosti a po Gpravé dostaneme rovnici tzv.
Popovovy piimky

1 1
Q =ip +1 2.221

se smérnici 1/q, ktera protina realnou osu v bod¢ —1/ 5.

Nyni lze Popovou nerovnost (2.220), a tedy i (2.216) geometricky
interpretovat tak, ze Popovova charakteristika (2.219) lezi napravo od Popovovy
ptimky (2.221), viz obr. 2.88.
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On=ImG,, 4

/ o @ =0
] - .

1
P

Popovova primka

Popovova
charakteristika G, (jo)

Obr. 2.88 Geometricka interpretace Popovovy nerovnosti

Nyni Popovovo kritérium stability miZzeme zformulovat ve tvaru:

Nelinearni zpétnovazebni obvod s asymptoticky stabilni linearni cCasti
G(jw) a jednoznacnou po Castech spojitou sektorovou nelinearitou [0, f] je
globalné asymptoticky stabilni, lezi-li Popovova charakteristika G (jw) pro
vSechna @>0 napravo od Popovovy piimky prochazejici bodem -1/ na
realné ose.

Pokud linearni ¢ast G(S) ma jeden nulovy pol a ostatni pdly lezi v levé
poloroviné komplexni roviny S (pouze tento ptipad budeme uvazovat), pak se

predpoklada, ze nelinearita lezi v segmentu [e, f], kde & je malé kladné dislo.
Tento predpoklad eliminuje nelinearity, které maji pro e =0 nulovou derivaci

(napt.: e”sign(e), e® atd.) nebo rostou pomaleji nez linearni funkce e (napf.:
sign(e), sat(e), /el sign(e) atd.).

Zékladni piipady vzajemné polohy Popovovy piimky a Popovovy
charakteristiky jsou ndzorn¢€ ukézany na obr. 2.89.
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A

a) Im 4
POpOVOV&

b) Im
1
piimka w=0 _E /(a)—oo 0)20:

1 Re Mezni O \j Re
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Cno) primka i)
Im 4 m
c) Im 4 d)

/a): -

C\C’

G, ()

Obr. 2.89 Zakladni ptipady vzajemné polohy Popovovy piimky a Popovovy
charakteristiky: a) a b) Popovovo kritérium je splnéno, c¢) a d) Popovovo
kritérium splnéno neni

Protoze plati

P(w) = P(~) Pribéh Nyquistovy charakteristiky G(jw)
Q(w) =-Q(-w) = pro 0<w< o je symetricky podle redlné
B 0sy S prib&hem pro 0> @ > —o0.
Podobné plati

Priub&h Popovovy
P (w) = P(w) = P, () = P, (-o) } charakteristiky G, (jo)

~ A pro 0<w<o se
Qm (C()) = CUQ(CU) = Qm (w) - Qm( w) pokr}'lva', S prﬁbéhem
pro 0= w > —oo.

Pribéhy obou charakteristik pro —oo < w <o jsou na obr. 2.90.

Z vyse uvedenych divodi se ob& charakteristiky vykresluji pouze pro
0<w<w.

Pokud Popovova G, (jw) a Nyquistova G(jw) charakteristika protina

zapornou realnou poloosu, tj. piechazeji ze 3. do 2. kvadrantu, pak se vzdy
protnou na zaporné realné poloose v bod¢, ktery musi lezet napravo od bodu
(=183, j0). Je to nutnd podminka globdlni asymptotické stability.
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a) Im #
@ =-C0 —» @ =)
@ = co @ =1
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) @ =-00 Re
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Obr. 2.90 Popovova a Nyquistova charakteristika: a) celkové prubéhy, b) detail

okolo pocatku
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Priibéhy Popovovy a Nyquistovy charakteristiky pro nékteré jednodussi
prenosy linearni casti G(S) jsou na obr. 2.91.

Prenos
linearni ¢asti

Ky

G(s) =
(5) Ts+1

G(s) = K

o |2

Ky

Nyquistova
charakteristika

Popovova
charakteristika

G(s)

T (Ts+1)T,5+1)

Im A
@ = o0 kl C()ZO
X U Re ’ / Re
kl 1
o T =0 _ﬁ
1 W=
Im a Im a
W =0
0] Re 0 Re
—k,{
ow—0
Im a Im a
—kT, @ =00
0 Re R;
w—0
Im a Im a
=00 lfl R ) =0 a):o\k}k
0 \ Re 0 Re
kT, C% 0
T,+T, K,
T,+T,

Obr. 2.91 Popovovy a Nyquistovy charakteristiky
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Popovovo kritérium stability mize byt zobecnéno i1 na t-variantni a
nejednoznacné nelinearity. Priitbéh Popovovy charakteristiky mtize byt pomérmné
slozity.

Popovovo kritérium je méné konzervativni nez kruhové kritérium, tj.
kruhové kritérium je pfisnéjsi. Pro ob¢ kritéria je dilezity cely prabéh
charakteristik. U Nyquistova kritéria stability pro linedrni obvody (systémy) je
dilezity pouze prusecik Nyquistovy charakteristiky (kmitoctové charakteristiky
otevieného regulacniho obvodu) se zapornou poloosou komplexni roviny,
pripadné jeji prubéh v okoli kritického bodu (-1, jO).

Popovovo i kruhové kritérium vyjadiuji pouze postacujici podminky pro
globalni asymptotickou stabilitu zpétnovazebniho obvodu (systému) pro danou
segmentovou nelinearitu, tj. globalni asymptoticka stabilita se vzdy predpoklada
v daném segmentu. Pro tuto globalni asymptotickou stabilitu v segmentu se
casto pouziva pojem absolutni stabilita.

Priklad 2.25

Pomoci Popovova kritéria je tfeba ovéfit stabilitu regulacniho obvodu
z ptikladu 2.22, tj. pro nestabilni soustavu (2.198) a regulator PI (2.199) s

K; =5 a Tl* =1s. Vtomto ptipadé¢ se piedpokladd t-invariantni nelinearita
v sektoru [0,5; 1].
Reseni:

Ptenos linearni ¢asti pro K5 =5 a T, =1 s je dan vztahem

10(s+1)
s(s-1(0,2s+1)

Protoze pienos G(S) ma jeden nulovy pol s; =0, jeden nestabilni pdl s, =1

G(s) =Gr(s)Gs(s) = (2.222)

a jeden stabilni pol s; =-5, Popovovo kritérium nelze pfimo pouzit. Rovnéz
sektorova nelinearita [0,5; 1] (tj. @ =0,5 a S =1) je pro piimé pouziti Popovova
kritéria nevhodna. Proto pouzijeme transformaci podle obr. 2.71. Protoze
a =0,5, ptfimo se nabizi hodnota k, =0,5. Ze vztahi (2.191) dostaneme

a,=a—-k =05-05=0,
S, =p-k =1-05=05.

Transformovana  nelinearita je  nyni  definovana v segmentu
[, £ 1=[0; 0,5].

Na zakladé vztahu (2.189) transformujeme linearni ¢ast G(s), t].



140 2 Matematické modely nelinedrnich systémil

10(s +1)
G(s) _  s(s—-1)(0,2s+1)
1+kG(s) 1,4  10(s+1)

"s(s—1)(0,25 +1)

Gt (5) =

B 10(s +1)
0,2s°+0,8s2 +4s+5

(2.223)

Snadno se miiZzeme piesveédcit, napt. pomoci Hurwitzova kritéria stability,
Ze poOly transformované linearni ¢asti G,(S) jsou stabilni:

08 5 O]

H=(02 4 0|=

' 0 08 5]
08 5
H, = =2,2>0 = vSechny pdly jsou stabilni
0,2 4

Pély transformované linedrni ¢asti G, (S) jsou:
s, =-15423; s, , =-1,2288+ j3,8340.

Nyni jiz Popovovo kritérium stability miizeme pouzit.

Popovova charakteristika transformované linearni ¢asti G, (jew) je na obr.
2.92 spolu s Popovovou piimkou, kterd prochazi bodem (—1/f =-2;]j0).
Protoze Popovova charakteristika G, (jw) lezi pro @>0 napravo od Popovovy
piimky, dany regulacni obvod je globaln¢ asymptoticky stabilni v segmentu
[0,5; 1] (§j. v ptivodnim netransformovaném segmentu), a to s velikou rezervou.

Na obr. 2.92 je také zobrazena Nyquistova charakteristika transformované
linearni ¢asti G, (jw) . ProtoZe cela lezi napravo od piimky kolmé na realnou osu
(a, =0) a prochazejici bodem (-1/5, =-2;j0), znovu miZeme na zakladé
kruhového kritéria konstatovat, Ze dany nelinedrni regulacni obvod je globalné
asymptoticky stabilni v segmentu [0,5; 1]. Z obr. 2.92 je také ztejmé, Ze kruhové
kritérium stability je znacné konzervativngjsi nez Popovovo kritérium.

Zajimavé je rovnéz srovnani postupu pii pouziti kruhového kritéria stability
bez transformace a s transformaci, viz priklad 2.22.
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Kruhove
kritérum

A 4

4 Re

Popovovo
kritérium

-10

& tm (] @)

-20

Obr. 2.92 Ovéfeni stability pomoci Popovova a kruhového
kritéria — ptiklad 2.25
Priklad 2.26

Je tieba ovéfit stabilitu zpétnovazebniho obvodu Lurjeho typu [w(t) =0]
pro linedrni ¢ast s pfenosem
1

SO = sy

(2.224)

a ¢asové neménnou spojitou segmentovou nelinearitu [&; 0,8], kde ¢ je velmi
malé kladné Cislo.

Reseni:

Linearni ¢ast ma pély: s, =0, s,,=-1/2+ J\/g/ 2, a proto mizeme pouzit
jak Popovovo, tak i kruhové kritérium.

Pribéhy Popovovy a Nyquistovy charakteristiky jsou na obr. 2.93.
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Z obr. 2.93 vyplyva, Ze ob¢ charakteristiky protinaji zépornou realnou
poloosu ve stejném bodé (-1, ]0), a proto je splnéna nutna podminka globalni

asymptotické stability (viz str. 137)

1 imea (2.225)
p

Déle je zieyjmé, Ze kruhové kritérium stability neni splnéno, na rozdil od
Popovova kritéria stability. Dany nelinearni zpétnovazebni obvod je globalné
asymptoticky stabilni v sektoru [e; 0,8], pfipadné pro nespecifikovanou hodnotu
¢ v sektoru (0; 0,8].

Znovu se ukdzalo, Ze kruhové kritérium stability je znaéné konzervativngjsi
neZ Popovovo kritérium.

Popovovo
kritérmm TIm #
| | 0.5
1 - Gy, (1 @)
-— =-1,25
g
@ = 0
15 -1 05 0 05  Re
I -0.5] ]
K_mhox-'e<_ @ =0 -1 1
kritérium
G (joy
| -1.5] |
\ 5
@ —» ()

Obr. 2.93 Ovéfeni stability pomoci Popovova a kruhového
kritéria — piiklad 2.26
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2.3.6 Metoda ekvivalentniho pienosu

Metoda ekvivalentniho pi‘enosu nebo také metoda harmonické linearizace
je metoda pfibliznd, ktera v nelinedrnich regulacnich obvodech dovoluje stanovit
pocet meznich cykld a jejich vlastnosti. U metody ekvivalentniho pfenosu se
ptedpokladd, Ze nelinearni regulacni obvod je t-invariantni a miize byt rozdélen
na linearni dynamickou ¢ast s prenosem G(S) a lichou symetrickou nelinearitu
(obr. 2.94), 1.

f(e)=—"1(-e). (2.226)
w e u y
—%f—-‘ S ’—> G(s)

Obr. 2.94 Nelinearni regula¢ni obvod

[
»

v

O linearni ¢asti se predpoklada, ze ma vlastnosti dolnopropustného filtru.

Za téchto predpokladii pfi sinusovém pribéhu regulaéni odchylky (a. —
amplituda, @ — thlovy kmitocet)

e(t) =a, sin at (2.227)

na vstupu nelinearity lze na jejim vystupu uvazovat pouze prvni harmonickou
periodického prabéhu, protoze vyssi harmonické jsou potlateny — linearni ¢ast
ma vlastnosti dolnopropustného filtru, ktery vyS$§i harmonické potlaci, viz
obr. 2.95. Jde samoziejmé o ustalené kmity.

e(t) u(t)4 + Prvniharmonicka u(t)
ae' B au
> > \=t
0/ 2 \t - CEJ t O
& > PRa >
a2
@

Obr. 2.95 Prubéhy veli¢in z obr. 2.94

Za ptedpokladu, Ze nelinearita je popsana vztahem
u=f(e), (2.228)

Ize veli¢inu u(t) vyjadiit trigonometrickou Fourierovou ifadou
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u(t) = f(a,sin o) = “—20 +S[a, (a,)cos(kar) +b, (a,)sin(kon)]. (2.229)

Pro symetrické nelinearity je a, =0.

Budeme uvazovat pouze prvni harmonickou (k = 1), tj.

a,(a,)cosat +b (a,)sin at =a,(a,)sin[at + ¢, (a,)], (2.230)
a,(a,) =+al (@) +bf (@,). (2.231a)
o, (a,) =arctg 2(a,) , (2.231b)
b (a,)
kde a, je amplituda prvni harmonické, ¢, — fazové zpozdéni (faze) prvni
harmonickeé.
Oznacme
=0t = 2r =0l (2.232)
a pak Fourierovy koeficienty jsou dany vztahy
2z
ai(ae)zi [ f(a.siny)cosydy, (2.233a)
T o
1 27
b(a.)== [ f(a,siny)sinydy. (2.233b)
T o
Nyni jiz mizeme definovat ekvivalentni ptenos liché nelinearity
GN (ae) _ aua(‘ae) ejf/’u(ae) — bl;ae) + J al;ae) . (2234)

(5 (5 (5

Z definice ekvivalentniho pfenosu vyplyva jeho podobnost s kmitoctovym
pfenosem linedrnich dynamickych clend. Je tady ale zakladni rozdil.
Kmitoctovy prenos je funkci thlového kmitoctu w, naproti tomu ekvivalentni
pienos je funkci amplitudy vstupni veliiny a, .

Pro lichou nelinearitu f(e) =—f(—e) lze vztah

2r
a,(a,) == [ f (a,siny)cosydy,
T o

upravit, protoze plati
cosy dy =d(siny) .
Dostaneme
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2 e(2rx)
a,(a,)=" [ f(a,siny) —d@,siny)=—— [u(e)de, (2.235)
T o — ae — ﬂae e(0)

u €
tj. integral
e(2rx)

[u(e)de,

e(0)

je roven ploSnému obsahu vymezenému nejednoznacnou nelinearitou, viz
obr. 2.96a. Proto pro jednoznacnou nelinearitu (obr. 2.96b) je Fouriertv
koeficient a (a,)=0. V tomto ptipadé ekvivalentni pienos je realné ¢islo dané

vztahem

2r
GN(ae):%:ijf(aesin w)siny dy . (2.236)
e e 0
ua4 ua

a,(a,)=0 a,(a)=0
/ ; .
/ //0 é 0

oV

Obr. 2.96 Licha nelinearita: a) nejednoznac¢na, b) jednoznaéna

Jak jiz bylo fe¢eno, metoda ekvivalentniho pfenosu se také nazyva metoda
harmonické linearizace. Harmonicka linearizace se podstatné lisi od obycejné
linearizace, napi. Jacobiovy (Taylorovy) linearizace, ktera uvazuje linearni
Cleny v Taylorové rozvoji jednozna¢né a hladké nelinearity ve zvoleném bodé
(v pracovnim bodé&, vrovnovdzném stavu, viz podkapitola 2.3.1). Jacobiova
linearizace se pouziva pievazné v ¢asove oblasti a dana nelinearita je zastoupena
jedinou ptimkou, tj. teCnou (uvaZovany jsou jednorozmérové nelinearity)
prochazejici danym bodem (obr. 2.97a). Linearizacni pifimka mize byt také
se¢nou prochazejici danym bodem a ur¢enou graficky nebo metodou nejmensich
¢tverct (obr. 2.97b) atd.

Pii harmonické linearizaci jednoznac¢nd lichd nelinearita je zastoupena
celym svazkem piimek prochazejicich pracovnim bodem (obr. 2.97c), pfiCemz
kazdé hodnoté amplitudy a. harmonického (sinusového) pribéhu vstupni
velic¢iny e(t) (2.227) odpovida jedina konkrétni pfimka.
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v

Obr. 2.97 Linearizace: a) te¢nou, b) se¢nou, ¢) harmonicka

Z vySe uvedeného vyplyva, Ze ekvivalentni pfenos jednoznacné liché
nelinearity (obr. 2.97¢) lze interpretovat jako zesileni, které zavisi na amplitudé
ae. Podobné ekvivalentni pfenos nejednoznacné liché nelinearity lze povazovat
za komplexni zesileni zavislé na amplitudé¢ a. vstupni veliciny e(t).

Harmonicka linearizace (tj. metoda ekvivalentniho pfenosu) mlZze byt
pouzita 1 na nespojité liché nelinearity (reléové nelinearity atd.) a pouZziva se
v kmitoctové oblasti.

Uvazujme nyni nelinearni regula¢ni obvod na obr. 2.94. Aby v ném vznikly
samobuzené kmity (autooscilace, tj. mezni cyklus), musi kmity y(t) na vystupu
otevieného (rozpojen¢ho) regulacniho obvodu mit stejnou amplitudu ay = ae
jako kmity regula¢ni odchylky e(t) a fazové zpozdéni —z (sumacni uzel obraci
znaménko). Predpoklada se, ze w(t) = 0.

Podminku vzniku a existence samobuzenych kmiti, tj. mezniho cyklu, lze
vyjadfit vztahem

G(w)G, (a,)=-1, (2.237a)
resp.
G(ja)):—G J(-a 3 (2.237b)
Vyraz
__ 1 (2.238)
GN (ae) .

se nazyva kritickd charakteristika dané nelinearity.

Ze vztahi (2.237) je ziejmé, ze podminka vzniku samobuzenych kmitl je
podobna Nyquistové kritériu pro mez stability linedrnich regulac¢nich obvodd.
Vidime, ze kritickd charakteristika (2.238) plni tutéz roli jako kriticky bod
(-1, jO) v linearnich regula¢nich obvodech, pro které tato podminka ma tvar
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G,(jw)=-1, (2.239)
kde G,(jw) je kmitoctovy pfenos oteviené¢ho regulacniho obvodu.

Rovnici (2.237a) nebo (2.237b) 1ze tesit analyticky nebo graficky.

Pti analytickém feSeni je tfeba komplexni rovnici zapsat ve tvaru soustavy
dvou rovnic pro redlnou a imaginarni ¢ast (viz ptiklad 2.28). Jejich feSenim
ur¢ime amplitudu a, =a,, a Ghlovy kmitoet @ = w), . Budou-li jejich hodnoty
realné a kladné, pak v nelinearnim regula¢nim obvod¢ vzniknou samobuzené
kmity s amplitudou a, =a,, a tthlovym kmito¢tem @ = a,, .

Pii grafickém feSeni v komplexni rovin¢ vyneseme Nyquistovu
charakteristiku  (amplitudofazovou kmitoctovou charakteristiku) linearni
dynamické ¢asti G(jw) a kritickou charakteristiku —1/G, (a,) nelinearity.

vvvvvv

a kritické charakteristiky —1/Gy, (a,) jsou na obr. 2.98.

Predpoklada se, ze linearni dynamicka ¢ast G(S) nema nestabilni poly
V pravé poloroviné komplexni roviny S.

V souladu se vztahem (2.237b) mizeme nyni zformulovat podminku
stability nelinedrniho regulacéniho obvodu ve tvaru:

Nelinedarni regulacni obvod je globdalné asymptoticky stabilni,
neobklopuje-li  Nyquistova charakteristika (amplitudofizova kmitoctova
charakteristika) linedrni dynamické cdasti G(jo) kritickou charakteristiku

nelinearity —1/G (a,) a nemd-li s ni spoleény bod.

Na obr. 2.98a Nyquistova charakteristika G(jw) neobklopuje kritickou
charakteristiku —1/G, (a,), a proto nelinearni regulatni obvod je globalng
asymptoticky stabilni.
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8 a,—->0 Im,
GN(ae) a):‘o
0|@= >Re
/ G(w)
dg —> ©
C) Im
_ G(w)
e
8 >0 4—0 / Re
M ae:0 l/r—)OO —
—_ 1 ‘
GN (ae) “t---"
o—0

b) |m A
G(w)
ow—0
e 7 X — =00
7——>—':.‘ — >
ae_)O‘\/ 0 / Re
l \\\\ ///r—)w
GN(ae) R
d a0 Im, |
NK _ G(jo)
S D
=00
0 | Re
1 M ¢ //r—)oo
GN(ae) ﬁ !
a, —> o 1
¢ w—0

Obr. 2.98 Hlavni piipady vzajemné polohy Nyquistovy charakteristiky G(jw) a
kritické charakteristiky —1/G (a,) pro nelinearni regulaéni obvod: a) globalné

asymptoticky stabilni, b) nestabilni, ¢) se stabilnim meznim cyklem, d) se
stabilnim 1 nestabilnim meznim cyklem

Obr. 2.98b ukazuje ptipad nestabilniho regula¢niho obvodu. Nyquistova
charakteristika G(jw) obklopuje celou kritickou charakteristiku —1/G, (a,) .

Na obr. 2.98c je ukazan ptipad, kdy pro amplitudy regulacni odchylky
0<a, <a, nelinearni regulacni obvod je nestabilni (Cervena Sipka ukazuje rist

amplitudy a,) a pro amplitudy regulacni odchylky a,>a, je nelinearni

regulacni obvod stabilni (Cervena Sipka ukazuje pokles amplitudy a, ). Prasecik

obou charakteristik bod M(a,,,®,,) odpovida stabilnimu meznimu cyklu
s amplitudou a,, a thlovym kmitoctem w,,. Hodnotu amplitudy a,, odeCteme
z kritické charakteristiky —1/G,(a,) a hodnotu whlového kmitoétu @,
odecteme z Nyquistovy charakteristiky G(jo) .
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Obr. 2.98d ukazuje ptfipad, kdy pro amplitudy regula¢ni odchylky a, <a,
a a, >a,, je nelinearni regulacni obvod stabilni (Cervené Sipky ukazuji pokles
amplitudy a,) a pro amplitudy regulacni odchylky ay <a, <a,, je regulacni
obvod nestabilni (Cervené Sipky ukazuji rist amplitudy a,). Prise¢ik obou
charakteristik bod N(a,,®,) odpovida nestabilnimu meznimu cyklu, protoze
pro amplitudu regulacni odchylky a, <a, amplituda a, klesd (kmity jsou

tlumené) a pro ay <a, <a,, amplituda a,6 roste (kmity se zvétSuji) az do
pruse¢iku  M(a,,m,), ktery odpovida stabilnimu meznimu cyklu
s periodickymi kmity o uhlovém kmitoc¢tu @,, a amplitud¢ a,, .

Doposud jsme piedpokladali, Ze vstupem nelinearity je regulacni odchylka
e(t). Tento predpoklad neni podstatny. Nelinearita mize byt umisténa
V libovolném misté regulacniho obvodu (tj. v piimé 1 zpétnovazebné vétvi).
Dilezité je, aby linearni dynamicka ¢ast méla vlastnosti dolnopropustného filtru.

Velikou vyhodou metody ekvivalentniho pienosu je, Ze linearni dynamicka
cast mize byt velmi vysokého taddu (¢im vysSi fad, tim vyS$i pfesnost) a
nelinearita miZe obsahovat nespojitosti, hystereze atd. Dalsi vyhodou je, Ze
Nyquistova charakteristika linearni dynamické ¢asti i ekvivalentni pienos
mohou byt ureny experimentalné. M4 to vyznam v téch piipadech, kdy
nelinearita je netypickd a popis vlastnosti linearni dynamické casti neni
k dispozici v analytickém tvaru.

v

Metoda ekvivalentniho pfenosu milze byt rozSifena 1 na znacné sloZitéjsi
nelinearni regulacni obvody s vice nelinearitami, které mohou byt nesymetrické
a mohou mit i vlastni dynamiku.

vvvvvv

Ekvivalentni ptfenosy nckterych  dualezitéjSich lichych  nelinearit
s odpovidajicimi kritickymi charakteristikami jsou uvedeny nize.

a) Idealni dvoupolohové relé

ua Im 1.
B a, >
-« a, =0
0 % ) 0 Re
B 1
_B GN(ae)

GN(ae):4—, a,>a (2.240)
7
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b) Dvoupolohové relé s hysterezi

U{x Im a
B
—alo| [@a ¢ S Re
1 L2777 9 m
> 4B
_B 1 a =a
GN(ae)

2
G, (a,)=22 /1—[ij 2| a>a (2.241)
ﬂae ae ae

c) Idealni tFipolohové relé

u4‘ Im {L
B —
—a O a E ae_)a > ;z_ao R=e
B __ 1 2B
GN(ae)

GN(ae)zg 1—[3j Caza (2.242)
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d) Nasyceni
ua Im 1;
B 1
a, <>
arctgk, d > o * "k,
B 0 B © . 10 Re
K, k. __ K,
— B T GN (ae)
ki, 0<a, < 5
I(1
Gy (a,)= - (2.243)
... . B B B B
—=arcsin + 1- , Ay >—
T ak, ak a.k; k,
Priklad 2.27

Pro dvoupolohové relé s hysterezi (obr. 2.99a) je tieba urcit ekvivalentni
prenos a kritickou charakteristiku.

ReSeni:
a)

U a

B

A

-alo|l |a e
A 4
-B

b)
.. e(t)=a,sin(at)
aJ ----- u(t)
B + N
Ly /
N vy
07 ¥ T 27 v =out
—a ] \
I T 4

Obr. 2.99 Prichod sinusového prubéhu dvoupolohovym relé s hysterezi:
a) charakteristika dvoupolohového relé s hysterezi, b) pribéhy vstupni e(t)

a vystupni u(t) veliciny

V souladu se vztahy (2.233) a obr. 2.99a mtizeme psat
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2r
a,(8) = | f(a,siny)cosy dy =
T o

V1 Y, 20
= — Jeosydy + [ cosydy — [cosydy |= (2.2443)
4 0 ¥1 Y
__“Ba
7a

e

2r
by(3,) = | f(a,sinw)siny dy =
T o

Tty

L4 27
_B — [sinydy+ [ sinydy— [sinydy |= (2.244b)
7 0 Z) T+
4B i
_48 1{1)
s a,

. . a
W, = ot, a=a,siny, = y, =arcsin —
a

(5

2
w, =arccos . |1— [ij
ae

kde

(2.245)

Nyni jiz mizeme vyjadfit na zakladé vztahu (2.234) a (2.244) ekvivalentni
ptenos pro dvoupolohové relé s hysterezi [viz (2.241)]

G, (a)= @) ;&d) 4B 1—[ij —jai, a >a  (2.246)

a a 7a a

(] (] € e (5

a kritickou charakteristiku

2
1 1—(3] +j2 a>a. (2.247)

GN (ae) 4B ae e i

Pro idealni dvoupolohové relé ze vztaht (2.246) a (2.247) pro a—0
dostaneme

Gy (a.) =7%B (2.248)

e

a kritickou charakteristiku
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1 _ 7 (2.249)

" Gy(a,) 4B

Podle ocekavani jsme obdrzeli pro ekvivalentni pfenosy vztahy shodné s
(2.241) a (2.240).

Priklad 2.28

U nelinedrniho regula¢niho obvodu na obr. 2.100 je tfeba ovéfit, zda
vznikne stabilni mezni cyklus. Pokud ano, je tfeba urcit jeho amplitudu a,, a

uhlovy kmitocet o, .

v
y
- { E : IO J— —
s(T,s+1)(T,s+1)

Us = f(e)

B b—

0 c
B

Obr. 2.100 Nelinearni regulac¢ni obvod s idealnim dvoupolohovym
relé — ptiklad 2.28
Reseni:
Pro vznik stabilniho mezniho cyklu komplexni rovnice (2.237a)
G(w)G, (a,)=-1, (2.250)
musi mit kladn4 realna feSeni a, =a,, a w=w,, .
Ekvivalentni pienos idealniho dvoupolohového relé je dan vztahem (2.240)
[(2.248)]. Po dosazeni do (2.250) a tipravé dostaneme
k, 4B
Jo(Tjo+1)(Tjo+1) m,
_4k,B

-1 =

=—(T, +T2)a)2 + ja)(l—Tsza)z).

e

Tato komplexni rovnice je ekvivalentni dvéma realnym rovnicim
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4k,B

=—(T,+T,) 0

(5

0=o(l-T,T,0°).

Jejich fesenim obdrzime

1
C oy — (2.251a)
NI
_gq = MBI, (2.251h)

e aM - '
(T, +T,)

Refeni druhé rovnice =0 a a):—]/ JT,T, nemohou odpovidat

stabilnimu meznimu cyklu, proto obdrzené feSeni (2.251) popisuje stabilni
mezni cyklus s thlovym kmitoctem @, a amplitudou a,, .

Vzajemnou polohu Nyquistovy charakteristiky linearni casti G(jw) a
kritické charakteristiky —1/G, (a,) lze snadno pfiblizné nakreslit. Kmitoétovy
prenos linearni ¢asti G(jw) rozd€lime na realnou Re[G(jw)] a imaginarni
IM[G(jw)] ¢ast a pro vhodné zvolené thlové kmitocty @ sestavime tab. 2.7, tj.

. K, o
(i) = s = ReIG ()] MG ()]
o K (T, +T,)
RGO =~ 1w s - TT,0f) (2.2522)
MG (jo)] = - G-TiT:0) (2.252b)

T +T,)20° +01-TT,0°)

Tab. 2.7 Tabulka pro sestaveni Nyquistovy charakteristiky linearni
casti G(jw) — priklad 2.28

1
w 0 Tsz 0
_ kT,T
Re[G —k —112
[G(jw)] (T +T,) T, 0
IM[G(jw)] — w0 0 0,
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Obr. 2.101 Vzajemna poloha Nyquistovy a kritické charakteristiky — priklad
2.28

Na zéklad¢ tab. 2.7 jiz snadno muzeme pfiblizné nakreslit Nyquistovu
charakteristiku linearni ¢asti G(jw) . Kritickou charakteristiku ziskame ze vztahu

(2.240) [(2.248)]

1 m (2.253)
G, (a,) 4B

Z obr. 2.101 je ziejmé, ze prusecik obou charakteristik M urcuje stabilni
mezni cyklus. Obklopena ¢ast kritické charakteristiky odpovidd nestabilité, tj.
amplituda kmitil vystupniho signalu a, roste, neobklopena odpovida stabilité, tj.

amplituda kmitii a, klesa (viz Cervene Sipky).

Protoze pro jednoznacnou symetrickou nelinearitu ekvivalentni pienos
predstavuje zesileni k; zavislé na amplitudé a, vstupni sinusové veliCiny (obr.
2.97c), je mozné hodnotu ekvivalentniho pfenosu odpovidajici stabilnimu
meznimu cyklu povaZovat za ptiblizné kritické zesileni

4B
ke =Gy (ay) = . (2.254)

M

kde a,, je experimentaln¢ zméfena amplituda ustalenych kmitl vystupni
veli¢iny y(t) a v piipadé potteby se z tohoto pribéhu uréi i kriticka perioda
T, =T, (napt. pi1 sefizeni Zieglerovou-Nicholsovou metodou kritickych
parametrii).

Nyni ur¢ime ptesné hodnoty kritického zesileni k, a kritické periody

T, =T, =%, (2.255)

a2y
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kde @y, = o, je kriticky hlovy kmitocet.

Pfi urceni kritického zesileni k, na zdklad¢ experimentalniho zméteni
kritické periody vystupnich kmitd T, a amplitudy a,, dostaneme pouze jeho
pfibliznou hodnotu. Cim vice se tvar vystupnich kmiti bude blizit sinusovému
prub¢ehu, tim piesnéjsi bude hodnota K, .

Je tfeba si uvédomit, ze stabilni mezni cyklus nelinearniho regulacniho
obvodu sjednozna¢nou symetrickou nelinearitou u metody ekvivalentniho
pfenosu zastupujeme linearnim regulacnim obvodem na kmitavé mezi stability,
a proto vztah (2.255) pro kritickou periodu je ptesny na rozdil od vztahu na
kritické zesileni (2.254).

Kurceni kritickych parametrt k, a T, je vhodné pouzit Michajlovovu
funkci (charakteristiku, hodograf), ktera v tomto ptipadé prochazi pocatkem
soufadnic.

V regula¢nim obvodé¢ na obr. 2.100 nelinearitu zastoupime zesilenim k;
a pak miizeme psat
k.Kk
G,(s) = 11 :

s(T,s+)(T,;s+1)

(2.256)

Charakteristicky mnohoclen ma pak tvar
N(s) = s(T,s +1)(T,s+1) + kik, =T,T,8* + (T, +T,)s* +s+kk,. (2.257)
Po dosazeni s = jo dostaneme Michajlovovu funkci
N(w)=N(s),_, = Np(®)+iNg (o),
kde
N, (@) =kk, — (T, +T,)@?,
No (@) = o1-T,T,0%).

Pfirovnanim realné N, (@) a imaginarni N, (@) Casti Michajlovovy funkce
N (jow) k nule dostaneme

(2.258)
o1-TT,0°)=0 T +T,

1
kik, = (T, +T,) " :o}“"“’k O = g T e
lelTZ '

ki =k =

Na obr. 2.102 jsou ukazany prubéhy veli¢in e(t), u(t) a y(t) pro idealni
dvoupolohové relé (bez hystereze, tj. a=0) sB=0,5 a pro regulovanou
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soustavu (viz obr. 2.100) sparametry k, =1, T, =8s,T,=25s). Z ustalené¢ho
prubchu vystupni veli¢iny y(t) byly odecteny hodnoty a,, 1,07 a T, =2595s.

e(f), ut), vit) &
1 55 T T T T T 0} — 2{
M
Tk Tk
s
17 e(t)
u(t)
B=050
0 >
t[s]
-0.5 — \/ \/ i
-1F () \_/ _
1 ,5 L '7 7'7 1 | ]
0 20 40 60 20 100 120

Obr. 2.102 Priibéhy veli¢in v regulacnim obvod¢ s idealnim dvoupolohovym
relé bez hystereze (a = 0, B = 0,5) — priklad 2.28

e(t). u(t), y(r) 4 ) e
1.5 R
ay, _2r
M g)}u = 7
e(t) k
L
u(t)
B=0,5
0 .
t[s]
0.5+
-1+
W)
- 1,5 1 1 | | |
0 20 40 60 80 100 120

Obr. 2.103 Pribehy veli¢in v regulacnim obvodé s dvoupolohovym relé
s hysterezi (a = 0,1; B = 0,5) — piiklad 2.28
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Vypoctené hodnoty Ize uréit pomoci vztaht (2.251)

KBTI g0
(T +T,)

T, = 2% _on fTT, =251 s.
WDy

Z experimentalné zjisténé amplitudy am vystupni veli¢iny y(t) ur¢ime jesté
na zakladé¢ vztahu (2.254) kritické zesileni
4B

k, =—=0,6;
7Z3.M

a teoreticky vypoctené kritické zesileni [vztah (2.258)]
K = T, +T, _ 5

= 220,63
KTT, 8

Ve vsech piipadech rozdil mezi vypoctenou hodnotou a hodnotou ziskanou
experimentalné nebyl vétsi nez 5 %.

Pro dvoupolohové relé s hysterezi (a =0,1) s B = 0,5 prubéhy velicin e(t),
u(t) a y(t) jsou na obr. 2.103. V tomto piipadé experimentalné ziskané hodnoty
byly a,, =129; T, =285s a k, =0,5.

I kdyZ v tomto ptipad€ jsou rozdily podstatné vétsi, je tieba si uvédomit, Ze
a=20,1je 20 % z hodnoty B =0,5.

2.3.7 Experimentalni identifikace soustav metodou relé

Metoda ekvivalentniho prenosu mulze byt vyuzita pii experimentalni
identifikaci regulovanych soustav. Protoze se nejastéji pii tom pouziva
dvoupolohove rel¢, proto se Casto nazyva identifikace metodou relé.

Uvazujme regulac¢ni obvod (obr. 2.104), ve kterém regulator zastoupime
dvoupolohovym relé.

v

Gs (S)

Obr. 2.104 Obvod s dvoupolohovym relé

Ulohou relé je zpisobit stabilni kmitani obvodu, tj. zptisobit vznik
stabilniho mezniho cyklu. Pro ovéfeni vzniku stabilniho mezniho cyklu je velmi
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vhodna metoda ekvivalentniho prenosu, ktera je podrobné popsana v predchozi
kapitole 2.3.6.

Podminkou vzniku stabilniho mezniho cyklu v obvodu na obr. 2.104 je
splnéni jednoduché podminky [viz (2.237b)]

1

G (j) Z—W,

(2.259)

kde G (jw) je kmitoctovy pfenos identifikované soustavy.

Pro symetrické dvoupolohové relé s hysterezi (a > 0) nebo bez hystereze
(a = 0) ma ekvivalentni pienos tvar [viz (2.240), (2.241) a piiklad 2.27]

2
G, (a)=2B 1—(3] 2| a >a. (2.260)
a, a a

e (]

Ze vztahu (2.260) snadno uré¢ime kritickou charakteristiku
1

oy =A@ ez (2:2612)
_ de
A (a,) = 5 (2.261b)

(2.261¢)

a
ok (@) =—m+ arCth ,

kde Ac(a,) je modul kritické charakteristiky, ¢y (a,) — faze kritické
charakteristiky.

Podminka (2.259) piedstavuje komplexni rovnici, kterou pro

Gs (jo) = As () ! (2.262)
je vhodné zastoupit dvéma obecné nelinedrnimi rovnicemi
W)= a, ),
A (@)= A(@,) 2263

Ps (w) = % (ae)’
kde A (@) je modul a ¢ (@) je faze kmitoctového prenosu soustavy (2.262).

Resenim rovnic (2.263) dostaneme amplitudu ay a thlovy kmitodet ww.
Pokud veli¢iny am a owm jsou redlné a kladné, pak v obvodé na obr. 2.104
vznikne stabilni mezni cyklus s amplitudou ay a uhlovym kmitoétem wm na
vstupu relé.

Geometricka interpretace feSeni komplexni rovnice (2.259) nebo soustavy
rovnic (2.263) je na obr. 2.105. Sipky u kiivek Nyquistova charakteristiky
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(amplitudofazové kmito¢tové charakteristiky) soustavy (2.262) a kritické
charakteristiky (2.261) ukazuji smér rustu tuhlového kmitoctu w a amplitudy a.
harmonickych kmitl na vstupu relé.

Gs(j) ™ 4

VA
@s () = 9 (3)

(ay, oy)
< ae =a
M
Gy (a,) A ()= Ac(a,)

Obr. 2.105 Geometricka interpretace metody relé

Vznikne-li v obvod¢ na obr. 2.104 stabilni mezni cyklus, pak ze zméfenych
veli¢in av a wwm (obr. 2.102 a 2.103) lze na zaklad¢é soustavy rovnic (2.263)
ziskat dva nezndmé parametry prenosu soustavy Gg(S).

Protoze pro w(t) =0 vystupni veli¢ina soustavy y(t) az na znaménko je
vstupni veli¢inou e(t) do relé, tj. pro ustalené kmity plati

ay =a,=a,.

Uhlovy kmitoéet o je pro viechny veli¢iny v obvodé na obr. 2.104 stejny, a
proto plati

2

2.264
- (2.264)

2y

Pouziti dvoupolohového relé s hysterezi je vhodné pouze v piipadé
existence Sumu. DoporuCuje se, aby Sifka hystereze 2a byla vétsi nez je
dvojndsobek amplitudy Sumu a amplituda relé B by méla byt takova, aby
amplituda vystupnich kmit soustavy ay byla nejméné trojndsobkem amplitudy
Sumu. Mezi amplitudou vystupnich kmitl soustavy ay a amplitudou relé B plati
piima iméra.

Z obr. 2.105 (viz také obr. 2.101) vyplyva, Zze uvedena metoda relé je
vhodné pro proporcionalni soustavy vyssiho fadu nez 2 nebo s dopravnim
zpozdénim a integracni soustavy 1. fadu se setrvacnosti nejméné 2. fadu (viz
priklad 2.28) nebo s dopravnim zpozdénim. Je zfejmé, ze pro idealni
dvoupolohové relé (tj. bez hystereze a =0) plati oy, =0, =@ ., kde o, je
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kriticky thlovy kmitocet, @_, — kmitoCet zplsobujici fazové zpozdéni —rx
(—180°).
Priklad 2.29

Metodou relé pro proporciondlni soustavu s dopravnim zpozdénim
aproximovanou pfenosem

Gs (s )—me‘ (2.265)

je tfeba urcit ¢asovou konstantu T; a dopravni zpozdéni T za ptredpokladu, ze
koeficient pfenosu soustavy K; a jeji fad i jsou znamé.

ReSeni:

Pro soustavu (2.265) plati

ok Ty o5 (@)
G l0)= 1 imry =A@ (2.2662)
As () = L , (2.266h)
1+ w°T?)2
@s (@) =Ty +iarcty(wT;)], (2.266¢)

Za piredpokladu, Ze z experimentalné ziskané¢ho ustalené¢ho periodického
prub&hu vystupni veli¢iny y(t) byla zméfena amplituda kmitt ay a perioda Ty,
na zaklad¢ vztaht (2.261b), (2.261c), (2.266b), (2.266c) a (2.263) se pro
a,=a, a w=wny (o, =27/T,,) dostane (pro a=0,T,, =T,)

2
T - \/ 16k B° (2.267a)
2 r°al

T, = | 7 _iarctg 2N —arctg——2—|. (2.267b)
2 Ty a2 —a’
Napt. pro soustavu s pienosem
Gy(s)=— e (2.268)
(2 +1)°

byly ziskany prubéhy veli¢iny y(t) pro idedlni dvoupolohové relé (tj. bez
hystereze, B =0,5; a=0) na obr. 2.106 a pro dvoupolohové relé s hysterezi
(B=0,5;a=0,1) naobr.2.107.
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e(t), u(t), y(t) 4

() T =Tk

0,41 W <

L 4

t[s]

-0.3r e(t) i hd

S04 _

0,5+ 4

0 10 20 30 40 50 60

Obr. 2.106 Prubéhy veli¢in v regulacnim obvode¢ s idealnim dvoupolohovym
relé (a = 0) — priklad 2.29
e(r), u(t), y(t) 4

W) <

./\
v

-03 ¢ §

-0,4 .
e(f)

-0,5

0 10 20 30 40 50 60

Obr. 2.107 Prub&hy veli¢in v regula¢nim obvodé s dvoupolohovym relé
S hysterezi (a = 0,1) — ptiklad 2.29
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a) Idealni dvoupolohové relé (a = 0)

Z pribéhu vystupni velic¢iny y(t) na obr. 2.106 byly zméfeny hodnoty
am=0,34a Ty =Tk=12,4 s. Ze vztahi (2.267) pro ki = 1 (piredpoklada se, Ze je
znamé), B = 0,5; a = 0; i = 2 dostaneme

T, _Tu /4k_18_1 =184 s (2.269a)
2\ ma,

T 27T
T, =-M| 7—2arct 2
2= [” 97

j =324 s. (2.269D)

M

Casova konstanta T, byla urena s chybou okolo 8 % a dopravni zpozdéni
Tq2 S chybou okolo 3 %.

Kritické zesileni k¢ ur¢ime na zaklad¢ priblizného vztahu (2.254)

K ~2B 2187, (2.270a)
7za|\/|

Protoze dvoupolohové relé je idealni (tj. bez hystereze, a = 0), proto plati
T =Ty =124s. (2.270b)
Pfenos soustavy (2.268) byl zvolen specialné pro parametry ki =1,
T, =2saTqg = s, protoze umoziuje analyticky vypocet kritickych parametrii
2

k =—=2, (2.271a)
kl

T, = 2./24T,,T, =47 =126 s. (2.271b)

Chyba urceni kritického zesileni ky je mensi nez 7 % a chyba kritické
periody Ty je mensi nez 2 %.
b) Dvoupolohové relé s hysterezi (a = 0,1)

Z pribéhu vystupni velic¢iny y(t) na obr. 2.107 byly zméfeny hodnoty
am =0,38 a Ty =14,0 s. Ze vztaha (2.267) pro k=1, B=05;a=0,1ai=2
dostaneme

T, = Tw /4k—18 -1=183 s; (2.272a)
27\ 7y,

T 27T
T, =-M| 7r—2arct 2
1275 [” 97

_arctg——2_ |=333s. (2.272b)
M a, —a’

V tomto piipadé chyba ureni Casové konstanty T, je okolo 85 % a
dopravniho zpozdéni T4, okolo 6 %.
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I kdyZ se zda, ze nepiesnost urCeni Casové konstanty T, a dopravniho
zpozdéni Tg, je pomérné velikd, odpovidajici pfechodové charakteristiky se od
ptesné ptrechodové charakteristiky znaéné nelisi, viz obr. 2.108. Obé piechodové
charakteristiky urcené na zakladé identifikovanych parametrii (2.269) a (2.272)
se pi1 daném méfitku témét prekryvaji.

ut), y(t) 4 ()

l

(2.269) = (2.272

N

0,8+
(2.268)

0,6 -

0.4}

0 ) 10 15 20 25

Obr. 2.108 Prechodové charakteristiky soustavy (2.268) a soustav
s identifikovanymi parametry (2.269) a (2.272) — ptiklad 2.29

wi(t), Wt) &
wit)
1
/\ Aw
0.5 N
\/ 1
A f
NG )
‘ . . , A v
0 10 20 30 40 50  [5]

Obr. 2.109 Urceni koeficientu pfenosu soustavy k; — ptiklad 2.29
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Doposud jsme piedpokladali, Ze koeficient pfenosu soustavy K; je znamy.
V ptipad€ proporcionalnich soustav ho lze urcit v uzavieném regulaénim obvodé
nasledujicim postupem.

Dvoupolohové relé v obvodé (obr. 2.104) se zastoupi proporcionalnim

dynamické slozky, tj. nastavime T, — oo a Tp = 0) a pak pro ustaleny stav plati
KeGs(s) _ Kpk
5501+ KpGg(s) 1+ Kpk, '

g,
Ay  Kpk
Aw 1+ Kpk;
= | (2.273)
Kp (AW —Ay)

kde Ay je ustalena zména vystupni veli¢iny y(t), Aw — ustalena zména zadané
velic¢iny w(t) (vétSinou se piredpoklada skokova zmeéna).

Ze vztahu (2.273) vyplyva, Ze pro znamé nastavené zesileni regulatoru Kp,
znamé zmény zadané veliCiny Aw a zméfené ustadlené zmény vystupni veliiny
Ay snadno mizeme urcit neznamy koeficient prenosu soustavy Ki.

Na obr. 2.109 je pro soustavu (2.268) nastaveno zesileni regulatoru Kp =1
a skokova zména zadané veli¢iny Aw = 5(t). Z obr. 2.109 je ziejmé, ze Ay =0,5
a Aw = 1. Po dosazeni do vztahu (2.273) se dostane k; = 1.

Nastavené zesileni reguladtoru Kp by mélo zajistit stabilni a dostate¢né
rychle se ustalujici pribéh vystupni veli¢iny y(t).
Priklad 2.30

Podobné jako v prikladé 2.29 je tfeba urcit metodou relé pro integracni
soustavu aproximovanou pienosem

Gs(s) = LeT (2.274)
s(T;s+1)
casovou konstantu T; a dopravni zpozdéni Ty za predpokladu, Ze koeficient
prenosu soustavy kj a jeji fad i jsou znamé.
ReSeni:
Pro soustavu (2.274) 1ze na zaklad¢ vztaht (2.266) piimo psat

As(w) = K -, (2.275a)

o(l+ 0’T?)?
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05 () = —B + Ty +i arctg(coTi)} . (2.275b)

Pro experimentalné ziskanou amplitudu ustalenych periodickych kmith
soustavy aw a jejich periodu Ty na zakladé vztahd (2.261b), (2.261c), (2.275a),
(2.275b) a (2.263) se pro a. = aw a w = ww (wy = 27/T,, ) dostane

2172R2
T, =Tw | [#TWBT (2.2762)
2r Thay

27T,

T, = Tu |7 _ jarctg —arctg a2 | (2.276b)
2 Ty af,l ~a’

27

Napf. pro soustavu s pfenosem
1 o

(2.277)

byly ziskany pribéhy vystupni veli¢iny y(t) pro dvoupolohové relé bez hystereze
(a=0) a s hysterezi (a =0,1) pro B =0,5.

Tyto prabehy jsou podobné jako na obr. 2.106 a 2.107.

a) Idealni dvoupolohové relé (a = 0)

Z prubéhu vystupni veli¢iny y(t) pro idealni relé byly zméfeny hodnoty
am=1,94 a Ty = Ty = 26,0 s. Ze vztahli (2.276) pro k; = 1 s (pfedpoklada se, ze
je znamé¢), B =0,5; a=0; i = 1 dostaneme

7202
T, = T \/4kl ;I-MZB -1=3,80 s, (2.278a)
27 Tay
Ty = T_M z_ arctg 2, =3,43 s. (2.278b)
27\ 2 Ty

Casova konstanta T; je uréena s chybou okolo 5 % a dopravni zpozdéni Tq;
okolo 9 %.
Kritické zesileni ur¢ime ze vztahu (2.254)
k ~ 5 - 0,328,
TRy

Dvoupolohové relé je idealni, a proto plati
T, =Ty =260 s.
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Podobn¢ jako v predchozim piikladu 2.29 pienos (2.274) byl zvolen s
takovymi parametry T; a Tq1, které umoziuji analyticky vypocet kritickych
parametrii

J2

k, == =0,354,
lel

Chyba urceni kritického zesileni je mensi nez 7,5 % a kritické periody
mensi jak 3,5 %.
b) Dvoupolohové relé s hysterezi (a = 0,1)

Z prib&hu vystupni veli¢iny y(t) pro dvoupolohové relé s hysterezi byly
méfenim ziskany hodnoty ay =2,07 a Tw=27,1s. Ze vztahi (2.276) se pro
ki=1s',B=05;a=0,1ai=1dostane

272R2
T= Tu \/4kl;erB -1=376s; (2.279a)
2\ 7may

Ty = ;—“7"[[% —arctg 2l _ arctg =3,47 s, (2.279b)

a
Ty Jay, —a’
Chyba urceni ¢asové konstanty T1 je okolo 6 % a dopravniho zpozdéni Tgy;
okolo 10,5 %.

Pfiblizna hodnota kritického zesileni je dana vztahem (2.254)

k ~8 0308,
7zaM

pro kritickou periodu ptiblizné plati
T, =Ty, =271s.
Chyba urceni kritického zesileni je okolo 13 % a kritické periody okolo
8 %.

Piechodové charakteristiky ziskané z prenosu (2.277) a z identifikovanych
parametrti (2.278) a (2.279) jsou na obr. 2.110. Podobn¢ jako v piedchozim
prikladé 2.29 prechodové charakteristiky ziskané z identifikovanych parametrii
pii daném méftitku se témet pokryvaji.
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27T

(R}
T

(2.278) = (2.279)
| 1 1 1 1 1 1 >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 ¢[s]

Obr. 2.110 Prechodové charakteristiky soustavy (2.277) a soustav
s identifikovanymi parametry (2.278) a (2.279) — ptiklad 2.30
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